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La figura de la Terra

El problema que la geodésia vol resol-
dre, plantejant i suplementant la primera
definicié de Helmert: “Geodesia és la cién-
cia de mesurar i cartografiar la superficie
terrestre”” [1], es pot descriure de la manera
segiient: El problema de la geodeésia és deter-
minar la figura (forma i dimensions) de la
Terra i el seu camp gravific exterior, junta-
ment amb les seves variacions temporals.

Es a dir, es tracta d’un problema amb
una formulacié geometrica (forma) i una
formulacié fisica (camp gravific) que, a
meés, estan relacionades.

Per descriure la forma real de la Terra,
es tria un conjunt finit de punts represen-
tatius del terreny, se senyalen i es deter-
minen les seves posicions en un sistema de
coordenades. Aquest conjunt de punts,
una xarxa geodesica, és diferent segons el
tipus de posicio determinat. Ha estat tra-
dicio fins ara separar el component altime-
tric del planimeétric, perqué es necessiten
observacions diferents segons cada cas.
D’aquesta manera, s’estableixen xarxes ver-
ticals i xarxes horitzontals separades, que
es complementen per proporcionar la posi-
ci6 d'un punt a I'espai.

Més interessant és treballar amb una
xarxa de punts la posicio espacial de la qual
és coneguda en un sistema tridimensional.
Es pot establir aquest tipus de xarxa com-
binant els dos tipus de xarxes tradicionals
o bé amb técniques geodésiques de posi-
cionament tridimensional.

La superficie irregular de la Terra soli-
da no és representable per una equacié
simple 1, per aixo, es representa com un
conjunt de punts mitjan¢ant 'Gs de coor-
denades: la Terra es representa, en defini-
tiva, mitjangant un poliedre. Malgrat aixo,
les superficies oceaniques (aproximada-
ment un 70% del total) tenen un principi
de formacié més simple que les superfi-
cies solides. Sota certes hipotesis formen
part d’una superficie equipotencial del
camp gravific terrestre. Aquesta superficie
equipotencial completa (oceans i I'estesa

sota les terres emergides) sovint s'identi-
fica com la forma matematica de la Ter-
ra [1], el geoide, a qué es refereix Gauss:
“El que anomenem la superficie de la Terra
en el sentit geometric no és res més que
aquella superficie que intersecta en cada
punt la direcci6 de la gravetat en angle
recte, part de la qual coincideix amb la
superficie dels oceans”. En aquest sentit,
el geoide té un significat fisic elemental,
perd una representacio geometrica d’una
complexitat enorme. Aixo fa inadequat
que s’utilitzi com a superficie de referen-
cia en el cas de les xarxes horitzontals i,
per tant, apareix la necessitat dels models
terrestres matematicament senzills,

Esferes i el-lipsoides.
Aspectes historics

Models esferics

Deixant de banda els models terres-
tres esoterics, ja Pitigores 1 Aristotil sos-
pitaven que la Terra tenia forma esferica.
El precursor de la geodésia cientifica és
Eratostenes d’Alexandria (276-195 aC), el
qual, suposant que la Terra tenia forma
esferica i realitzant mesures astronomiques
i sobre la superficie terrestre, va ser capa¢
d’obtenir un valor per al radi terrestre. La
seva técnica és sumament senzilla (figura 1).
Eratostenes va observar que, el migdia del
dia del solstici d’estiu, els raigs solars il-lumi-
naven el fons d’'un pou a Siena (avui
Assuan). Al mateix temps, a Alexandria el
Sol estava lleugerament més a prop de I'ho-
ritzé. Mesurant la longitud de 'ombra
d’una vareta a Alexandria, Eratostenes va
mesurar la distincia zenital del Sol z=1/50
de circumferencia. Suposant que Siena es
trobava exactament al sud d’Alexandria,
va deduir que 'angle format per les ver-
ticals de tots dos llocs també és 1/50 de
circumferéncia. Llavors, només cal mesu-
rar la distancia entre Siena i Alexandria i
multiplicar-la per 50 per obtenir un valor
de la circumferéncia terrestre. Es dificil




Alexandri

Figura 1: Determinaci6 del radi
de la Terra per Eratostenes

establir en termes d’unitats de mesura
modernes quin va ser el radi terrestre obtin-
gut i la seva precisio, pero no hi ha cap dubte
que aquesta primera determinaci6 de la
mida de la Terra és una fita historica que va
tardar diversos segles a ser superada.

Fins al segle xvi1, les mesures d’arc basa-
des en una Terra esferica es van millorar
mitjangant la introducci6é de noves técni-
ques instrumentals (ulleres de llarga vista) i
metodologiques (triangulacié). El 1615, la
triangulacio dirigida per Snellius als Paisos
Baixos introdueix el concepte de mesures
geodesiques de precisio [2].

Models el-lipsoidals

Durant el segle xvil, s’introdueixen
noves observacions i idees provinents de
I'astronomia 1 de la fisica que influeixen
decisivament en el concepte de la figura
de la Terra. Fonamentalment, Newton
postula una forma el-lipsoidal per a la Terra,
per a la qual cosa utilitza la seva teoria de
la gravetat 1 mesures molt precises realit-
zades amb pendols. En definitiva, Newton
va obtenir un el'lipsoide de revolucié com
a figura d’equilibri per a una Terra homoge-
nia, liquida i rotacional basada en la vali-
desa de la llei de la gravitacio universal. La
ra6 de la diferencia entre la longitud del
radi equatorial 1 el radi polar al radi equa-
torial és el que s’anomena aplanament de
I'el'lipsoide f. El valor obtingut per Newton
és f=1/230.

La C()I][I’()Vt‘.‘rsiﬂ quL‘ va pl‘ovoc;lr una
afirmacié com aquesta, va conduir a una
desaforada carrera per comprovar-ne la
validesa, la qual cosa preocupava més a
d’altres que al mateix Newton. Cassini,
com a resultat d’'unes mesures erronies, va
arribar a conclusions contradictories en el
sentit d’obtenir, per a la Terra, un ellip-
soide allargat en els pols en lloc d’aplanat.
El debat cientific suscitat no va conclou-
re fins que I'’Académia de Ciéncies de Paris
va organitzar dues expedicions a Laponia
i Perti per tal de realitzar mesures d’arc de
meridia en zones properes al pol i a I'e-
quador. Els resultats van confirmar la cer-
tesa de l'afirmaci6 de Newton. Des
d’aquell moment i fins ara, I’el-lipsoide de
revolucid és un model matematic comu-
nament acceptat per aproximar la super-
ficie de la Terra.

Posicionament geodésic i sistemes de
referéncia

Qualsevol fenomen o mesura sobre la
superficie terrestre ha d’anar acompanyat
de la seva posicié. La determinaci6 de les
coordenades d’un punt a I'espai és el que
sol anomenar-se posicionament. El pro-
blema del posicionament és obtenir les
coordenades d'un punt a partir de mesu-
res del punt a determinats cossos celestes

(naturals o artificials) i de les coordenades
d’aquests cossos.

Per tant, podem veure que I'escenari en
queé es produeixen les mesures i els movi-
ments del punt d’observacid i els punts obser-
vats ha d’estar ben referit per garantir la
coheréncia de les observacions i els resultats.

Com que el problema formulat és de
caracter espacial, un sistema de referéncia
cartesia tridimensional global pot ser un
sistema adequat per treballar. Sent les coor-
denades cartesianes molt convenients per
al calcul, no son les coordenades utilitza-
des historicament.

Ja hem vist la possibilitat d’aproximar
la superficie de la Terra mitjancant un el'lip-
soide de revolucio, que funciona com a
model geometric localitzant sobre seu els
punts per mitja d’un parell de coordena-
des curvilinies (latitud i longitud). Sobre
aquest el-lipsoide es poden calcular distin-
cies 1 azimuts amb una gran precisio.
Malgrat aixo, la superficie de la Terra és
substancialment diferent i la separacio entre
la superficie real i el model geométric no
té gaire importancia mentre que es man-
tinguin separades les xarxes horitzontals
de les verticals.

Aix0 ja no passa amb el progrés de la
geodesia espacial, que pot proporcionar
informacié tridimensional i fer que s’hagin
de combinar les altituds definides geome-
tricament (cotes el-lipsoidals, referides a
I'el'lipsoide) amb les altituds de tipus fisic
(cotes ortomeétriques referides al geoide).

Un altre problema que s’ha d’afron-
tar és el dels diferents el-lipsoides emprats
en el posicionament geodésic, el-lipsoides
geocentrics globals i ellipsoides geo-
excentrics locals. Per sort, el sistema geodé-
sic WGS84 és el que defineix un Gnic
el-lipsoide global, mentre que en diferents
zones de la Terra s'adopta un el'lipsoide
local geoexcentric que s’adapta millor al
geoide a la zona considerada.

Tot aixo dona lloc a la formulacié d'e-
quacions que permeten localitzar el mateix
punt en diferents sistemes de coordenades,
Ja que, si bé la utilitzacio de coordenades
cartesianes globals és comoda, de vegades
també es necessiten coordenades geodési-
ques globals, o convé tenir els punts loca-
litzats en el sistema local en qué es basa la
cartografia oficial,

Els sistemes de referéncia que veurem
aqui seran els sistemes terrestres en els quals
es puguin localitzar els punts d’observacié.

Sistemes de coordenades en el camp
gravificoterrestre. Coordenades naturals

El potencial gravitatori IV es pot
expressar (figura 2):

P =X Y, 2Z) = (?JH&Q_)@ (N
T i Q



on P és un punt de coordenades (X, Y, Z),
Q és el punt variable a la Terra T, on es
troba I'element diferencial de volum dvy,
[ és la distancia entre Pi1 Q, p(Q) ésla den-
sitat a Q1 G és la constant de gravitacio
universal.

Aquesta representacio del potencial
només té un valor teoric, ja que la seva
aplicacié practica requereix el coneixe-
ment de la densitat en qualsevol punt de
I'interior de la Terra.

Per a grans distancies,

r=NX+Y'+Z )

el potencial (1) es pot expressar com:
v=5M 4 o ()
que ve a dir que a gran distancia un cos es
comporta, des d'un punt de vista gravitato-
ri, aproximadament com una massa puntual.
Entenem per potencial gravific ¥ la

suma del potencial gravitatori i el poten-
cial centrifug I/, de manera que: @

W'(X'+Y)

W(X,Y,2) =V(X,Y,2) +

[

on o és la velocitat angular de la rotacio
terrestre.

El vector gravetat g és el gradient del
potencial gravific W:

W
g=Vw=|W, (5)
w,

els components del qual sén les derivades
parcials de W respecte de X, Y, Z.

La magnitud del vector gravetat g és
la gravetat g, i la seva direccio, representa-
da pel vector unitari:

n=-§ (6)

és la direccid de la vertical.

Immers en el camp gravificoterrestre,
es pot definir un sistema de coordenades
relacionat amb el vector gravetat que sol
anomenar-se sistema natural (figura 3):

— la latitud astronomica @ és I'angle que
formen el pla equatorial i la direccié de
la linia de for¢a del camp gravific a P
(direccid del vector gravetat g);

— lalongitud astronomica A és 'angle que
formen el meridia origen i el meridia
de P, i

— el potencial gravific W permet situar el
punt P en el sistema de superficies equi-
potencials.

Les determinacions astronomiques de
posicié proporcionen la latitud @i la lon-
gitud A, 1 d’aquesta manera permeten esta-
blir la direcci6 de la vertical a P. Quant al
potencial I, no es pot determinar de mane-
ra directa, encara que si es combina anive-
llament amb mesures de la gravetat es poden
obtenir diferéncies de potencial, de mane-
ra que les coordenades naturals de P es
determinen pel potencial respecte a una
superficie de nivell escollida com a origen,
per exemple, el geoide (/=W =cte).

En aquest sistema de coordenades natu-
rals, llavors la posicio del punt P queda deter-
minada per la interseccio de les superficies
coordenades @=cte, A=cte i W=cte o la
intersecci6 de les tres linies coordenades:
paral-lel astronomic (linia A), meridia astro-
nomic (linia @) i linia isozenital (linia W).

Una definicio alternativa de les coor-
denades naturals es materialitza en el triplet
(P, AH). Si P és un punt de la superficie
terrestre, la linia de forca del camp gravific
que passa per Ptalla el geoide a P,,. La distan-
cia de Pa P, mesurada al llarg de la linia de
forga és la cota ortométrica H (figura 4).

La cota ortometrica H esta relaciona-
da amb la diferéncia de potencial (o cota
geopotencial), migjangant 'equacié:

H
C=W,- I/V=_[gdH 7)

0

Figura 2: Potencial d’un cos solid



Figura 3: Coordenades naturals

Figura 4: Cota ortométrica

Figura 5: Sistema de referéncia
cartesia global

Pol terrestre convencional
4

Sistema cartesia tridimensional global

Es tracta d’un sistema cartesid geoceén-
tric (figura 5), amb l'origen al centre de mas-
ses de la Terra, 'eix Z coincident amb I'eix
de rotacid terrestre convencional positiu cap
al pol nord (pol terrestre convencional,
CTP), els eixos X 1Y en el pla de I'equa-
dor, 1 X passant pel meridia de Greenwich
1Y formant triedre directe amb X i Z.

A aquest triedre cartesia s’hi associa
un el'lipsoide geocéntric, orientat de mane-
ra que els seus eixos coincideixin amb els
eixos cartesians XYZ.

Un punt en aquest sistema es localit-
za mitjangant el vector X = (X, Y 2)".

El-lipsoide de referéncia.
Coordenades geodésiques

Si en lloc de considerar el geoide com
una superficie de referéncia, considerem
un el'lipsoide de revolucié de semieixos a
i b centrat en el geocentre, les coordena-
des naturals associades a aquest son les coor-
denades geodésiques (@,A,h) definides de
la manera segiient (figura 6).

La latitud geodésica ¢, angle mesurat
sobre el pla meridia de P entre el pla equa-
torial de I'el-lipsoide i la normal a I'el'lip-
soide a P; la longitud geodesica, A, angle
mesurat sobre el pla equatorial entre el
meridia origen (eix X del sistema cartesia
geocentric) i el pla meridia de P; I'altitud
geodésica, h, distancia mesurada sobre la
normal a I'el'lipsoide a P entre el punt P
i 'el'lipsoide.

— Sistema de referéncia WGS84
El sistema de referéncia WGS84 (World
Geodetic System 1984) és un sistema glo-
bal, basat en I'ellipsoide de la International
Union of Geodesy and Geophysics (IUGG)
Geodetic Reference System 1980 (GRS80).
Lel'lipsoide WGS84 esta format per un
semieix major a=6 378 137 m i un apla-
nament f=1/298.257 223 563. El sistema
de referéncia WGS84 és la materialitza-
ci6 d’un sistema terrestre convencional

(CTS) segons les indicacions del Bureau
International de 'Heure (BIH), establert
a partir de les coordenades de més de
1 500 estacions del US Navy Navigation
Satellite System repartides per tot el pla-
neta. El sistema WGS84 també inclou
una descripci6 del camp gravitatori, mit-
jangant desenvolupament en harmonics
esferics fins al grau i ordre 180.

En aquest sistema global s’ofereixen les
posicions dels satél-lits de la constel‘laci6
NAVSTAR per localitzar punts mit-
jangant técniques GPS (Global Positioning
Systen). D’aqui es dedueix immediata-
ment que aquest també és el sistema en
qué s'obtenen les posicions dels punts
on s’ha estacionat.

Coordenades locals

Un el'lipsoide de referencia global és,
sens dubte, una estructura plena d’avan-
tatges. Malgrat aixo, la cartografia i la
geodésia oficial en cada pais adopta com a
el'lipsoide de referéncia (com a resultat
d’heréncies historiques), aquell que s’a-
dapta millor per a la zona considerada,
sense necessitat de consideracions globals.
Un el'lipsoide amb aquestes caracteristi-
ques acompanyat d’una superficie de re-
feréncia per a cotes ortomeétriques és el
que s’anomena datum geodesic.

Es necessiten vuit parametres per defi-
nir un datum geodésic: dos parametres per
ala forma i dimensions de I'ellipsoide, tres
per a la seva localitzacié espacial 1 uns altres
tres per a la seva orientacié. La definicid
se sol fer adoptant un el'lipsoide de mane-
ra particular, 1 fixant un punt d’origen, I'a-
zimut d'una direccié en aquest punt i la
desviacio de la vertical en aquest punt.

Aquest tipus de sistemes de referéncia,
basat en un el lipsoide geoexcéntric (figura 7)
és el que anomenem (xyz) en el cas que
sigui un sistema cartesia tridimensional.

El sistema reglamentari al nostre pais
és 'ED50 (European Datum 1950), basat



en |'el'lipsoide de Hayford i amb origen a
Potsdam. En altres paisos, el datum adop-
tat és un altre i la conveniéncia d’unir els
diferents datums, a més de la utilitzacio de
sistemes de posicionament per observacio
de satél lits artificials, va dur a la implan-
tacio de sistemes de referéncia geodésics
globals. La série d’aquests ha conduit fins
a I'actual sistema WGS84.

Coordenades naturals i coordenades
geodésiques globals

La desviaci6 de la vertical astronomi-
caila normal el lipsoidal es representa mit-
jancant dos petits angles & 7) anomenats
components de la desviacié relativa de la
vertical (figura 8).

A la figura, el zenit astronomic és Z (coor-
denades P, A), Z és el zenit geodésic (coor-
denades ¢, A), 1 se’n desprén I'expressié per
als components de la desviacié de la vertical:

E=D-9
N = (A -A) cos@ ®
De la mateixa manera, la figura 9 mos-
tra una aproximacio suficient que, sent N
I'ondulacié del geoide, s’obté:

N=h-H %)

Les dues equacions anteriors relacio-
nen les coordenades geodesiques i les coor-
denades naturals a través de la desviaci6 de
la vertical 1 'ondulaci6 del geoide.

Coordenades cartesianes
i coordenades geodésiques

Es poden calcular coordenades geode-
siques referides a I'el-lipsoide geocentric a
partir de les coordenades cartesianes X, Y,
Z, i viceversa (figura 6).

Es tracta d'invertir les equacions que pro-
porcionen les coordenades cartesianes geocén-
triques a partir de les coordenades geodésiques:

X (vt+h)cos@cosA
Y | = (vth)cos@sinA (10)
Z (v(1-€)+h)sing

on v és el radi de curvatura de la seccié
normal a 'el'lipsoide perpendicular al meri-
dia (gran normal), ¢ és la latitud geodeési-
ca, A la longitud geodésica i h la cota
el-lipsoidal.

Per a la inversi6 d’aquestes equacions,
es pot procedir de maneres diferents [3],
amb expressions recurrents o tancades; per
exemple, una formulacié tancada és 3, 4]:

P VX + 17
0 = arctan Za
pb
o Z+¢"bsin’0
¢ = arctan = (11)
A = arctan %
h=—-L_ v
cosP

on aibson els semieixos de I'el'lipsoide,
p i 6s6n variables auxiliars i e’ és la sego-
na excentricitat de I'el-lipsoide.

Sistemes globals i sistemes locals

La figura 10 mostra el sistema de
referéncia (X'YZ), relacionat amb el sis-
tema (xyz) mitjan¢ant el vector de trans-
lacié T=(T,, T, T;)" entre els origens dels
dos sistemes de referéncia i les petites rota-
cions (g, P, w) al voltant dels eixos (x,},2),
respectivament. L’equacié de transforma-
cid expressada en el sistema de referéncia

(XYZ) sera:
T+ (1+hRx-X =10 (12)
on 1+k és el factor d’escala entre els dos

sistemes i R és el producte de tres matrius
de rotacio:

R =R (0)R,(V)R(g) (13)

Aquest seria un possible model.
Defineix la relacié entre els dos sistemes

Figura 6: Coordenades cartesianes
i coordenades geodésiques

Figura 7: Representaci6é 2-D dels
el-lipsoides global i local




Figura 8: Components
de la desviaci6 relativa de la vertical

Figura 9: Cota ortométrica, cota
el-lipsoidal i ondulacié del geoide

Figura 10: Sistema cartesia global
i sistema cartesia local

Figura 11: Diagrama commutatiu
dels sistemes de referéncia emprats
i les transformacions corresponents
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en termes d’'una transformacié de sem-
blan¢a de Helmert amb set parametres (T,
T,, T;, k,e, P, w) i, ja que les rotacions
involucrades s6n molt petites, es pot sim-

plificar (13):

1 -y
-0 1 € (14)
y-¢g 1

R=1+Q=

i portant (14) a (12), i negligint termes de
segon ordre, el model queda:

T+x +kx +Qx -X =0 (15)

Conclusions

Assumida la necessitat de sistemes de
referencia perfectament definits per al posi-
cionament geodesic, s’han inclos aqui defi-
nicions 1 equacions de transformaci6 entre
diferents sistemes. Aixo s’ha fet contem-
plant problemes de transformacié de coor-
denades entre sistemes de referéncia d’una
mateixa familia i transformacions entre
families de sistemes de referéncia amb dife-
rents posicions i orientacions. El diagra-
ma commutatiu de la figura 11 presenta
d’una manera grifica els sistemes i les trans-
formacions estudiades.
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