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1. INTRODUCCION

Supondremos que tenemos un conjunto de datos obser{/gads ,ti)" i, de acuer-
do al modelo

(1) yi={ B+mt)+& i=1,...,n,

donde(Zf,ti) = ((Xi1,%2, .- ,Xip),ti) € Ax [0,1] C RP x R son puntos del disefio fijos,

[ es un vecto(p x 1) de parametros desconocidas,-) es una funcion real descono-
cida definida eri0, 1] (sin pérdida de generalidad){g;i}_, es una muestra de errores
idénticamente distribuidos.

El anterior modelo es un modelo semiparamétrico conocido como un mepate
cialmente lineal. Es a la vez una generalizacion de un modelo de regresion lineal
mdltiple y una restriccién de un modelo no paramétrico puro (amhop €d. variables
regresoras), con lo que combinara la flexibilidad de los modelosranggtricos con

la sencillez y buena interpretacion de los modelos paramétricos. Fpagsto por
Engle y otros (1986) para tratar de explicar la relacion entre el tiengbagnsumo de
electricidad. A partir de aqui, diversos estudios de distintos estirmadie3 y m(.)
fueron hechos, entre los que cabe citar los trabajos de Heckman (1986) VL 83&) (
referentes a suavizacion spline, asi como el trabajo de Speckman (1988)tesgeren
suavizacion ndcleo. Si nos centramos en estimadores del pargindestacariamos
el trabajo de Linton (1995) quien, basandose en suavizacion por megolidomios
locales, propone un estimador de Minimos Cuadrados[pdsaa vez estandarizado,
obtiene aproximaciones de segundo orden para sus dos primeros marentoales
son posteriormente utilizadas para obtener la expresion de una vasiarigicamente
optima. Ademas, propone un método para estimar dicha ventana.

En todos los trabajos anteriormente citados se supone que los efrsoesi.i.d.. En
muchos casos, esta suposicion no es realista pues, por ejemplo, es ibleyqoslas
observaciones sean obtenidas secuencialmente en el tiempo. Es por tanto iltetesant
disponer de estudios en los que los errores verifiquen alguna condecdependencia.

En este campo podemos citar el trabajo de Gao (1995), que presupone gueles
provienen de un proceso lineal, asi como el de Schick (1996), que trabaja coo-

delo AR(1) en los errores. Ambos estudios se centran en estimadoBeé\deiros y
Quintela (1998, 1999a), bajo condicioresnixing (Doukhan (1994)) en la estructura
de los errores, proponen y estudian estimadoresfpgra(-) , obteniendo propiedades

de consistencia para ambos y de normalidad asint6tica para el estimgdddxadkmas,
proponen un método de validacién cruzada modificada para la eleccion dat& v

na comun a utilizar por ambos estimadores, demostrando que da lugarvantana
asintoticamente Optima. Posteriormente, Aneiros y Quintela ()968btrandose en el
estimador df8 y suponiendo para los errores un modelo AR(1), generalizan resultados
de Linton (1995), obteniendo la expresion de una ventana asantdénte 6ptima para
dicho estimador.
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El objetivo del presente trabajo es generalizar resultados de normalidattiesiyt
expresiones de ventanas optimas existentes en estimacion no paranuérieato en

el caso de errores independientes (Gasser y Muller (1984)) como en el casoree erro
dependientes (Hart (1991), Quintela (1994a,b)) al caso de la estimazifn-den

un modelo parcialmente lineal con errores dependientes. Concretamente, el sstudio
haréa con errores que provengan de un modelo AR(1), si bien es generalidatietas
procesos lineales.

Nuestro trabajo esta organizado de la siguiente manera: en la seccion 2gmeseel
estimador, junto con las hipotesis empleadas y los resultados obteBilts seccion
3 probamos dichos resultados.

Unas palabras sobre notaci@denotara una constante genérica mayor que cero, que
puede tomar diferentes valores de linea a linea e incluso de fornfoitenala. Para

U= (u,...,un)T € R", ||u||? significas u2. Acerca de la notacioa(-), O(-), 0p(-) y
Op(-), véase Fuller (1976)

2. EL ESTIMADOR Y LOS RESULTADOS

En forma matricial, el modelo (1) puede expresarse como:
2 y=XB+m+eg,

dondey = (y1,Y2,...,Yn)", X = (L1, ... ,Ln)" (siendol] = (X1, ..., Xip), i =1,...,n),
m = (m(ty),...,m(ty))T , e=(g1,...,&)" . Ademas, supondremos que existe una re-
lacion entre las variables regresoras del tipo:

3 Xj=gj(t)+nij i=1...,n j=1....p,
con lo que a su vez tenemos que:

(4) X=G+n,

dondeG = (g1, .- ,gp) (siendog; = (gj(t1),....gj(t))T, j=1,....p) yn=(N1,.--,

Nn)" (dondeni = (Ni1,... ,Nip) T, i=1,...,n). Relaciones como (3) junto con hipotesis
acerca de)jj pueden verse en Speckman (1988), Linton (1995) o Gao (1995), entre
otros. Como hemos hecho notar en la introduccién, consideraremosmagriaX es

fija, con lo que también lo sera la matriz No obstante, si consideramos qye son
observaciones de variables aleatorias i.i.d. de media cero e independiesteksle
resultados que obtendremos seguiran siendo validos, entendiende easgsque las
esperanzas se consideran respecto de la distribuciéry d®ndicionadas pon. En

este caso, las hipotesis en las que intervandaben verificarse en probabilidad con
respecto a.
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A lo largo de este trabajo, nos basaremos en estimadores tipo nicleo. iBecames
el modelo (1) sin la componente lineal,

(5) yi =m(t) +&,

un estimador tipo nlcleo puede ser escrito de la forma:
n

(6) Mhn(t) = Z\Wmh(t:ti)Yia
i=

dondewnh(-,ti) es una funcion de ponderacion (que se escribe a través de unaifuncio
K(-), el nucleo), y dependiente de un parametro de escala (el parametro ventBea

de sobras conocida la importancia que tiene la eleccion de dicho parametana a

la hora de obtener buenas propiedades para el estimador (ver, por ejemple)aQu
(1996) para una revision de distintos métodos de seleccion daing#io ventana, y
una comparacion de los mismos bajo condiciones de dependencia).

En este trabajo, nos centraremos en el estimador de Gasser y Miller (18@@m@s
consideraremos que los puntpgstan igualmente separados. Por tanto, trabajaremos
con pesos de la forma (t,t) = h*lf('i/fl)/nK(t*T”)du, siendoh > 0,t = (i—1/2)/n

y K una funcion cuyo soporte és-1,1]. En el caso de querer obtener estimaciones
en puntos de la frontera (entiéndase como frontera el conjortouU (1 — h, 1)), el
estimador de Gasser y Milller se vera afectado (su sesgo tiene ordeto dsiperior)
cuando estima en puntos de la frontera que cuando estima en el intesto)plede
evitarse si, en estos casos, se trabaja con los llamados nicleos frontecacEeto, si
t=qghe[0,h)ot=1-qghe (1-h,1], dondeh < 1/2, entonces en lugar de utilizar
K(-) utilizaremos un nacleo frontetsq(-) (ver Gasser y Muller (1979, 1984)). Las
suposiciones acerca de estos nlcleos seran especificadas después.

Supondremos que

7 E(e) = 0,Var(e) = E[ee"]| = 02W, W # | y definida positiva.

Debido a qué¥ es definida positiva, existe una mammiz n P tal quePWP" = |. Por
tanto,PTP = W1, P no es tnica (Judge y otros (1985)).

Comentario 2.1

Para errores estacionarios autorregresivos de orden uno (AR&)pé 1 + &, donde
Ip| < 1y losg son variables aleatorias i.i.d. c&rig] = 0y E [¢?] = 03), tenemos que
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la matriz de correlacionéB tiene la forma:

1 P p2 pnfl
p 1 p ... p"?
®) w=| P p 1 .op"
pn.— 1 pn.— 2 pn.— 3 1
y por lo tanto, su inversa:
1 —p 0 0
L -p 1+p®> —p 0
-1
o
0 0 -p 1
Elegimos (Judge y otros (1985)):
1-p2 0 0 ... O
1 —p 1 0 . 0
(10) P= T o2 0 —-p 1
. . 0
0 0O —p 1

Si suponemos qui&¥ es conocida y qu@)N( tiene rango maximo, usando Minimos
Cuadrados Generalizados, podemos estpnaor (Aneiros y Quintela (1999a)):

(11) Bo= (XTW7X) TRy,
siendo
(12) X= (1 —W)X,

y W una matriz de suavizacion con elemenfag n(ti,tj)} = {wij } (hemos suprimido
la dependencia d&/ conny h). Ahora, a partir de (1), (5) y (6), parece intuitivo el
proponer como estimador d&t) :

(13) (D) = 5 wan(t.) (%~ &Br).
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Propiedades de consistencia de este estimador pueden verse en AneirosejaQuin
(1999a). Como hemos dicho antes, lo que vamos a hacer ahora es estudianali+ nor
dad asint6tica, asi como la expresion y estimacion de una ventarshasatitoticamente
Optima. Para ello, algunas de las hipbtesis que utilizaremos son:

2.1. Hipotesis

(K.1) a) K(-) es Holder continua, simétrica en torno al cero, con sopertel].
b) [K(u)du=1, [u'K(u)du#0y fu*K(u)du=0,z=1,...,v—1

(K.2) a)Sit=ghe [0,h) (t =1—qghe (1-h,1]), entonceK,(-) tiene soporté—1,q]
([-9,1)) y satisfacgK.1.b) con momento de ordenuniformemente acotado en
qe0,1).

b) Kq(-) es tal que su varianza esta uniformemente acotadacg, 1].

(D.1) Los puntos del disefit;}[ ; son fijos y estan igualmente separadps=((i —

1/2)/n).

(E.1) Los errores{;}{; provienen de un proceso estacionakig(1) dado porg; =
pei_1+8, (|Jp| <1), donde{e} es una sucesion de variables aleatorias i.i.d.,
absolutamente continuas, con media cero y varianza finita.

(M.1) Las funcionesn(-),g1(-),....gp(-) tienenv > 2 derivadas continuas ¢d, 1].
(G.1) n"InTWwIn — Vv dondeV = {Vij} es una matriz definida positiva.
(G.2) [Wnj|[>=|WTnj|2=0(h"), 1< j < p.

(G.3) N InTWm =0(n¥2n).

(G.4) |WTW=In;|| = O(neg(n)), 1 < j < p, dondee(n) = c1h?’ + cz(nh) %, siendocy
y C constantes positivas

(W.1) w(-) es una funcibn continua no negativa con soporte compagtas] C (0,1),
W1 < Wa.

Otras hipobtesis seran introducidas a medida que las vayamos necesitando.
Comentario 2.2

Las hipotesiqG.1)-(G.4) pueden parecer un tanto artificiales. Sin embargo, puede
verse en Aneiros y Quintela (1999a) que son verificadas bajo las demassisp8&i
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suponemos que las filas deson vectores aleatorios i.i.d. con media cero y matriz de
varianzas-covarianzas finita. Hipotesis de este tipo pueden verse en Spec8&&n (1

y en Gao (1995) tenemos otras alternativas. Las demas condiciones son usehles en
conjunto de suavizacion tipo nlcled.2) es suficiente para remediar efectos frontera
(ver Gasser y Muller (1979), (1984)). La existencia de tales nlcleaffitados para

v arbitrario es establecida en Gasser y otros (1985). En cuafidly el presente
trabajo podria generalizarse a otras estructuras paramétricas en los &tesenmo
estructuras ARMA(p,q) si bien, debido a que la matriz de correlacionemfparte del
estimador, esto aumentaria considerablemente los caculos.

Denotemos,(t) = ST W n(t,t) (i — T B); es decirmy(t) seria el estimador de(t)
suponiendo que conociésenfbs

Bajo las hipbtesig¢D.1), (E.1), (K.1) y (M.1) se tiene que, sth— o y h — 0 cuando
n — oo, entonces (ver Hart (1991) para la expresion de la varianza y GassearMdill
(1984) para la del sesgo):

(14)

(0 - 0= 0?18 [k TS i )7+ o (o) 1)

uniformemente et € [h,1 - hj, dondeay = fu'K(u)du.

Por tanto, junto con las hipotegi§.2), (G.1)-(G.4), si ademash® — 0y ni? — «, se
tiene que (Aneiros y Quintela (1999a)):

(15)

2y
E(fw(t) —mit))? = 0?0 [k du+r(] Sy (M )2+ o((nh) 14 h%),

uniformemente ehe [h,1—hJ.

Si consideramos como una medida global del error de estimacion el Eradr&ico
Medio Integrado, a saber:

MISE(RY) —E | o) - m) 2w
es facil obtener, por medio de (15) y de la hipotégisl), que:
MISE(fy) = —o? 1+pr2( )dufw(u)du+%x

(16) nh°*
x [(m¥) (u))2w(u)du+ o((nh)~1 + h?).
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Por tanto, suponiendo que

(17) [ ) 2wudu 2o,

una ventana global asintoticamente 6ptima para el estinmdor €s

1
CKOE%S v+l 7r1+1
J (M) (u))2w(u)du ’

(18) ho = Con™ &1 = [

dondeCy — (2 Kz(z‘\’/)qdzu WWdU - como vemos, la expresion (18) coincide con la que
\

se obtendria en el caso de conocer el valoBdes decir, en el caso de trabajar con
un modelo no paramétrico puro, lo cual era de esperar una vez conocido el ttabajo
Aneiros y Quintela (1999a).

Supongamos ahora que ademas se verifica la hipotesis:
(E.2) Existe algtrd > 0 tal queE {I&IZM} < o,

Teniendo presente (14) y la normalidad asintoticanggt) (Quintela (1994a)), se ob-
tiene que, si € (0,1), entonces:

D
(19) nY/ (241 (my (1) —m(t)) = N(B,V),
siendo
B= “cya,m (1),

V= 05%0&1/ K2(u)du.

(20)

Quintela (1994b) demuestra que, bajo ciertas hipotesis, si considerarasucesion
de ventana{ﬂn} verificando:
(21) LY
ho
entonces, di€ (0,1) y v= 2, se tiene que:
(22) Y/ @4 (me (1) —m(t) 3 N(B,V).

Utilizando (19), sin mas que cambia& 2 por unv > 2 genérico en dicha demostracion
de Quintela (1994b), se obtiene que (22) se mantiene. Basandona9)en (22),
demostraremos el siguiente resultado:
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2.2. Resultados

Teorema 2.1

Bajo las higtesis(D.1), (E.1), (E.2), (G.1)-(G.4), (K.1), (K.2), (M.1), (W.1), junto
con (17)y (21), si adeés se verifica:

(D.2) las componentes d¢ estin uniformemente acotadas

(o]

(D.2") se verifica el modelo (3) conrf; =0y E|nj; \ (e

¥>0(1<i<nl<j<p),

< C < o para algin

se tiene que:

a) v/ 2+ iy, (1) — m(t)) 3 N(B,V).

b) n/+3) (. (1) —m(t)) = N(B,V).

Por tanto, si somos capaces de obtener una suc{al@,i(}n/erificando (21), tendremos
una forma de construir un estimador asintdticamente equivalente Ema@sr 6ptimo
(ambos tienen la misma distribucion asintotica).

Supomendo que conocempsy considerando una sucesion de estimadores del tipo

=Con~ w1 , todo lo que necesitamos para verificar (21) es(byeea un estimador
consstente para estim@g. Para ello basta, debido a su expresion, con estimar de for-
ma consistentd (m¥) (t))?w(t)dt y o2. Para estimar la integral, parece intuitivo cons-
truir un estimador den(V), llamémoslemy b (siendob un nuevo parametro ventana),
y después estimgi(m( (t))?w(t)dt por medio def (fnpy(t))?w(t)dt. De esta forma,
aparece un nuevo problema debido a que nuevamente deberiamos buscas peatad
seleccionar sus parametros ventana. Sin embargo, esta eleccion es de menor impor
tancia, de la misma forma que ocurre en la estimacion de la densidad (&qoa y
Thompson (1977), Scott y Factor (1981), Sheather (1986)).

Estudiaremos ahora condiciones que nos permitan ediigrde forma consistente.

Sea:

_ 1 2 /im _y,t—u 5
23 t:—/ KM (——)du(y; — ¢ ,
(23) Moalt) = gz 3 f, ) K (o dun =2,
donde:

(K.3) K" es la derivada de ordarde una funciomv veces derivabl& que verifica:
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a) soporte d&K C [-1,1]
b) [K(x)dx=1

o) KY(1=kP@)=0,j=0,...,v—1yK" esta acotada

Teorema 2.2

Supongamos que se verifig@n 1), (D.2) (en cuyo caso adems exigimos i /2 — w)
o (D.2") (en cuyo caso adems nB+3/(%-D 5 C > 0), (E.1), (K.1)- (K.3), (M.1),

(G.1)-(G.3),y m" verifica una condidn de Lipschitz. Entonces, sEh[alnfl/(z"“),

an V@+1)| 0<a; < ay < » constantes, y suponiendo queb0 cuando n— «, se
tiene que:

sup |E[Mhpy(t)] - mY(t)| 15w O

te[wy,wo]

Teorema 2.3

Bajo las suposiciones del Teorema 2.2, si aélerse verificdE.2) y nb?¥+t1 — o, se
tiene:

sup  |Ahpu(t) —m¥(t) 5o,

tefwy,wo]

Comentario 2.3

En el Teorema 2.2 es posible dar un mayor margen a la eleccitn glermitiendo
queh pertenezca a un intervalo del tiga;n~/(2+1-v, aznfl/(z"“)”} , siendoy un
nimero real no negativo verificando ciertas condiciones. Sin embargo ed&vacnh

complicar las condiciones que debera verifiedEs por ello que hemos preferido fijar
y = 0 en el anterior intervalo.

Comentario 2.4

Las hipotesis hechas acerca del paramie®a el Teorema 2.2 son satisfechas si con-
sideramos = cn®, siendo 0< 0 < (4v—1)/(2v(2v+ 1)) y c una constante positiva.
Por tanto podemos considerar el case h. En cuanto a las del Teorema 2.3, se verifi-
cansiO0< 6 < 1/(2v+1). Por tanto, en este caso, no cabe la posibilidad de considerar
parametros iguales.
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Comentario 2.5

Del Teorema 2.3 se deduce qiiéMhpy(t))?w(t)dt es un estimador consistente de
f(mV)(t))2w(t)dt. En cuanto ao?, puede verse en Gao (1995) un método para es-
timarlo consistentemente basado en un estimador de Minimos CuadrafiosPie
tanto, junto con el Teorema 2.1 ,ses conocido, tenemos ya una forma de construir un
estimador den(t) asintdticamente equivalente a un estimador 6ptimo (ambos tienen la
misma distribucion asintotica).

Supongamos ahora qpees desconocido. En este caso, puesto que nuestro estimador
Iy (t) depende de a través de8,,, no podemos trabajar con él. Sean estimador de
p, y consideremos el estimador:

~ n P
(24) Mh(t) = lZan,h(t-,ti)(Yi — /B,
i=
donde
3 STw-1a%) T¥Tw-1; A\

(25) Br= (XTWIA®X)  XTWI(B),
siendo

1 —p 0 ... 0

-p 1+p> -p . 0

Wl (p) = 0 —p  1+p?
)
0 0 -p 1

Como puede observarse, hemos hecho una pequefia modificacion de laHma(ey,
motivada por el caracter aleatorio que tendra a partir de ahora. De est foom
evitamos problemas con el denominador cuando introdugimis el caso de conocer
p, el estimador no varia.

Ahora imponemos las siguientes condiciones, que son una exteed@sabndiciones
de regularidad de Fuller y Battese (1973). Hemos introducido didgis para hacer
notar la dependencia can

(G.5) La sucesion de matrice{@N(n} es tal que

(26) lim SXTSn(p)Xn = H(p)

n—oo N
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(27) =XTS1(p) (i +En) = Op(n~2),

dondeS, (p) = (,iw;nl(p) y H(p) es una matriz cuyos elementos son funciones conti-

(R.1) Disponemos de un estimadodep que satisface la condicion:
(28) pP=p+0p(n"%), w>0.

Teorema 2.4
Bajo las higbtesis del Teorema 2.1, junto c@@.5)y (R.1), se verifica:

a) v/ 2+ /@y, (1) — m(t)) 3 N(B,V).

b) n/+3) (. (t) —m(t)) = N(B,V).

Comentario 2.6

Es facil ver que, bajo nuestras hipotesis acerca de los pgsokas funcionesyj y

los erroresg;, si las filas den son vectores aleatorios i.i.d. con media cero y ma-
triz de varianzas-covarianzas finita, entonces se ve(i#ca) (ver Aneiros y Quintela
(1999a)).

Comentario 2.7

Acerca de la condicio(R.1), puede verse en Schick (1994) un ejemplo de un estima-
dorp. dep que, bajo ciertas condiciones, verifica i€ (p. — p) es asintoticamente
normal con media cero y varianza-p2.

Puesto que ahora desconocerppso podemos utilizaim, v(t) como estimador con-

~

sistente den(V)(t) para ser luego utilizado en la expresionige Proponemos en su
lugar el estimador

P _ 1 A i/n 7 (v) t—u 1 TA*
(29) Mol = grr 3, [, K 0du =T,
siendo
(30) Bi= (X7%) KTy,
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Es decir, a la hora de estimar el vector de param@ara posteriormente obtener un
estimador consistente d&¥) (), lo hacemos basandonos en residuos de estimacion por
Minimos Cuadrados Ordinarios. Debemos introducir dos nuevasdsiis:

(G.1)n"In™Tn — V* dondeV* = {V;;} es una matriz definida positiva.

(G.3) n InTm = O(n/2n).

Comentario 2.8

Estas hipotesis son utilizadas por Speckman (1988). En su articedie perse un caso
en el que se verifican.

Teorema 2.5

Supongamos que se verifig@ 1), (D.2) (en cuyo caso adefs exigimos nb/2 — «)
o(D.2") (en cuyo caso adefis ny+3/(4-1) > C > 0), (E.1), (K.1)- (K.3), (M.1),(G.1%),

(G.2),(G.3"), y mV) verifica una condid@n de Lipschitz. Entonces, séh{alnfl/(z"“),

an V1| 0< a; < ay < » constantes, y suponiendo queb0 cuando n— «, se
tiene que:

_)
now 0

sup | [y, ()] —m"¥(t)

tefwy,wy]

Teorema 2.6

Bajo las suposiciones del Teorema 2.5, si aélerse verificgE.2) y nb?Vt! — o, se
tiene:

sup |y (t) ~—mY(t) 5 0.

tefwy,wo]

Comentario 2.9

Por tanto, en el caso de no conopgienemos también un método para estimar de forma
consistentef (m¥)(t))2w(t)dt con lo que, como ya sabemos estimar consistentemente
o? (ver el Comentario 2.5) g (ver el Comentario 2.7), tenemos un método para obtener

una sucesion de ventan%ﬁn} verificando (21).
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3. DEMOSTRACIONES

A lo largo de las demostraciones, sera utilizado el siguiente Lema.

Lema3.1

Sean g: [0,1] — R funciones acotadas,  1,...,p, y supongamos que se verifica
(D.2"). Entonces:

n?jax ‘Xij ‘ _ Op(nl/(2(2V+l)))-

Demostracdn

SeaM,, = n/(2A2+1) /|ogn. Utilizando (D.2*) y la desigualdad de Markov, se tiene
que:
P(max |nij| > Mp) < CnM, 228
I7J

1/(2(2v+1)))

Por tanto, se verifica que max; | = op(n . Ahora, utilizando la acotacion de
)

0j, j=1,...,p, junto con la relacion (3), se obtiene directamente la tesis de este Lema.

También se utilizara que ma#j / wij # 0} = O(nh), como consecuencia del tipo de
pesos utilizados y de que el ncli€¢ ) tiene soporte compacto.

Demostracibn del Teorema 2.1
Parte a)

Debido a (19), es suficiente demostrar QU2+ (1, (t) — m(t)) y n 2+ (my (t) —
m(t)) tienen la misma distribucion asintbtica, para lo cual basta con profedadlife-
rencia de ambos tiende a cero en probabilidad.

Supongamos que se verififa.2). Escribamos

/(243 (1 (1) M (1)) | =

nY/(2v+1) (.iwn’ho (t,ti)z;r ([gho_B)) ‘ =

-0, (n"/(z"“)nm(nm)*ln*l/z) _ Op(nfl/(2(2v+1))).
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Sila que se verifica §9.2"), razonando como en el caso anterior y utilizando el Lema
3.1, obtendriamos

Y/ V) (1 () — Tk (£)) | = 0p(1).

Hemos utilizado qu#BhO—BH = Op(nfl/z), lo cual es consecuencia del Teorema 2.1
de Aneiros y Quintela (1999a).

Parte b)

De la misma forma, ahora como consecuencia de (22), es suficiente demastrar g
/@D (g () —m(t)) y nY/ @+ (mg (t) —m(t)) tienen la misma distribucion asinto-
tica.

Escribamos:

nV/(ZV“)(rﬁﬁn(t) 7W\ﬁ (t) = v/ 2v+1 Zi (t,t) ZT & -B)).

Seare > 0y A > 0. Se tiene que
P{ n

/24D (. (1) —Whn(t))\ > s) n <

SP{(

< P{sup

|z1<A

hh

0

n'/ (@1 ziwn ho(1+2 (LT (Browiz—B))| >

=

Por hipotesis, se tiene que el segundo sumando converge a cero. Emalyaiero,
se tiene que

n ~
nY/(2+1) (_Ziwn,ho(l+z) ()8 (Bro(a+2—B)) ‘ -
i—

=0Op (nv/(2v+1)nho(1—|— 2)(nho(1+ Z))’lnfl/z) _ Op(n71/2(2V+1))7

uniformemente efg] < A. Por tanto,

sup |n
Z<A

/(v ZWn ho(142 (L) (Bho 112—B))| = Op(n~ Y22 +D),
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Sila que se verifica es (D.R razonando como en el caso anterior y utilizando el Lema
3.1, obtendriamos

sup
IZ<A

n"/(z"+1)(_ZWn,ho(1+z) () (Bro(a9—B)| = 0p(1).

Por tanto, en cualquiera de los dos casos, tenemos que el primer sumanimtamb
converge a cero. En los anteriores razonamientos hemos utilizaCItB%HQZ) —Bll =

Op(n~%/2) uniformemente e < A (ver Aneiros y Quintela (1999a)).

Demostracibn del Teorema 2.2

Utilizando quem(¥) verifica una condicion de Lipschitz y que los errores tienen media
cero, junto conD.1), (K.3) y queb — 0 y nb¥ — o, se obtiene, por medio de una
demostracion similar a la del Teorema 2.1 de Gasser y Miller (1984), qu

sup [E[Moy(t)] —mY(t)| T O,

te[wy,wy]

siendom, \(t) el estimador (23) cambiancfm por 3, es decir:

1 D pi/m —v t—=u T
t)= — K™ (——=)du(y; — ¢' B).
Moult) = g1 Y, /H/n (—5)duy - TB)
Resta por tanto demostrar que:

(31) sup  |E[Mhpu(t) —Mou(0)]] n 5w O.

te[wa,wy)

Supongamos en primer lugar que se verifd&). Entonces:

A

‘ E[Mypy(t) —Mhy(t)]| =

1 n I/n —(V) tfu T ~ o
5712 [ KT Sesadh)| =

1

= O(inbn’l(hz‘# h¥(nh)~%/2)) = O( o

T (WP 4 1(nh) ~1/2))

donde se ha utilizado qu?r(v) esta acotada y tiene soporte acotado, y que se verifica

que Sesgéfn) = O (h?) + O(h"(nh)~1/2) (como puede verse en Aneiros y Quintela
(1999a))
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En caso de verificargd®.2"), siguiendo el mismo razonamiento y utilizando el Lema
3.1, se obtendria:

- _ 1 -
|E [Mhp(t) — Moy()]| = op(n*/ (221 £ (N +h¥(nh) Y2).

En cualquiera de los dos casos, como consecuencia de las hipotesis hechas dxerca de
y h, se obtiene (31).

Demostracibn del Teorema 2.3

Debido al Teorema 2.2, basta demostrar que:

SUp | Mhpu(t) — E[Mnpy(t)]] 5 0.
tefwy,wo]
Se tiene que:
_ _ i/n kY
Sup | Mhpu(t) — E[Mhpu()]| < sup ble / due |+
te[wy,wp| te[wy,wy]
1 n I/n ( t— T ~
+osup =gy | ) duT (Ba—E(Bn))|-
tefwa,w,] bv+li; (H)/n (T A (Ba—ECBn)

Estudiemos cada sumando por separado.

Por(E.1), (E.2)y (K.3), aplicando la modificacion de la desigualdad de Whittle (1960)
hecha por Chu (1989) (expresion (3.6.3) de Chu) se obtiene:

(32) (Z/ dus.)T <Czl</ ;“))2:

(33) = O(nbn2) = O(n"b)

uniformemente et Por tanto,

i/
sup Z/ 5 )duei| = Op((n”*0)/)
tEW]_Wz]
y
1 2 fm iy t—u 1,-1/2
sup | — / K" (——)dugi| = Op((nb?*1)~1/2) = 0,(1).
tewywo) bv“i;- (i-1)/n (7)) = Onl( )7 =0e(D)
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Estudiemos el segundo sumando, suponiendo en primer lugar quefeaerR).

512,

sup
tG[W]_ W2

T (Bn— (@h))‘ =

= Op(rgnbn n*/2) = Op((nb?) /%),

bv+1

En caso de verificargd®.2"), siguiendo el mismo razonamiento y utilizando el Lema
3.1, se obtendria:

52,

En cualquiera de los dos casos, como consecuencia de las hipotesis hechas dxerca de
y h, se obtiene que la anterior expresion converge a cero en probabilidad.

sup
t€ Wl W2]

[ (Bn—E(Bn))| = op(n/ P2+ D) (nb?)~1/2).

Demostracbn del Teorema 2.4
Parte a)

Utilizando el Teorema 2.1.a, basta demostrarmftig*+?) (fy, (t) — m(t)) y n"/ (21 x
X (IMhy (t) — m(t)) tienen la misma distribucion asintotica.

Supongamos que se verififla.2). Escribamos

/(240 Ry, (1) — i (1) =

(S W 102 (Bry—Prg)) | =
= Op(nV/(2V+1)nho(nrb)*lnfl/z) — Op(nfl/(2(2v+1)))_

Hemos utilizado qu ﬁho—ﬁho‘ = Op(nfl/z) (lo cual es obtenido en la demostracion

del Teorema 2.6 de Aneiros y Quintela (1999a)).

Si la que se verifica §9.2"), razonando como en el caso anterior y utilizando el Lema
3.1, obtendriamos

/YD) (g (1) — (1)) | = 0p(1).
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Parte b)

~
N o

Utilizando el Teorema 2.1.b, es suficiente demostramiftié ¥ (i, (t) — iy, (t)) 5
0. El siguiente razonamiento es similar al hecho para demostrar el Teorema 2.1.b.

Seare > 0y A > 0. Se tiene que:

P{

SP{(

n ~ =
n"/(2+1) .Zan7h0(1+z) (&%) (Bro(1+2~ Bro(142)
i=

Fo
b ‘n}.

|z/<A

)

Por hipotesis, se tiene que el segundo sumando converge a cero.

< P{sup

En cuanto al primero, siguiendo el mismo razonamiento que el hecho en la demost

cion del Teorema 2.1.b, y utilizando q éh0(1+z) —ﬁho(lﬂ)‘ = Op(n~Y/2) uniforme-

mente enz] < A (lo cual es obtenido en la demostracion del Teorema 2.6 de Aneirosy
Quintela (1999a)), se obtiene su convergencia a cero en probabilidad.

Demostracibn del Teorema 2.5

Como consecuencia de nuestras hipotesis, se puede utilizar el Lema 1 den&peck
(1988). Por medio de dicho Lema, junto o@hl)y (G.3") se obtiene, sin mas que se-
guir la demostracion del Teorema 2.1.a de Aneiros y Quintela (19@1%&esg(ﬁ;) =

O (h?) + O(h¥(nh)~/2). Ahora, utilizando lo anterior, el resto de la demostracion es
similar a la del Teorema 2.2.

Demostracibn del Teorema 2.6

Siguiendo la demostracion del Teorema 2.2.b de Speckman (1988),se1¢ieﬁ;f

E(f&;) = Op(n~¥/2). Utilizando este resultado, el resto de la demostracion es similar a
la del Teorema 2.3.
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Suppose thatiy= B+ m(t) + &, i = 1,...,n, where the (px 1)-vector

B and the function 1) are unknown, and the errorg pertain to a sta-
tionary AR 1) process. The problem of bandwidth selection for a kernel
estimator for ni-), based on a Generalized Least Squares estimatds,for
is addressed here. We obtain an asymptotic expression of an ojtme
width, and we propose to use a plug-in methodology in order taintan
optimum estimation of (n. The obtained results are a generalization of
those obtained by Quintela (1994) in nonparametric regression.

Keywords: partial linear models, kernel smoothing, bandwidth selection,
time series

AMS Classification (MSC 2000): 62G07, 62G20, 62M10

+Research supported by the Xunta de Galicia (Spain) undearels project XUGA 10503A98.
*Departamento de Matematicas. Facultad de Informatidaiversidad de La Corufia. Campus de Elvifa,
s/n. La Corufia. Spain. E-mail: ganeiros@udc.es

—Received October 1999.
—Accepted March 2000.

288



1. INTRODUCTION

We consider that we have an observed datd ggtZ/,ti) "}, generated by the semi-
parametric model

1) yi:ZiTB—{—m(ti)-i-Ei i=1,...,n,

where(ZiT,ti) = ((Xi1,Xi2:- .., Xip),ti) € Ax [0,1] C RP x R are fixed design point§
is a (p x 1)-vector of unknown parametensy(-) is an unknown real-valued function
defined on0,1] (without loss of generality) andk; }{'_; a sample of errors identically
distributed. This semiparametric model is called a “partial linear modelfthispaper
we suppose that the errors are generated by an AR(1) processgi.=epgi_1+ &,
where theg are i.i.d. andp| < 1.

If we suppose that is known, we propose to estimatg-) by i (t) = S{.; Wnn(t,t) x
x (i — Bn), where{wy n(t, ) } are the weights of Gasser and Miller (1979)- ()~(T

I
qux) XTW=1§ Wis the correlation matrix of the erroig= (I — W)y, y = (y1,Y2,

YT, X= (- W)X, X = (47 ,..,4) andW ={wnn(t;,tj)}. Under suitable condi-
tions, Aneiros and Quintela (1999) show that

1

21+p Tl
ho:Con’TiI = CKOElTp ' T
J (M) (u))2w(u)du

is an optimal bandwidth for the estimatog(*), where

(V)2 KZ(u)dufw(u)du
N 2va2

, Oy = '/uVK(u)du

andw(-) is a continuous function defined ¢y, wy] C (0,1).

2. THE RESULTS

Under suitable conditions, we obtain:

Theorem 2.1

a)nV/ 21 (i, (1) — m(t)) 3 N(B,V).

b) ¥/ &+ (e (t) — m(t)) 3 N(B,V).

n
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Here we denot® = - Cla,mV (1), V = 05%2051/ K2(u)du, andh, is a con-
sistent estimator ofp. A way of constructing an asymptotically equivalent estima-
te to an optimum estimate (they have the same asymptotic digtrifpus obtained
by means of this theorem. In order to achieve this, the following esgion must
be used:h, = éon*ﬁi, beingCo a consistent estimation &fy. Gao (1995) pro-
poses a consistent estimationaf. Furthermore, we propose to estimate) (-) by

Mhby(t) = 551 X1y f(ii/fl)/nK(v) (9)du(y; — & Br), and we obtain:

Theorem 2.2
sup  |E[Mnpy(t)]—mY(t)| e O
te[WLWZ]
Theorem 2.3
sup [Mhpu(®) ~ mY(1)| 5 0
tG[W]_,Wz]

If pis unknown, we propose to estimatg-) by ﬁh(t) =3 Wnn(t,t)(yi — ZiT[Sh),

A~ ~

2 . -1
wherep,, = (XT‘Pgl(ﬁ)X) XTW-1( p)y, p is a consistent estimator pfand¥;*
(p) = (1-p?)W1(p) . We obtain:

Theorem 2.4

a)n"/ @+ @y, (1) — m(t)) 3 N(B,V).

b) n/ 1) (/. (1) - mit)) 3 N(B,V).

In this casegg unknown), we propose to estimaté’) () by iy, , (t) = 51 /g f(ii/fl)/n

_ ~ ~ ~~\ -1
K" (%) duty: - ¢ By, wherefii= (XTX) ~XT, and we obtain:

Theorem 2.5

sup | [y, ()] —m"¥(t)

telw,wy]
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Theorem 2.6

sup
tewy,w

*

mn,b,v
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