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Els models gifics d'indepenéncia $n una eina de I'aalisi multivariant
que utilitza gafics per representar models. En particular, els grafs d'in-
depené@ncia resumeixen i clarifiquen les interaccions entre variables, in-
teraccions no sempradils d’'interpretar, especialment quan hi intervenen
tres o nés variables.

En aquest treball es@ha, en clau pedatgica, una introducd a la teoria
de grafs d’indepenghcia, comencant per les nocions d’indepeancia ne-
cessaries i arribant a les propietats de Markov, claus per a la interpcéba
d’aquests grafs.

S’estudia tamb un exemple d’aplicagiamb variables nugriques, que
mostra la viabilitat d’aquesta teoria a I'hora de simplificar i aclr les
relacions entre variables.
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1. INTRODUCCIO

En analisi multivariant, quan hi intervenen tres o més variables, les retadimde-
pendéncia condicional no sén facils de veure ni d’interpretar. Els di@dependencia
condicional resumeixen i clarifiquen aquestes interaccions.

La teoria de grafs d'independéncia és relativament recent. Fou Speed [8]suprid
mers en relacionar els metodes de la teoria de grafs amb les interaccions eaflesar
El treball clau, pero, és el de Darroch, Lauritzen i Speed [1], seguit eeger altres
com Wermuth i Lauritzen [9], Edwards i Kreiner [3] i Whittaker [10], el ghal estat
el motivador principal del treball que segueix, recull de tot aquest matpredentat
en clau pedagogica. Més recentment Edwards [2] ha publicat un llibre amb aplisaci
dels models grafics d'independencia. Inclou una guia de referencia dedpra MIM
per a PC dissenyat per estudiar aquests models.

L'objectiu d’aquest treball &s I'enunciat, demostracio i aplicacio de daiptat global
de Markov, que permet interpretar els grafs d’'independéncia i estit ditms aquells
gue, sense haver d’anar a llibres com Whittaker [10] i Edwards [2], dles$égir una
primera idea dels models grafics.

L'exposici6 esta estructurada de la manera segient: en les seccione2dAa una
revisio rapida de les nocions d’independéncia i d'independencidiconal, fent es-
pecial emfasi en les propietats que s'utilitzaran en la seccid 7 per demostarezha

de separaci6. En la secci6 5 definim els conceptes de la teoria de grafs nepessaris
definir en la seccio 6 els grafs d’'independéencia condicional. En la seccioréssnm

el teorema de separacio i en la secci6 8 les propietats de Markov. Finalmegissie

en la seccib 9, un exemple d'aplicacio amb variables numeriques.

La majoria de les demostracions estan agrupades fora del text principalpendix,
per poder seguir aixi més facilment els resultats que son el fil cordiiatpuest treball.

2. CONCEPTES D'INDEPENDENCIA

Dos esdeveniments A i B, d’'un espai de probabilifat4,P), son independents ho
escriuremA L B si:

P(AN B) = P(A)P(B).
Tenint en compte que, suposdntB) > 0, la probabilitat de 'esdeveniment A condi-
cionat per I'esdeveniment B és:

P(ANB)

P(A/B) = =5,
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una altra manera de definir la independéncia és:

AllB < P(A)=P(A/B).
Es pot provar que:

e AIlB <— AlLB¢. (vegeu pag. 186)

e AIlB <— A°llLB,i

e AIlB < A°l B°.

També es pot provar que la relacié definida en un mateix espai de probabilitat és
simétrica, perd no és reflexiva ni transitiva(vegeu pag. 186)

En el cas de tenir tres esdeveniments o més, podem defimd&penancia marginal
com la independéencia dos a dos. El concepte d’'independencia pero tfodues de
generalitzacié més naturals.

Direm que els esdeveniments A, B i C sadependents si i només si compleixen:

e SOn marginalment independents

e P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C).

Cal fer notar la necessitat de les dues condicions ja que ni la primeraéntgkegona,
ni viceversa.

Exemple. Perveure qu&(ANBNC) = P(A)P(B)P(C) noimplicaqued, Bi C
siguin independents dos a dos, observem el segiient exemple:

C| A A cel A A
B | 1/16 1/16 B | 1/16 5/16
Be | 1/16 1/16 Be | 5/16 1/16

Per una banda tenim qug AN BN C) = 1/16i en canviA i B no son independents,
jaqueP(A) = P(B) =1/2i P(ANnB) =1/8.

1Alguns autors prefereixen parlar de esdevenimanituament independents
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Perveure quel, B i C independents dos ados no implieéANBNC) = P(A)P(B)
P(C), 'exemple segiient és clarificador:

C | A 4 cel A A
B | 0 1/4 B | 1/4 0
B°|1/4 0 Bl 0 1/4

El punt clau d’aquesta Gltima afirmacio és de fet que:

ALLB,AILC % AL (BNC).

En els dos exemples anteriors es pot comprovar. En el primer exemple ndfiea {eer
suficiencia i en el segon no es verifica la necessitat.

Tenim, per tant, que la independéencia implica la independéncia margraihp és
certa I'afirmacio contraria.

La segona possibilitat de generalitzacio6 és la seguient. Un esde@rdnirésindepen-
dent respecte &lgebra generada pelssdevenimentB i C, i ho escriuremd_LL[B, C],
siinomés si:

AL(BNC),AL(BNC?),ALL(B°NC)i ALL(B°NC).
Amb aquesta definici6 tenim que:
e AI[B,C] <= AlB/AILCIiAL(BNC). (vegeupag. 187)

e AI[B,C] < AlLE, pertotesdevenimenf, generat per unions, intersec-
cions i pas al complementari dels esdeveniments B i (vegeu pag. 187)

3. INDEPENDENCIA CONDICIONAL

Donarem dues definicions d’esdeveniments condicionalmentindependents.

Direm que dos esdeveniments A i B s@gbilment independents condicionats pérsi
i NOmés si:
P(ANB/C)=P(A/C)P(B/C), onsuposem qu&(C) > 0.

3
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Escriurem aquest fet de la manera segiient:

ALLB/C.

Aquesta relacib entre esdeveniments és simétddaB/C <= B1.A/C, perd no
és reflexiva ni transitiva.

Compleix també:

e AILB/C < AlLB°/C.

e AILB/C < A°1LB/C.

e AILB/C < A°1LB°/C.

Atencio, pero, al fetqud Ll B/C noimplicad L B/C*, com es pot veure en 'exemple
de la pag. 173, ni tampoc, per simettiall B/C* implica A1 B/C.

També hem de tenir en compte els segiients resultats aparentment paradoxals:

e AILB/Ci AILB/C® % AILB.
e AILB# ALLB/Cb6ALB/C".

Aquests resultats quedenlilstrats per la paradoxa de Simpson.

Exemple. Dels molts exemples que s’han publicat escollim el del mateix E.H.Simpson

[7]. Uns laboratoris volen provar un cert tractament. S’estudiznasos donant els
resultats de la taula seguent:

C| A A ce| A Ac
B | 4/52 8/52 B | 2/52 12/52
Be | 3/52 5/52 Be | 3/52 15/52

onC'i C° representen home i dona respectivamdritA© ens diu si ha rebut tractament
onoiBi B¢ sis’hacurat o ha mort.

A la vista d’aquestes dades veiem que el nou tractament és beneficios tant ger la p

blacié masculina com per la poblacioé femenina, mentre que si obsenéssiesultats
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globals, sense tenir en compte el sexe, veuriem que és independent, pebldesen
ment de la malaltia, el fet d’aplicar o no aquest nou tractament.

La segona definicio és una versiot forta de I'anterior i esta reladi@amb la definicid
d’'independencia i respecte 'algebra generada ger C.

Dos esdeveniment$i B sonfortament independents condicionats per I'esdeveniment
C, iho escriuremd 1L B/[C], si i només si:

ALLB/Ci ALLB/C".

La definicioA 1L B/[C] és mésfortaqud 1L B/C en el sentit de que la primera implica
la segona perd no al contrari.

Més en general, dos esdeveniments B sonfortament independents condicionats
pels esdeveniments i D, i ho escriuremd_LL B/[C, D], siinomés si:

AU B/(CND),ALB/(CND%),ALB/(C°ND)i ALB/(C°N D).
Per poder arribar a demostrar el teorema de separacio, secciod 7, necessitamardl seg”
resultat anomenahdependencia de blocsque ens relaciona la definicio forta d'in-

dependencia condicionada i la definicio d'independéncia entre un esdergniuna
algebra:

Sigui I'espai de probabilitat(},.4,P). Suposant qué® és estrictament positiva en la
particid generada pels esdevenimetts3 i C, les propietats segiients sébn equivalents:

1. AU[B,C].
2. AL [B]/|C]i ALL[C]/[B]. (vegeu pag. 188)

4. EXTENSIO A VECTORS ALEATORIS

Direm que els vectors aleatotls i Y sonindependentsX 1LY, siinomés si la funcio
de densitat conjuntd,xy, compleix:

fxy(z,y) = fx(x)fy(y).
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O també:
XY <= fx/v(z;y) = fx(z), V.

fxy(z,y)

i que per tant hem de suposar gfigy) # 0
fy(y)

Recordem quéxy (z;y) =
quasi-per-tot.

Dos resultats importants per poder demostrar més endavant el teoremar@eisegbn
els seguents:

1. Criteri de factoritzacio.

Els vectors aleatori& i Y son independents si i només si existeixen dues funcions
g i htals que:

fxv(z,y) = g(x)h(y),Vz iVy. (vegeu pag. 188)

2. Lema de reducci6.
Si(X,Y, Z) és un vector aleatori, aleshores:

X1U(Y,Z)=> XY iX1Z,
és a dir, la independencia implica la independéncia marginélegeu pag. 188)

La implicacio contraria no es verifica.

Vegem-ho en el segilent exempie

Exemple. Sigui el cub{(z,y,2);0 <z < 1,0 <y < 1,0 < z < 1} ila funci6 de
densitat conjunta:

Ixvz(z,y, 2) = 2(x1(z,y, 2) + xa2 (2,9, 2) + x3(2,y,2) + xa(2, 9, 2))
on

1 siz<05,y<05iz<0.5

xi(z,y,2) = { ;

0 en cas contrari

2Aquest exemple aixi com d'altres de semblants tenen el sgeroen I'exemple de S. Bernstein, vegeu
per exemple [4] pg. 126. Es pot trobar un exemple en el cagncogtielcom diferent en [5].
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siz < 0.5,y>05iz>05

en cas contrari

(e

XQ(CL’,y,Z) = {

1 siz>05,y<05iz>05
X3(CU-,3/7Z): I

0 encas contrari

1 siz>05y>05iz<0.5
X4(.’1’?,y,z) =

0 encas contrari

son les funcions indicadores de cubs d’aresta 1/2 situats dins del anld@grresta
unitat. En aquestcastenimpkerk =z < 110 <y < 1 quefxy(z,y) = 1 que és igual
al productefx (x) fy (y). PertantX 1LY,

De la mateixa manerd Ll Z. Perofx (z) fy z(y,z) = 1 queno ésigual gxy z(z,y, 2).
El criteri de factoritzacio dona una caracteritzacio de la independénciaemal te
reduccid permet escriure-la amb marginals.

Definim ara la independéencia condicional.

Els vectors aleatori¥ i Z sbnindependents condicionats peector aleatoriX, Y 1L
Z/X, si i només si la densitat conjunta dels vectbrs Z condicionada & = z és
igual al producte de les seves marginals:

fya/x(y,z2) = fy)x(Y;2) fz/x (2;7), Vz,y i Vo tal quefx (z) > 0.

O equivalentment:

Fyyxaim,2) = fv/x(y;z), 0
fxvz(z,y,z) = fXY(Z',y)M_
fx(x)

De fet és una extensi6 de la definici6 forta d’'independéncia comdibibesdeveniments,
Al B/[C], ja que és per tot.

Generalitzem també el criteri de factoritzacio, i els lemes de reducci6 i indepeiad
de blocs.

o Criteri de factoritzacio.

Y1 Z/X <= dg,hfuncions tals que:
fxvz(z,y,z) = g(x,y)h(zx,2),Yy,zi Ve ambfx (z) > 0. (vegeu pag. 189).
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e Lema de reduccio.
Siguin X, Y, 7, Z, vectors aleatoris, aleshores:

YU(Z1,Z,)]X =Y WUZ /XY 1 Zy/X. (vegeu pag. 189).

¢ Independeéncia de blocs.

Siguin X, Y, Z,, Z, vectors aleatoris f > 0, aleshores les afirmacions segiients son
equivalents:

1. Y1 (2, 2:)/X.
2. YULZ,/(X,Z),i Y125/ (X, Zy).
3.YUZy/(X,Zy),1YNZ /X. (vegeu pag. 189)

5. TEORIA DE GRAFS

Un graf és un parel(V, F') onV &s un conjunt no buit deértexsi F' és una coleccio
de parells no ordenats de punts diferent¥’darestes

Per exemple, el graf anmib = {1,2,3} i F = {(1,2), (2, 3)} es pot representar com:

(O—(—

Un parell de vertexs, j, soncontigussi (i, j) € F.

Un cami és una sequéencia de vertexs contigus. Un cami éxlasi el primer i I'Gltim
vertex coincideixen.

Dos vertexs i j estanconnectatssi existeix un cami amb extrems ;.

Un conjunt de vertex§ separados vertexs, j si tot cami amb origen ehi final en j
conté al menys un vertex d&
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Per exemple, en el graf:

el conjuntS = {1,4} separa els vertexsi 2.

Un conjuntS C V de vertexsseparados conjuntd/ i V5 de vertexs si separa tot
parell de vertexs, un dg il'altre de V5.

Fronterad’un conjunt de vertexg és el conjunt de tots els vertexs contigus a un vertex
deV ique no sbn dé& . Per exemple, en el graf anterior el conj§8t2} és la frontera
del conjuntV = {1}.

6. GRAFS D'INDEPENDENCIA CONDICIONAL

Sigui X = (Xy,...,Xx) un vector aleatori i siguv = {1,...,k} el corresponent
conjunt de vertex.

Un graf(V, F) direm que és ugraf d'independencia condicionalsi

Xl X;/Xy_g;57 < (i,5) ¢ F.
Exemple. Sigui X = (X, X», X3, X4) amb les seglents independencies:

X1 UL X3/{Xo, Xy}, X L X4 /{Xo, X3} 1 Xo L X4 /{Xy, X3}

El graf d'independéncia condicional vindra donat pee {(1,2), (2, 3), (3,4)}.
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Graficament:

(O

7. TEOREMA DE SEPARACIO

Enunciem en primer lloc el teorema.

Sigui X = (Xy,...,Xy) un vector aleatori i siguV’ = {1,...,k} el corresponent
conjunt de vertexs. Siguim, b i ¢ subconjunts disjunts dé. En aquestes condicions,
sia separa i cen el graf d'independéncia condicioridl, F'), aleshores(, 1L X./ X,.

La demostracié d’aquest teorema es basa en I'aplicaci6 dels lemes de redndei6 i i
pendéncia de blocs. Per donar una idea del seu mecanisme vegem com aniria en un cas
senzill.

Sigui el segiient graf d'independéncia condicional;

ona = {3},b={1,2}ic={4,5}. Esclar que: separai c.
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Per definicio de graf d'independéncia tenim;

Xy UL X, /(X X3 X5Xg) i Xy 1L Xg /(X X3X5X,).

Ara pel lema d’independéncia de blocs aiib= X, Z7; = X4, 75 = Xgi X =
(X2 X35X5) tenim

X1 1L (X4 X6) /(X2 X3X5)
i pel teorema de reducci6 arribem a
X)X, /(Xo X5 X5).
De la mateixa manera podriem haver arribatial X5 /(X2 X5X4).

D’aquestes dues Ultimes afirmacions i aplicant el lema d’independénciacseinlbem
qUeX] J_L(X4)(5)/(X2)(3) .

També hauriem pogut trobar de la mateixa maneraigui (X4 X5) /(X1 X3). Tornant
aplicar el lema d’independéncia de blocs tenim que:

(X1 X)L (X4 X5)/ X3

gue acabaria la demostracio.

Una demostracio complerta d’aquest teorema es pot trobar a [10].

Una consequencia del teorema de separacio és que alguna de les varialibésrortd
en una relaci6 d’'independéncia pot ser redundant.

Direm que una independéncia condicional entre un parell de variablegasal si

no es pot aplicar més el teorema de separaci6 per eliminar variables condici&mants
definitiva, quan hem eliminat totes les variables redundants en una relawi@gén-
dencia.

Exemple. Sigui el graf d'independéncia condicional:

OO0
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Totes les afirmacions d’aquest graf soki; 1L X,/ X511 X; 1 X3/X,. En canvi per
aplicaci6 del teorema de separaci6 teniij Ll X5 i X; 1L X3 que sbn a la vegada
independeéncies condicionals minimals.

8. PROPIETATS DE MARKOV

Presentem a continuacio tres propietats que sobn equivalents, com dgsmodt se-
guit, i que, segons la definicio donada anteriorment, un graf ésapigriencia condi-
cional si té la primera d’aquestes propietats. Sén les propietats deklar

1. Propietatos a dosVi, j no contigus X; 1L X,/ X, ona =V L {i,j}.

2. Propietaglobal: Va, b, c subconjunts d& disjunts ib i ¢ separats pet implica que
Xyl X,/ X,.

3. Propietatocal: Vi i a = frontera(i) i bels restants vertexs, tenim gie 1L X,/ X,.
e Les tres propietats de Markov sbn equivalents.

La demostraci6 és com segueix:

e La propietat dos a dos implica la propietat global a causa del teoremaataciép

e La propietat global implica la propietat local pel fet que la frontera sengés un
conjunt separador.

e Falta demostrar que la propietat local implica la propietat dos a dgsos8m un
grafamb verte¥’ = {1...k} que satisfa la propietat local. En aquestes condicions,
per cada vertextenim X; I X'y _ ri1uq)/Xa ONa €s la frontera del verteix

Siguinaraunvertex € V L ({i} Ua) ielconjuntc =V L ({i,j} Ua).

Podem escriur&; 11 (X;, X.)/ X, i pel lema d'independéncia de blocs aixo6 equival
a)(iJ_L)(j/()(a.‘ )(c) i XZ'J_LXC/()(G, Xy)

La primera afirmacio ja ens dona la propietat dos a dos jaque=V 1 {i,j}

Vegem en un exemple aquesta equivalencia.
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Exemple. Sigui el segiient graf d'independéncia condicional:

e Per la propietat dos a dos tenim;

1 X1LX,/
1 X X5/
1 XollX,/
1 Xyl X5/

X?aXﬁ
Xy, X3, Xy
X1, X3, X5

(X
(
(
(X1, X3, X5

)
)
)
)-

e Per la propietat global tenim:

1 X 1LX,/ X5

L X5l X4/Xs

1 X 1X5/X5

1 Xoll X5/X3 ésadir

L (X1, X)L (X4, X5)/ X5.

e Per la propietat local tenim:

L X 1L (X4 Xs5)/ (X5 Xs)
1 Xo W (XaX5)/(X1X3)
L X5 (X1 X3)/(X3Xy)
1 XU (X3 X0)/(X3X5).
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9. EXEMPLE D'APLICACI O

Per acabar vegem un exemple d’'aplicacio de la teoria de grafs d'independéndia
cional.

L'exemple esta desenvolupat a [10] amb dades extretes de [6]. Les dadespooan
a les notes obtingudes p&s alumnes erb assignatures: mecanica, vectors, algebra,
analisi i estadistica, respectivament.

La matriu de correlacions dona:

1
0.3371 1
0.2294 0.2784 1

0.4336 1
0.3554 0.2530 1

on els valors marcats amb punts suspensius son les correlacions simgigsificati-
ves, és a dir, aproximadament zero.

Una primera interpretacio és simplement que cada parell de variables aralaciorr
parcial zero son independents condicionalment a les altres variables. Aiporas
construir el seguent graf d'independencia condicional:
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El grafic és identic al de I'exemple de I'apartat 9 on afaés mecanica;- és vectors,
x3 €s algebrag, és analisi iz; és estadistica.

Repassant I'exemple citat trobem que la propietat global de Markov engpesoriure
[mecanica, vectors]lL [analisi, estadistica]/algebra
la qual cosa ens porta a concloure que hi ha dos grups de variablesjcageactors i

algebra, per una banda, i analisi, estadistica i algebra, per I'altra.

Pel que fa a la prediccio de variables, per la propietat local de Markomteni

e algebra i vectors sbn suficients per predir mecanica.
e mecanica i algebra son suficients per predir vectors.
e algebra i analisi sbn suficients per predir estadistica.
e algebra i estadistica son suficients per predir analisi.

e totes les variables sbn necessaries per predir algebra.

10. APENDIX

e AIlB < AllB°.
seccib 2, pagina 173.

L Cal notar tan sols que:

P(ANB®) = P[A L (AN B)] = P(A) L P(A)P(B) =
P(A)[1 L P(B)] = P(A)P(B°).

e Larelacib 1L noés transitiva.
secci6 2, pagina 173.

L Tirem un dau. Siguin els esdeveniments segiients:
A: «parelb, B: «mltiple de tres i C: «Imparelb.
AU BiBUC peronoéscertquéllC.
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e AIL[B,C] <= AlLB,AULCIiAlL(BNC).
secci6 2, pagina 174.
Abans de provar-ho demostrem el seguient resultat:

1L AUB,ALCIBiCdisjunts = AL (BUCQO).

Amb les hipotesis establertes teni(AN(BUC)) = P((ANB)U(ANC)) =
P(ANB)+ P(ANC)LP(ANBNC) = PANB)+ PANC) =
P(A)P(B) + P(A)P(C) = P(A)(P(B) + P(C)) = P(A)P(BUQC).

Ara estem en condicions de demostrar el resultat.

1 Per= cal recordar qué&3 = (BNC°) U (BNC),ambBNCiBNCe disjunts.
Igual per C.

Per veure= hem de demostrar que
AL (BNC),AL(BNC),AL(B°NC)i AlL(B°NC°)

Per exempleP(A)P(BNC) = P(A)(P(C) L P(BN(C)) =P(A)P(C) L
P(A)P(BNC)=P(ANC)LP(ANBNC)=P(ANnB°NC).

O tambéP(A)P(B°NC°) = P(A)(P(B°) L P(B°NC))=P(A)P(B°) L
P(A)P(B°NC)=P(ANB*) LP(ANB‘NC)=P(ANB°NC°).

| aixi tambéA 1L (BN C°).

e AI[B,C] = ALE, per tot esdevenimerii generat per unions, interseccions i
pas al complementari dels esdeveniments Bi C.

secci6 2, pagina 174.
De la definici6 i de la propietat anterior ens queda tan sols demostem-bbcas
E=BUC,E=BUC‘,E=B°NCiE=B°NC".
1L AU(BUC).
De A1LB, AL CiAlL(BNC) podem escriure:

P(AN(BUC))=P((ANB)U(ANC))=P(ANB)+PANC)LP(AN
BnC)=P(A)P(B)+ P(A)P(C) LP(A)P(BNC)=PA)PBUC).

1 Au(B°UQ).
La mateixa idea pero0 tenint en comptel B¢, AL CiA L (BN C).

L Igual per les restants independencies.
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e Lema d’indepenéncia de blocs
seccio 3, pagina 176.

- _ P(AnBnNnC) _ PAPBNC)
1L (1) = (2). Tenim: P(An B/C) = PO) = PO) =
P(A)P(B/C) = P(A/C)P(B/C),ésadirAlLB/C.
De la mateixa manera es demostratid B€/C, A1L B/C¢i A1 B¢/C¢, amb
el que tindriemd LL[B]/[C]. De manera semblant arribariem a vedré [C]/[B].

L (2)= (1). De (2) tenim que d'unaband&(ANBNC) = P(ANB/C)P(C) =
P(A/C)P(B/C)P(C) = P(A/C)P(BNC),idaltrabandaP(ANBNC) =
P(ANC/B)P(B)=P(A/B)P(C/B)P(B) = P(A/B)P(BNC(C).

Aixi doncsP(A/C) = P(A/B).

De la mateixa manera i partint dé(A N B N C) arribem aP(A/C)
P(A/B¢), pertantP(A/B¢) = P(A/B).

Aix0 ens permet veure que(A)
P(A/B)P(B) + +P(A/B)P(B°)
pertantA Ll B.

De la mateixa manera veuriemlL C.

Finalment, de?(ANB/C) = P(A/C)P(B/C),enserA L B/C, tenimP(AN
BNC)=P(A/C)P(BNC) = P(A)P(BNC), el que demostra quélL (BN
C).

= P(A/B)P(B) + P(A/B°)P(B°)
=P (4/B

(4/B)[P(B) + P(B] =

e Criteri de factoritzacd.
secci6 4, pagina 177.

I Lanecessitat passa per fér = g i fy = h. Provem la suficiencia.

De fxy(z,y) = g(z)h(y), integrant els dos costats sohretenim fx (z) =
g(x)k. De la mateixa manera, integrant sobrefy (y) = h(y)k', d’on fxy (z,y)
= k" fx(z)fy(y); perok” = 1 enintegrar sobre i y.

e Lema de reducéi
secci6 4, pagina 177.
1L XUW(Y,Z)= fxvz(z,y,2) = fx(z)fyz(y, z). Integrant els dos costats so-
brez tenim:

Ixv(z,y) = Fx(@)fv(y), pertantX LY.
De la mateixa manera pero integrant sopes demostrari& 1l Z.
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e Criteri de factoritzaco.
seccib 4, pagina 178.

L Perveurelanecessitat cal igr:, y) = fxvy (z,y) i h(z,2) = fxz(x,2)/ fx(z).

L Per veure la suficiencia integrem els dos costats de la igyaltat (z,y, z) =
g(z,y)h(x,z) primer sobrey i després sobre. Aixi tenim: fxz(z,z) =
h(z. 2)k(z) | fxy(z,y)g(z,y)k (x), per tant:
fxvz(z,y,2) = fxz(z,2) fxy(x,y)k" (z), perd integrant aguesta igualtat so-
brey i z alhora tenim qué” (z) = 1/ fx ().

e Lema de reducéi
secci6 4, pagina 179.

L DeY 1l (Zy,Zy)/X tenim quefxy z, z, (¢, Y, 21, 22) =
Ixv (@, y)fxzz,(x,z1,22)/ fx(x). Ara integrant sobre; tenim: fxyz,
(z,y,22) = fxv(z,y)fxz(x,21)/fx(z), que implical 1L Z,/ X . De la ma-
teixa manera sortiri& 1. 7, / X.

e Lema d’indepenéncia de blocs.
seccib 4, pagina 179.

1 (1) = (2). Pel criteri de factoritzaci6 sabem queYsil (Z;, Z»)/ X aleshores
tenim f(z,y, 21, 22) = g(z,y)h(z, 21, 22).
Cal observar tan sols ara que a la dreta de I'expressio no hi ha cap fyunei’
tingui a lay i a les(z1, 22) com arguments. En particular no hi ha cap funcio
que tingui com argumenisi z; a la vegada. Aplicant un altre cop el criteri de
factoritzacio deduim qu¥ L 7, /(X, Z,). De la mateixa manera demostrariem
queY UL Z»/(X, Zy).

1L (2)= (1). DeY 1.7, /(X, Z,) tenim que
Ixzoyz (@, 20,9, 21) = g' (2, 20, y) B (2, 29, 21) pero deY L7, / (X, Zy)
Y 11 Z,/X podem escriur@’(z, z2,y) = ¢" (z,y)g"" (22, ) per tant

fX22YZ1 (.’1’37 22,Y, Zl) = g”(.’]’?, y)g”l(z27 ﬂ?)hl(.’IT, 2221) = g”(.’lﬁ, y)h”(.’]’?, 21, 22)
i aixo implica (1).

1 (2)= (3). Resulta del lema de reduccio.
1L (3)= (1). DeY 1L Z5/(X, Z5) tenim que
X2z, 2,

fxz
fxvIxz fxziz./ fxfxz = fxvfxz 2 /fx quevoldirY 1L(Z,, Z,)/ X.

fxyz1 Ty = f)(yz1 perC) COWJ_LZ] /X ter’lil’nf)(yz1 Ty =
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The independence graph theory is quite new. One of the first to relaggdiph theory
methods with the interactions among variables was Speed [8]. Conditialeglenden-
ce graphs sum up and clarify the relations between three of more variab&gmnel
which are not easy to see nor to interpret.

This work is of pedagogical interest and gives an introduction to thepeddence
graphs theory and it is an approach for all those who, without havif@ptoat books,
such as Whittaker [10] and Edwards [2], would like to have a graphicalatscearly
idea.

Firstly we study Independence notions (the marginal independencdidetnihe mu-
tual independence) and conditional independence (the weak conditional indapend
the strong conditional independence, the block independence) which are neeléed t
velop the theory. An example is introduced to show the Simpson&doarwhich is
useful to clarify some results. To be able to show the separation thdatempre-
vious concepts are extended to random vectors and important results ene lgie
factorisation criterion and reduction lemma.

Next we study the basic notions of the graph theory in order to defhre it is un-
derstood as conditional independence graph. The separation theoremgthiatusito
detect and remove redundant variables among conditioning variables in apraigep
relation, it is shown through an example.

Further on, Markov properties are given and their equivalence is demeuasaligwing
us to interpret Independence graphs. An application example with numeaitables
is shown. In this example and from the correlation matrix a conditiomdependence
graph is built, allowing us, thanks to the global Markov propedysum up and clarify
the conditional independence among variables. In the same way, and thahésath
Markov property, the prediction of variables also remains clarify.

Demonstrations of the some of the results stablished in the texdssembled in the
appendix.
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