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1. INTRODUCCI O | CONCEPTES PREVIS

Sigui G = (V,A) un graf orientat, el problema de trobar-hi un tour euleria (tour que
recorre casdascun dels arcs exactament una vegada), és un problema classic i senzill
de Teoria de Grafs.Es suficient veure qu& és connex i que el nombre d’arcs

que arriben av (d*(v)) coincideix amb el nombre d’arcs que surten\déd—(v))

VYveV. Es diu aleshores que és euleria i existeixen diverses teécniques per trobar-hi

un tour euleria, potser la més coneguda sigui la regla de Fleury. Aguasiema
serveix de base per a la resoluci6 d’altres problemes més complexos aoatiapls
importants al camp de la investigacio operativa: transport de mercadecedjda
d’escombraries, llevaneus, repartiment de correu, etc.

L'estudi es complica si imposem la restriccid que el tour euleria no rieconsecu-
tivament parells d'arcéu,v), (v,u), u,v €V, és a dir, que no realitaiirs en U, girs
gue son els prohibits per antonomasia en problemes reals de rutesiclesreo tot
graf orientat euleria admet un tour euleria sense girs en U i si 'admetgdagjues
classiques de recerca d’un tour euleria no garanteixen trobar-ne un gsnse ld. A
més a més, el nombre de tours eulerians distints en un graf orienést palinomial
en la grandaria del graf com demostra Fleischner (1983).

Per simplificar les referéncies en aquest problema, direm que un graf orietiat s
euleria si admet un tour euleria sense girs en U, al qual anomentanan-euleria.
Estudiem en aquest article el problema de reconeixer si un graf orientaeéketik,

i ens restringim al cas que el graf orientat sigui simple (sense arcs rgpatisest
problema I'anomenarem Problema del Graf Orientat U-euleria (PGOU) i iabeev
I'expressiograf orientat eulera simpleper g.o.e.s.

Com veurem en la secci6 segiient, el PGOU es pot resoldre sense necessitaeienu
els tours eulerians del graf orientat fins trobar-ne un sense girs en Wkaépra rau

en que aquesta resolucid consumeix un temps exponencial en la grandagrafdel
orientat. La clau es troba, per tant, en saber si el PGOU és un problemanpialioo
NP-complet. Aquesta qiestio no té resposta de moment, malgraisttes esforgos

al respecte, encara que donada la complexitat del PGOU, tot sembla indicas que ~
NP-complet.

L'objecte d’aquest article és, per tant, donar una condici6 suficientale.g. U-
euleria, verificable en temps polinomial i amb les menors restriccionshpessiPer

a tal efecte, generalitzarem un cas particular del PGOU resolt en temps polinomial
per Thomassen (1990), el qual exposarem també en la seccié seguent.

Al llarg d’aquest treball farem Us de les notacions i definicions basigegsests,
donades totes elles sobre un g.0.6&s= (V,A):
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— Anomenaremnvers d'un arc, un arc pardel i de sentit contrari que connecta
el mateix parell de vertexs.

— Denotarem petJ(v) el nombre de parelles d’arcs inversos incidents amb el
vertexv de G.

— Anomenarenvertex final un vertexv ambd™(v) =U(v) = 1.

— Direm que els vertexé= up, U, ... , U1 = W, k> 0 formen uncami maximal
doble en G si acompleixen les tres condicions seguents:

1) @ (V) £20U(V) £2) i (d* (W) #2 0U(W) # 2).

2) (ui7ui+1)7(ui+1:ui) €A i= 0,1, 7k'

3) Sik>1,d (u)=U(u)=2i=1,... k
Sik> 1 als vertexs) i = 1,... ,k els anomenarewertexs interiors del cami maximal
doble.

— SiguiveV ambd*(v) > 3 i sigui T un tour euleria ef. T passa pel vertex
almenys tres vegades. Siguwiay, asas i asag tres transicions (girs) d€ env, fetes
en aquest ordre, andy, ... as € A. Anomenaren8-intercanvi I'operacié de permutar
aquests girs ew pels girsajas, azag i asay (veure Figura 1).

Figural. Exemple de 3-intercanvi a un vertex

Noteu que un 3-intercanvi ens proporciona un nou tour euleri@d.en

2. CAS PARTICULAR | RESOLUCI O DEL PGOU EN TEMPS
EXPONENCIAL

El PGOU generalitza un altre problema de Teoria de Grafs anomenat Protiééma
doble recorregut fort i que consisteix en: donat un graf no orientat connex, saber si
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conté una cadena tancada que recorre cadascuna de les seves arestes exactament dues
vegades, una en cada sentit i no de manera consecutiva (sense realitzar girs en U).
Aquesta cadena tancada rep el nom de doble recorregut fort.

El problema del doble recorregut fort va ser plantejat per Ore (1951) rimlep
resultat teoric sobre aquest problema va ser donat per Troy (1966)aglemostrar

gue donat un graf no orientat G, amb tots els se@stexs amb grau inferior a 4, no
cong un doble recorregut fort si el nombre dertexs de G amb grau 8s niiltiple

de 4. Altres autors, com Brenner i Lindon (1984) i Eggleton i Skilton (4P8an
tractar el problema del doble recorregut fort, perd va ser Thomassen) (G8Q&n

les seves paraules, va resoldre el vell problema plantejat per Ore, en demostrar el
teorema segient, fent Us d’alguns resultats obtinguts per Xuo@§)19

Teorema 1. Donat un graf connex no orientat G, els enunciatsisgds $n equiva-
lents:

1) G admet un doble recorregut fort.

2) G no coné \ertexs amb grau 1 i coatun arbre generador T, tal que tota compo-
nent connexa de G T amb un nombre imparell d’arestes, cénin \ertex vamb
grau major que 3 en G.

La importancia d’aquesta caracteritzacio, de la qual farem Us a la secci@e€ing
na, rau en I'existéncia d’'un algorisme polinomial que troba tal arbde@deix que
no existeix. Thomassen demostra I'existencia de I'algorisme anteasant-se en
I'existencia d'un algorisme polinomial per resoldre el ProblemaadBdritat en ma-
troids grafiques, algorisme donat per Gabow i Stallmann (1986), enoaraguesta
demostracio conté algunes falles. Benavent i Soler (1998a) proporcioaeveusid
corregida d’aquesta demostracio i, basant-se en ella, donen un algousras temps
polinomial troba el doble recorregut fort o decideix que tal recorreguexisteix.

Per tant, el problema del doble recorregut fort &€s un cas particular del PG&3J —
suficient desdoblar cada aresta del graf no orientat en dos arcs de sentits oposat
(veure exemple en Figura 2)— resolt en temps polinomial. Com hem diseclzio
anterior, malgrat els nostres esforgos al respecte, no saben si el PGOlhémflo
NP-complet, pero almenys el sabem resoldre en temps exponencial mitjansaaal
transformacio al Problema del Circuit Hamiltonia que, recordem, dmisia saber

si un graf orientalG = (V,A) admet un circuit que passi per cadascun dels vertexs
deV exactament una vegada (circuit hamiltonia). Aquest problema és NP-complet
i existeixen diversos metodes per a la seva resolucio. Laporte (168@pila els
coneguts fins a la data.
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El PGOU sobre un graf orientat euleria no necessariament si@pie(V,A) es
transforma facilment al Problema del Circuit Hamiltonia en la foregient:

Construir un graf orienta&’' = (V',A’) on V' es correspon biunivocament anb
(va € V' siisols sia€ A)ilarc (va,Vp) pertany aA' si, i sols sia= (i, j), b= (j,k) i
k+#1i, és a dir, cada arc d& es correspon amb un gir no en U en el graf orie®aEs
facil veure queG admet un tour U-euleria si, i sols €& admet un circuit hamiltonia,
essent evident la transformacio6 del circuit hamiltonig@ral tour U-euleria erG.

Figura 2. Exemple de transformaci6 d’'un problema del doble recorrégrt en un PGOU.

3. H-SUBGRAFS

Un graf orientat simple U-euleria ha d’acomplir dues condicions bi&signo contenir
vertexs finals i contenir almenys un vértexambd™*(v) #2 oU(v) # 2 (no ser un
cicle doble). En aquesta seccio veiem una altra condicio necessaria quecbmlir

tal graf orientat.Es per aix0 que donem la definicié seguent:

Definicid 2. Sigui G= (V,A) un g.o.e.s. isiguinw eV amb d"(u) =d*(v) =2i
U(u)=U(v)=1 tals que existeix en G un camaximal doble u= up,u1,... ,Ux: 1 =V
amb k> 0. Anomenarend-subgraf de G un subgraf de G format per tots ekrtexs
d’aquest carnmaximal doble, junt amb tots els arcs incident®itexs adjacents als
vertexs esmentats. A u i v els anomenavemexs intermedisdel H-subgraf.

® ® ® ®

O @

Figura 3. Formes de H-subgraf.
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La Figura 3 ens mostra els dos tipus de H-subgrafs que poden apaixerg.o.e.s.,
segons quk =0 o k> 0. Noteu que en aquests H-subgrafs es podra donar even-
tualment un dels dos casos seguentka)si/ow=tib)k=ti/ow=s

Un tour euleria amb minim nombre de girs en U sobre un g.o.e.s.ohoeplitzar
dos girs en U en un vertex interior d’'un cami maximal doble que contipguun
extrem un vertex ambd* (v) =2 i U(v) = 1. En cas contrari, creuant ambdos girs
en U, obtindriem dos circuits que en creuar-seselonarien un tour euleria amb un
gir en U menys. De fet, es podra veure més endavant amb un raonament sjuglar,
un tour euleria amb minim nombre de girs en U sobre un g.o.e.s. mndm girs
en U als vertexs interiors d’un cami maximal doble, independentment deigaim s
els seus vertexs extrems.

Per tant, cada vegada que aparegui un H-subgraf del segon kipuB)( es podra
transformar en un altre del primer tipus=¢ 0) comprimint el cami maximal doble
en dos arcs inversos que uneixin els vertexs intermedis del H-subgraba8s de
realitzar aquesta compressio, existis al graf orientat original liang © I'arc (v,u)
(perd no els dos ja qué(u) = U (v) = 1), substituim l'arc g, v) ( (v,u) ) per la cadena
(u,u), (U, V) ( (v,V),(V,u) ) onV (U) sera un nou vertex amb grau de sortida i grau
d’'arribada 1. El motiu d’aquesta substitucio és que el nou graftatieontinui essent
simple, sense lloc a confusio a I'hora de realitzar o no girs en U.

A partir d'ara suposarem doncs, i sense pérdua de generalitat, questbtssebgrafs
tenen els seus vertexs intermedis adjacents per dos arcs inversos.

Definicié 3. Considerem un H-subgraf d'un g.o.e.s. i suposem que wWnwets seus
vertexs intermedis i (u,v),(v,u), (u,k),(w,u),(s,v) i (v,t) els aelsHttsubgraf. Anomena-
remtrencamentdel H-subgraf al desdoblament del se@stexs intermedis en yiu” i
en ViVv” respectivament, de manera que obtenim dos camins serte&s/interiors en
comi (s,V,u” k) i (w,u’,v')t) (veure Figura 4).

77 17
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Figura 4. Trencament d’un H-subgraf.

En trencar un H-subgraf, eventualment es podria desconnectar el graf oriegitetior
Donat un g.o.e.sG, denotem peHg el nombre de components fortament connexes
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(c.f.c.) que apareixen al graf orientat resultant de trencar tots els seusgkfsub
Convenim quéHg = 1 si G no té H-subgrafsHg esta ben definit, ja que no depén de
I'ordre en qué es produeix el trencament dels H-subgrafs, en no tenir-dabdtafs
distints, vertexs intermedis comuns.

Teorema 4. Tot tour eulera en un g.o.e.s. Getalmenys | — 1 girs en U en ertexs
intermedis de H-subgrafs.

Demostrach. Suposem que existeix un tour euleria@rambk girs en U en vertexs
intermedis de H-subgrafs, essént Hg — 1. Si trenquem cadascun dels H-subgrafs
on el tour no ha realitzat un gir en U en un dels seus vertexs intermedis, no es
desconnecta el grdb. Com que cada vegada que es trenca un H-subgraf s’afegeix
com a molt una c.f.c. al nombre d’existents, si trenquem tots els HrafshdeG
tindrem com a maxink+ 1 c.f.c. ambk+ 1 < Hg, fet que és absurd per definicio de
Ha.

|

O\Q/ O\Q/
o O\o e O\o

(b)
O O

(b")

Figura 5. Trencament dels H-subgrafs de dos grafs orientats sindlats resultats diferents.
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Per tant, tenim la condicié necessaria de graf orientat simple U-eskegident:

Corol-lari 5. Si Gés un graf orientat simple U-euléjaleshores d = 1.

En la Figura 5 es constaten clarament els resultats del Teorema 4 per a dos grafs
orientats eulerians practicament idéntics. Mentre que al graf orientalga) 1, al

graf orientat (b)Hg = 3. En trencar els H-subgrafs de (a) obtenim directament un
tour U-euleria. En canvi, és evident que tot tour euleria en (b) reai@anenys dos

girs en U per unir les tres c.f.c. resultants de trencar els seus H-subgrafs.

4. VERTEXS SENSE GIRS EN U

Suposat que un g.o.e.s. acompleix les tres condicions necessaries pethk@dseia
esmentades a la seccid anterior, veurem en aquesta seccid en quins tipugxie vert
tenim la garantia que un tour euleria amb minim nombre de girs en ki realitzi

girs en U. Per tal motiu necessitarem demostrar alguns resultats.

Teorema 6. Sigui G= (V,E) un g.o.e.s. i T un tour euléxien ell. Existeix un tour
euleria T' en G que no realitza girs en U al&ktexs i amb, b d*™ (i) > 3, be d™ (i) =3
iU (i) =1, i que realitza els mateixos girs que T a la resta detexs.

Demostracd. Suposem qué realitza el gir en U(j,i)(i, j) i que comenga en aquest
gir. Sigui(u,i)(i,v) el gir seguent perdeT. Considerem els dos casos de I'enunciat:

— Sid* (i) > 3, existeix almenys un altre gir pede T (w,i)(i,k) ambk # u, que
per I'ordre establert va després deli)(i,v). Si realitzem el 3-intercanvi

{003 0), (U ) V), (wi) (i, k)F = {510, v), (uD(A,K), (wi) (i, )}
obtenim un altre tour euleria sob@ sense almenys el gir en U,i)(i, j).

— Sid*t(i)=3iU(i) =1, sigui(w,i)(i,k) el tercer gir deT per realitzar en,

aqui és evident quk # u, per tant, si realitzem el mateix 3-intercanvi que al
cas anterior, obtenim un altre tour euleria soBreense el gir en Wj,i)(i, j).

Si repetim aquest procediment les vegades que necessitem, obtindrem undaar eul
T’ enG que acompleix les condicions del teorema.
|
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Per altra banda, a la Figura 6 donem les diferents formes en qué pot apamix
vertexv ambd*(v) =2 i U(v) =1 en un g.o.e.s. sense vertexs finals:

1) 2) 3)

B

4) T 5 O 6) %O

O—»ﬁ—»@ O——T@Dl—{) O—©—0O
O

0= =0 e O—@—O
Figura 6. Formes en que pot apareixer un verteambd*(v) =2 iU(v) =1 en un g.o.e.s.
sense vertexs finals.

En un tour euleria amb minim nombre de girs en U en un g.0.e.s., maiig@ar un

gir en U al vertexv als casos 1 i 2 de la Figura 6, ja que cas d’apareixev an

gir en U, si es creua amb I'altre gir per 'esmentat vertex, s’obtenen dostsicpue
coincideixen al vertexv. A continuacio, aquests dos circuits es poden uniwermpel
Teorema 6, un 3-intercanvi adequat faria desapareixer els girs en U que eseformar
enw.

Als casos 3 i 4 de la Figura 6, si apliguem la tecnica esmentada per als ca®psil i
es formara un gir en U ew, un estudi detallat de totes les possibilitats ens diu que
no tenim la garantia que un 3-intercanvi el fera desapareixer.

El cas 5, ja que als vertexs interiors d’'un cami maximal doble no es reatiizen
en U, es redueix a la resta de casos, depenent de l'altre wgrtextrem del cami
maximal doble que comenca &n

El cas 6 ha estat estudiat a la seccio anterior.

D’alld que hem dit per als casos 1, 2 i 5 obtenim el resultat seguent:

Teorema 7. Sigui G=(V,A) un g.0.e.s. i Sigui¥ Up, U1, . . . , Ux+1 = W un canimaximal
dobleen G, amb k 0, d™ (v) = 2,U(v) = 1i, bé d"(w) > 4, be d™(w) = 3iU (w) = 1.

Cap tour eulerd amb ninim nombre de girs en U sobre G, realitza girs en U @&gexs
d’aquest carhmaximal doble.
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Per Gltim, el resultat seglient ens permet eliminar més vertexs candidatgeaico
girs en U en un tour euleria sobre un g.o.e.s..

Teorema 8. Sigui G= (V,A) ung.o.e.s. isigui¥ V amb d"(v) = 3iU (v) > 1tal que
existeixen almenys U(v)-Erexs u connectats a v en G per un ¢anaximal doble,
u acomplint que, & d*(u) > 4, bé d*(u) =3iU(u) =1, bé d"(u)=2iU(u) = 1si
—en aqueddltim cas— es un ertex de tall. Cap tour eulediamb ninim nombre de
girs en U sobre G, realitza girs en U en v.

Demostrach. Suposem que un tour euleria amb minim nombre de girs en U sobre
G realitza un gir en U ernv. Si un 3-intercanvi no elimina aquest gir en U @n
almenys el transforma (si cal fer el 3-intercanvi) en un altre gir efuly)(v,u)
ambu pertanyent a un cami maximal doble d’un dels dos primers casos esmentats a
'enunciat del teorema (el tercer cas no es pot donar ja que el vertex extrem del cami
maximal doble a qué pertanyés de tall). Si creuem aquest gir en U amb un altre gir
perv, obtindriem dos circuits que passen per l'altre vertex extrem del camimabx
doble a qué pertany (eventualment aquest vertex és el prapi Si creuem ambdos
circuits en aquest vertex extrem obtindriem un tour euleria, que siduiés girs en
U, es podrien desfer mitjancant 3-intercanvis adequats. En qualsevol dzsragi
contradiccid per obtenir un tour euleria amb menys girs en U.

|

Per tant, un tour euleria amb minim nombre de girs en U sobre ua.g.6, suposat
G sense vertexs finals, amb almenys un vedexnbd™ (u) Z#2 oU(u) #2,Hg =1
trencats tots els seus H-subgrafs, no realitzara git$ afs tipus de vertexs seguents,
no necessariament excloents:

(1) veértexsv ambU (v) =0.

(2) vertexsv ambd™(v) > 3.

(3) vertexsv ambd*(v) =3iU(v) =1.

(4) vertexsv interiors d’un cami maximal doble.

(5) vertexsv ambd*(v) =2 i U(v) =1 siv és vertex de tall (és evident).

(6) vertexsv ambd™(v) =2 i U(v) =1 siv és vertex extrem d’un cami maximal
doble que té per altre extrem un vertex del tipus (2) o (3).

(7) vertexsv ambd*(v) =3 i U(v) > 1 si existeixen almenyd (v) — 1 vertexs
connectats & per un cami maximal doble i pertanyents a alguns dels tipus (2)
(3) 0 (5).
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Llavors, els Gnics vertexs on cal estudiar I'aparicié de girs en U soelisquamb
d*(v) =3 iU(v) > 1 si no son del tipus (7). Aixo dona lloc a la condicio suficient
de graf orientat simple U-euleria segient:

Teorema 9. Sigui G=(V,A) un g.o.e.s. sensertexs finals, amb almenys uartex u
amb d(u) #20U(u) #2iamb H; = 1. Sitot\ertex ve V amb d (v) =3iU (v) > 1
és del tipus (7), @&s U-eulera.

En cas que un g.o.e.s. contingui vértexambd™ (v) = 3 iU (v) > 1 que no siguin del
tipus (7), s quan farem servir el resultat de Thomassen (Teorema 1) ennahiei@co
suficient que abraca I'anterior.

5. CONDICIO SUFICIENT DE GRAF ORIENTAT SIMPLE U-EULERI A

Sigui G = (V,A) un g.o.e.s., li associem dos grafs no orien@ts G" definits com
segueix:

— G =(V,E’) on l'aresta(u,v) € E’ si i sols si(u,v)(v,u) € A (cada aresta d&’
substitueix un parell d’arcs inversos &).

— G"=(V,E") on l'aresta(u,v) € E” si i sols siu i v sbn vertexs consecutius
en un cami (eventualment cicléd,up,... ,us) a G tal qued™ (uy) = d*(ux) = 3,
U(u) >1, U(w) >1,sik>2d"(u)=U(u)=2i=2,... k—1, i tots els arcs
d’aquest cami tenen invers (veure exemple en Figura 7).

Sigui G = (V,A) un g.o.e.s., considerem també el conjiky dels vertexsy € V que
acompleixen:
1) dt(v) =3iU(v)>1.

2) v és vertex extrem d’almenys un cami maximal doble amb I'altre vértex extrem
w acomplintd®™ (w) =2,U(w) =1 iwno és vertex de tall. Sigkiv) el nombre
d’aquests camins.

3) Existeix un nombre inferior & (v) —1 de veértexsu connectats a/ per un
cami maximal dobley acomplint, béd™ (u) > 4, béd*(u) =3 i U(u) =1, bé
d*(u)=2iU(u)=1 si-en aquest Gltim cas+ es vertex de tall.

4) Sik(v) =1 i la component connexa a que pertangn G’ no conté cap altre
vertex acomplint 1), 2) i 3), aleshores, aquesta component conté un cicle.
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Mg és, per tant, un subconjunt del conjunt de vérteasbd*(v) =3 iU(v) > 1 no
del tipus (7), prou restringit per les condicions 2) i 4).

GII

O O

OO OO0 OO0

Figura 7

Teorema 10. Sigui G= (V,A) un g.o.e.s. sense&ktexs finals, amb &= 1iMg=0. G
és U-eulera si cada component connexad& G acompleix una de les dues condicions
sedlents:

(@) G noésun cicle i admet un arbre generadgrtal que tota component connexa
de G — T con& un nombre parell d’arestes o ugnex de grau major que 3 en
G.
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(b) Cada component connexg @e G’ continguda en ¢z a més de no ser un cicle,
admet un arbre generadoy;Ttal que tota component connexa d¢ GT;' coné
un nombre parell d’arestes.

Demostracd. Cada component conne (Gj ) deG’ (G”) porta associada un subgraf

Gi (Gj,) de G generat per les parelles d’'arcs inversos a les quals representen les seves
arestes. Pel Teorema 1,Gi (Gj) acompleix (a) ((b))Gi (Gi,) admet un tour euleria

Ti (Ti,) que nomeés realitza girs en U als seus vertexs finals.

Per altra banda, $5; no acompleix (a) perd acompleix (b), per a c@[(acontinguda
en G|, farem el seglient: si existeix un cami maximal dable ug,us,... U 1=V

ambr > 0 enG, acomplint queu € Gj/ i u no pertanyent a ca; vt > 0, siguin
w,se G| els vertexs adjacentseenG; (eventualmentv=s), ampliemT;, mitjancant
la cadenaw,u,uy, ... ,V,Ug,...,U,S.

Una vegada realitzades totes acquestes ampliacionsTgedds subgrafsG;, que ho
precisen, es pot construir un tour eulefiasobreG que absorbesca al i als T,
afegint-li la resta d’arcs d& amb el metode classic de recerca d'un circuit d’arcs no
usats encara i creuament del mateix amb un altre circuit trobat anteriorment.

Per la forma de construif, per alldo esmentat a la seccio anterior sobre els diversos
tipus de vertexs i per les hipotesis del teorema, creuaments de girger8ainvis
adequats transformardanen un tour euleria que, com a maxim realitzara girs en U
als vertexsw que acompleixerd™(w) = 2, U(w) = 1, w no és de tall i és vertex
extrem d’'un cami maximal doble amb l'altre vértex extreracomplintd™ (v) = 3,

U(v) >1ivno és del tipus (7). Vegem que els girs en U en aquests vertexs també
es poden eliminar.

En efecte, siT realitza un gir en U en un vertex acomplint alld dit anteriorment,

si creuem aquest gir amb Il'altre gir pet obtenim dos circuits que passen perSi
creuem aquests dos circuits embtenim de nou un tour euleria. Si aquest realitzés
girs en U env, amb un raonament similar al de la demostracio del Teorema 8, amb
3-intercanvis i creuaments de girs adequats, podem, bé fer desapareixanelginé

anar movent-lo a vertexs contiguss evident que si no aconseguim que desapareixi,
és perque en anar movent-lo de vertex, s’ha format un cicle al subgi@f deque
pertanyv o ha arribat a un vertex de les mateixes caracteristiques. qiexd vol dir
quev € Mg, fet que és absurdV = 0).

Per tant,T es pot transformar en un tour U-euleria.
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De la mateixa demostracio del Teorema 10 se segueix que, sota les isipldesiest
teorema, el tour U-euleria es pot construir en temps polinomial.

Aquest teorema generalitza el Teorema 9 (les seves hipotesis impliqued’ que
conté cap cicle) i el Teorema 1 com a condicid suficient (en aquesGcagria
connex).

Si seguim I'exemple de la Figura ' té dues components connexes. Mentre la
component de la dreta acompleix la condicio (a) del Teorema 10 (I'arbre Espon

amb les arestes més gruixudes), la de I'esquerra no acompleix (a)Gperomes

té una component connexa continguda en ella, que per ser una aresta, és arbre
acompleix la condici6 (b). Aixi donc& és U-euleria i un tour U-euleria sobre ell ve
donat en la Figura 8, tot seguint la numeraci6 dels arcs. No entrem alssdktdf

seva construccio, la qual fa Us de I'algorisme proposat per Benavei (998a)

per al cas particular esmentat a la seccio 2.

Figura 8. Tour U-euleria sobre el graf orient& de la Figura 7.

6. NOTES FINALS

En aquest article hem presentat el problema de trobar, si existeix, un teniaeu
sense girs en U (tour U-euleria) sobre un graf orientat euleria siraplgyal gene-
ralitza el problema polinomial del doble recorregut fort. Desconegudart@lexitat

del nou problema, després d’'un estudi detallat del diversos tipus tkexs&n un
g.o.e.s., presentem al Teorema 10 una condici6 suficient de g.0.e.seridaelrifi-

cable en temps polinomial i que generalitza la donada per Thomassen (Tegrema 1
per a I'existencia d’un doble recorregut fort en un graf no orientat. &s @'mes,
també donen una transformaci6 del nou problema al Problema del Gil@miitonia;
d’aquesta manera, si no es compleixen les hipotesis del Teorema 10, encara que en
temps exponencial al pitjor del casos, podem saber si un g.o.e.s. és Greutesi’
amb tecniques conegudes de Teoria de Grafs.

484



Encara que aquest article &s netament tedric, pensem que els resultaesnigses

aqui donades poden ser molt Gtils per evitar el major nombre posshdgrsien U

als vehicles, en problemes reals sobre xarxes de carrers o de carreteres, ja que com
hem vist, si s’acompleixen les tres condicions necessaries donades a la seaisio 3
girs en U només ocorrerien a determinats vertexsnbd™(v) =3 i U(v) > 1, que

si bé poden apareixer en aquestes xarxes, tret de I'existencia de vertexs/@ets

a Mg, poc probables en exemples reals, &s molt dificil que es violi algunage |
condicions (a) o (b) del Teorema 10, i cas que es violés, l'algorisme prabu

un doble recorregut fort donat per Benavent i Soler (1998a) ens garanteitoque
seguint el Teorema 10), & no acompleix (a) 'Gi’:( no acompleix (b), donat un arbre
generador i: de Gi’[(, nomeés apareixeria un gir en U per cada component connexa
de Gi”k —Ti:(’ amb un nombre imparell d'arestes. També creiem que aquestes darreres
components connexes sbn poc comuns als grafs provinents de probleraes real

Pensant també en problemes reals, no volem deixar d’esmentar la pa@sSijoiditel

graf orient sigui simple, connex, pero no euleria i plantejar-nos, eesiqeas, la
recerca d’'un tour que recorri tots els seus arcs sense realitzar girs en U amh un cos
extra minim. Aquest problema és prou diferent al tractat aqui, jameevenen dos
parametres: minimitzar costos al repetir arcs i evitar girs en U. Encara que el seu
estudi tedric pugui ser interessant, aquest problema és un cas panticulaaltre

amb més aplicacions practiques, anomenat Problema del Carter Rural Orientat amb
Penalitzacions als Girs i Girs Prohibits i que consisteix a trobar unamb minim

cost que travessi determinats arcs evitant els girs prohibits (en partigrdagn U).
Aquest darrer problema ha estat estudiat per Benavent i Soler (1998b) tafitides
punt de vista tedric com heuristic.
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ENGLISH SUMMARY

EULERIAN TOUR WITHOUT U-TURNS
IN A SIMPLE DIGRAPH

D. SOLER FERMNDEZ
Universitat Politecnica de Valencia

Let G= (V,A) be a simple directed Eulerian graph, here we study if G
admits an Eulerian tour without U-turns, that is, withoutweasing conse-
cutively pairs of arcgu,v), (v,u) u,v € V. This problem can be solved by
transforming it into a Hamiltonian circuit problem, but we dotkmow its
complexity despite our efforts, so in this paper we give a conditimeu
which we can find, in polynomial time, an Eulerian tour withoutugnas

in G. To give this condition, on the one hand, we generalize a raboltit

a particular case solved in polynomial time (the one known as tloagtr
double tracing problem), on the other, we try to identify verticeshictvan
Eulerian tour with a minimum number of U-turns, will make nouyrs.
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Let G= (V,A) be a simple Eulerian digraph, we study if it contains an Eulerian tour
without U-turns (without traversing consecutively pairs of aes/), (v,u), u,v e V).
Such a tour is called a U-Eulerian tour and if the answer is positive, wéhsa is
U-Eulerian.

We do not know the complexity of this problem, but we can solve it ipamential
time by transforming it into a Hamiltonian Circuit Problem. Thepase of this paper
is then, to give a simple sufficient condition that can be checked in potiaidime,
to verify that a simple Eulerian digraph is U-Eulerian.

This condition makes use of a particular case solved in polynomial tirhighvoccurs
when the digrapl® is the result of splitting each edge of a simple non directed graph
G* into two arcs of opposite direction. In this case, Thomassen (1990gpthatG

is U-Eulerian iff G* has no end-vertices and it contains a spanning Tresuch that
every connected component 6f — T* has an even number of edges or contains a
vertexv with d(v) > 3 in G*. Checking the existence of trd¢ and constructing (if
such be the case) the U-Eulerian tour, takes polynomial time.

LetveV, we denote by (v) the number of pairs of arqsi, v), (v, u), with u adjacent
to v. We will suppose without loss of generality thatdoes not have verticaswith
dt(v)=U(v) =2.

Letu,veV withd"(v)=d*(u)=2,U(u) =U(v) =1 and(u,v),(v,u) € A, we call H-
subgraph, the subgraph @fformed byu, v, its incident arcs and its adjacent vertices.
Breaking this H-subgraph means splittingndv into two respective pairs of vertices
u,u” and v,Vv’ such that if (u,v), (v,u), (u,k), (w,u), (s,v),(v,t) € A, we obtain two
paths inG without common interior verticegs, vV, u”, k) and (w,u’,v",t). Let Hg be
the number of connected component€bbtained by breaking all its H-subgraphs,

if Hg # 1, thenG is not U-Eulerian.

If Hs = 1 andG has no final vertices (verticaswith d* (v) =U (v) = 1), then the only
vertices that determine if an Eulerian tour@with a minimum number of U-turns
is not U-Eulerian, form a set of verticeswith d*(v) = 3 andU (v) > 1 and, besides,
there is a subset of such vertices, denotedvigywhich contains "very bad"vertices
if U-turns are to be avoided.

Let G’ = (V,E’) be a non directed graph such tifatv) € E’ iff (u,v)(v,u) € Aand let
G” = (V,E") be another non directed graph such that) € E” iff d*(u)=d*(v)=3,
U(u)>1,U(v) >1and(u,v),(v,u) € A. The following theorem generalizes the result
of Thomassen as a sufficient condition for a U-Eulerian simple digraghcan also
be checked in polynomial time:
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Theorem. Let G= (V,A) be a simple Eulerian digraph without final verticesz & 1

and Mg = 0. G is U-Eulerian if each connected compongtdsG' verifies one of the
two following conditions:

(a) G is not a cycle and it contains a spanning treeslich that each connected com-
ponent of G— T/ contains an even number of edges or a vertex of degree greater
than 3in G.

(b) Every connected componerif &f G” contained in Gis not a cycle and it has a

spanning tree ,*kr such that each connected component{{()ﬁGl’iL’ contains an even
number of edges.
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