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1. INTRODUCCION

El problema de aproximacion uniforme consiste en determinar los coedisianxo,
..., Xn de aquella combinacion lineal de un conjunto dado de funcifmesy, ... ,an}
continuas y definidas en un intervdl, 3], que mejor aproxima a una cierta funcion
b(-), también continua y definida €la,B]. Es decir, se trata de minimizap :=
max|b(s) — P(x,s)|, donde la variableg es el error maximo YP(x,s) := xgai(s) +
X2@2(S) + - +Xnan(S), X1,-.. , X € R denota una aproximacion lineal.

Es bien conocido que cuando el conjunto de funciones aproximantes es el de los
polinomios de grado menor qug el error maximo de la mejor aproximacion se
alcanza al menos en+ 1 puntos defa, 3], con signos alternos, y que esta mejor
aproximacion es Unica. Esta propiedad de alternancia no solo se verificaasoel

de aproximacion mediante polinomios, ocurre siempre que el confmttuncio-
nes{aj,ay,...,an} cumplan determinadas condiciones (vease Cheney (1966)). El
procedimento utilizado tradicionalmente para resolver esta clase de pesbésrel
algoritmo de Remez, en sus diferentes versiones. En el libro de Powell)($68
puede encontrar la descripcion de estos algoritmos.

El problema de aproximacién uniforme puede formularse como unlgmzbsemi-
infinito lineal de la siguiente manera:

(PA1) Min X
s.a. x+a(s) x> b(s)
xo—a(s)'x > —b(s)
X €R, xeR' sela,p

Los problemas de aproximacion de funciones constituyen, de hechoguna dpli-
caciones mas importantes de la programacion semi-infinita. En el libhnderson y
Nash (1987) se puede encontrar una discusion detallada del problenraxienagion
uniforme, que incluye la formulacion del dual standard de (PA1):

(DA) Max { 3 wi(9b(s)— ¥ wals) b(s)}

seS seS

s.a. Z wi(s) + Z Wy(s) =1

seS seS

> wis)a(s) = wa(s)als) =0y
seS seS
wi(s),wa(s) € RY ses
donde]RSrS) es el cono de las sucesiones finitas generalizadas no negativas. Si deno-
tamos el soporte d&; como supgwi) = {s € S:wi(s) > 0}, parai = 1,2, se tiene
que supgw;) es finito.
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Anderson y Nash (1987) han demostrado que uno de los métodos de cdenbio
Remez puede considerarse como una extension del algoritmo dual del spapéex
programas semi-infinitos lineales aplicado a (DA), pues pasa de unatsofactible
basica del problema dual a otra, aumentando el valor de la funcion @bj&igndo

las soluciones factibles basicas del do&,w») aquellas cuyo soporte, supy) U
supp(wz), contiene exactamentet 1 elementos que estan intercalados, de forma que
sis; < s estan en suppvy), existet € supp(w.) tal ques; < t < .

En el libro de Glashoff y Gustafson (1983) se hace un estudio exhauiieste par

de problemas duales. Bajo la exigencia de que el conjunto de funcionesagamntes
{a1,a2,...,an} es un sistema de Chebyshev de orden dos, se demuestra que no hay
fallo de dualidad. La caracterizacion de la solucion optima del primassgblece

a partir de las propiedades de las soluciones del problema dual y se @ropon
algoritmo de tres fases para resolver el problema (PA1).

EIl motivo por el que nos hemos planteado desarrollar un método prineat¢solver

el problema (PAl), es que la aproximacion uniforme de funciones yaplisacio-

nes dan lugar a una amplia clase de problemas de programacion sena-ifHiai},

gue se utilizan a menudo como ejemplos test para ilustrar el comportandento
procedimientos mas generales de PSI (vease, p.e. Hettich y Kortanek (1088)).
algoritmos que presentamos en este trabajo son especializaciones de un deétodo
direcciones factibles pensado para resolver problemas con funcion objatab y

con restricciones indexadas en subconjuntos compactis de

En la Seccion 2 estudiamos la caracterizacion algebraica de los puntos extremos
de las regiones factibles de (PAl) y de su dual como soluciones factiblesibas
primales y duales, demostramos que cuando la solucibn 6ptima dé¢malprimal
cumple la propiedad de la alternancia de signos, el 6ptimo se alcanza amtm p
extremo degenerado. En la Seccion 3 introducimos un esquema para determinar
direcciones factibles de descenso, basado en una condicion de optimalidgzbdel t
Karush-Kuhn-Tucker que da lugar a los tres algoritmos que detallamiasSztcion

4. Y, finalmente, en la Seccion 5 mostramos y comparamos los resultadoglobten

al resolver algunos problemas utilizando los diferentes métodos impladuen

2. PUNTOS EXTREMOS

En esta seccion se comprueba que la solucién 6ptima del problerhag@®&ncuentra
en un punto extremo de la region factible y caracterizaremos la forma g tien
estos puntos. Introduciendo dos funciones de holguias) = xo +a(s)’ x — b(s)

y 2(y,9) = %o — a(s)" x+ b(s), paray = (xo,x) podemos escribir (PA1) en forma
standard:
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(PA2) Min Yo
sa vi(9Ty—z(y,s)=b(s) seS
Vo(s)Ty—2(y,8) = —b(s) s€S
ye R zys) >0 seS

siendoS= [a, ], vi(s) = (1,a1(9),... Lan(s)7, va(s) = (1,—a1(s),...,—an(9)"
Z('7') = (Zl('7')=z2('7'))'

En un trabajo publicado en 1985 Nash define, en un contexto puramente algebraico,
los objetos fundamentales y las operaciones de la programacion lineal en gspacio
infinito dimensionales. De esta manera, puede extender las definiciones cierses
factibles béasicas degeneradas y no degeneradas, costes reducidos y pivoteode la pr
gramacion lineal al caso infinito dimensional. En particular, buscando efiraaion
algebraica de solucion factible basica, de manera que hubiera una codespa

con la de punto extremo, Nash demostré que lo que debia caracterizar @-una s
lucion factible basica es que define un subespacio sobre el cual se resualven co
unicidad la restricciones, este subespacio es precisamente lo que lladiGicaeli

cibn. Siguiendo su notacion, para el (PA2), tendriamosXjeeR™ 1 xC(S)?, donde

C(9?% = {(u,up) :uy € C(S),uz € C(9)} y la aplicacion lineal:

A X ——  C(87?
((x0.¥)7, (U1(),u2()) ——  (x0+a()"x—ui(-),x0—a(-)Tx—uy(-))

siendoC(S) el espacio de las funciones continuasSrDenotamos por

N(A) {((x0,X)7, (U, u2)) € RMIXC(9)2: uy(s) =
= Xo+a(s) T xux(s) =x—a(s) " x}

el anulador deA y por

B((x0,¥)7, (U, u2)) = {((Xo.X)".(V1,v2)) :IA > 0:((x0,X)7, (U1, p))
:t}\((X0=X)T7(V17v2)) > O}

la solidificacion de((xo,X)T,(u1,uz)). En ese mismo trabajo se demuestra que si
existe una solucion optimgy*;z°) € X, tal que la dimension dB(y*;z*) N N(A)

es finita, entonces el 6ptimo también se alcanza en un punto extremo. Eronuestr
caso, se comprueba facilmente dueA) tiene dimension finita. Por tanto, la Unica
solucion optima del problema (PA2) es un punto extremo.

Hemos comprobado que, al particularizar las caracterizaciones de punto extremo, so-
lucion factible basica degenerada y no degenerada para el problema (R&Bgrabs
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resultados analogos a los que Anderson y Lewis (1989) han establecidaraiinica
funcion de holgura. Por este motivo no incluimos las pruebas dedoseinas 2.1y
2.2.

Definicion 2.1. Sea(y; z) una solucdn factible del problema (PA2), se define cojtgjr
={s € S:z(y,s) =0} parai= 1,2,y constfy) = constr(y) U constk(y).

Para toda solucion factiblgy; z), los elementos de constiy), i = 1,2, son aquellos
en los que se alcanza la diferencia maxima ehfg y P(x,s). En los puntos de
consti(y) (constp(y)) esta diferencia es positiva (negativa). Por tanto, cefystn
constp(y) = 0, ya que si existiera” € S, tal quez(y,s*) = z(y,s’) = 0, entonces
Xo+a(s)Tx—b(s") =0=x—a(s)" x+b(s*), con lo quexo = 0 y la aproximacion
optima seria exacta.

Asumimos las siguientes hipotesis:

Hipotesis 1. Las funcionespb) y & (-), i =1,2,...,n, son n veces continuamente dife-
renciables.

Hipotesis 2. El conjunto constfy) es finito, para todo ye R"1,

Nota. Silas funcionesy;(-) y b(-) son analiticas, entoncesy z lo son y tienen un
namero finito de ceros €8 0 son idénticamente nulas. En particular, esta condicion
se cumple cuando las funciones aproximantes son polinonxs s analitica.

Definicion 2.2. Sea(y;z) una solucdn factible de (PA2), tal que consp = {s1, S,
.., Sn}. Denotamos por @) el grado de s € const(y), i.e. d(i) es el menor entero
tal que:

29 (y,5) =0 k=0,1,....d()
29 (y,5) #0 k=di)+1 i=1,2,....,m
donde z=2z o0 z= 2.

Teorema 2.1. Sea(y;z) una soluocdn factible de (PA2), entoncgy;z) es un punto

extremo siy solo si{y) = {x ¢ R"*! :vl((j) (s)"x=0,j=0,...,d(i),s € constk(y),
. . ) . T
k=1,2} = {Ons1}, donde {' (s) = (0.8 (5)." (s)..... & (s)) . paraj > 0.
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Nota. La condicionV(y) = {On+1} es equivalente a la independencia lineal de las
filas de la matrizB(y), cuyas columnas son:

VI(SL), . VA(Sp),Va(Spia), - - »Va(Sm), V4 (S1), Vi (s1), . VS

Vi(5p).- - V3 P (59) ValSp) V3 (Spe) - Vg

$1),--5Vi(Sp),

d
Sp+1)7 e 7V2(m) (S’T’I)

Esta condicion es, en realidad, la extension de la caracterizacion de ptreto@en
Programacion Lineal. La diferencia consiste en que, en el caso infinito denahs

hay dos clases de vectores involucrados en la definicidf(ge los gradientes de las
restricciones activas y lo que podriamos llamsus derivadas Visto de esta forma,
tendriamos que una restriccion activa proporciona mas informaciam programa
semi-infinito que en uno finito. Un comentario analogo puede hacerse acelaa de
soluciones factibles basicas no degeneradas que vienen caracterizadas por e¢siguient
resultado:

Teorema 2.2. Sea(y; z) una solucbn factible tasica de (PA2)(y; z) es un punto extre-
mo no degenerado si Y si la matriz By) es invertible.

Como ya se ha dicho, la solucién 6ptima de (PA2) es un punto eafrersegln se
comprueba a continuacion, si ademas verifica la propiedad de que el exonon’

de la mejor aproximacion se alcanza al menosierl puntos dda, 3], con signos
alternos (que denotaremos por AS), entonces es degenerado. Para nuestre, enfoq
esta caracteristica del problema condiciona el tipo de test de optimalidacggne-
radores de direcciones factibles de descenso (vease Anderson y Lewis (1989) y L

y Vercher (1992a)).

Teorema 2.3. Supongamos que se cumplen lasdtgsis 1y 2, que > 2y que la
solucbn dptima cumple la propiedad AS, entonce®plimo se alcanza en un punto
extremo degenerado.

Demostracbn. SeaP*(x,s) la solucion optima del problema de aproximacion uni-
forme. Por verificarse AS, sabemos que existen al meneo& puntos erS, sp <

S < - < &, tales quéh = |P*(x,5) — b(s)| parai =0,1,...,n, dondeh es el error
maximo. SiP*(x,s) = X1 a1(s) + X2 @x(8) + - - - +Xnan(s), entoncey* = (N, xq, ... , %) "

es una solucion optima del problema (PA2).

Por el Teorema 4 de Nash (1985) y dado que los coeficientes asociados a lasgsincio
aproximantes son Unicos, se tiene ygz‘) es un punto extremo. La matri(y*)
tiene exactamente+ 1 filas y|consty*)| > n+ 1.
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a) Si|const(y*)| > n+ 2, entonced(y*) tiene al menos + 2 columnas.
b) Si |constfy*)| =n+1yn > 2, entonces existg € int(S), tal ques es un

minimo local dez;(-) o dez(-), luegod(s) > 1, y hay enB(y*) al menos dos
columnas ligadas §. Asi, puesB(y") tiene al menos+ 2 columnas.

En cualquier caso, la matrB(y*) no es invertible, i.e.(y*;z") es un punto extremo
degenerado.
|

No ocurre lo mismo cuando= 1 o cuando la solucion 6ptima no verifica la propiedad
AS ya que podemos encontrar ejemplos, como el 2.1y el 2.2, en los queitadsol
Optima es un punto extremo no degenerado.

Ejemplo 2.1. Consideremos el problema de aproxirbés) = s, mediantea; (s) = 1,
paras € [0,1]. El mejor polinomio constante que aproxiré) esP*(x,s) = 0.5
y la solucion optima del problema (PA2) g5 = (0.5,0.5)T con z(y*,s) =1—s,
2(y*,s) =s, consti(y*) = {1}, constp(y*) = {0}, d(1) = 0=d(0). Por supuesto, la
matriz asociad®(y"*) es invertible e/* es una solucion béasica no degenerada.

Ejemplo 2.2. Consideremos la aproximacion de la funciafs) = & en [0,2], me-
diante una combinacion lineal de las funcioqesexp(s)}. Este es un problema
resuelto por Andreasson y Watson (1976) y cuya solucion coincideo(pacision)
con la que hemos obtenido al aplicar nuestro algoritmo:

y* = (0.53824531859089.18423413878878.41863079193408.
Se tiene que
consti(y*) = {2}, constp(y") = 0.40637642d(2) = 0,d(0.40637642=1

y puede comprobarse facilmente que no se cumple la propiedad AS y @seun
punto extremo no degenerado.

Cuando la aproximacion uniforme se lleva a cabo mediante el conjuntolidemios
{1,3,32,... ,s”*l} la estructura del problema nos proporciona algunas ventajas. El
Lema 2.4 recoge una forma muy simple de descartar que una solucidriefasa
punto extremo.

Lema 2.4. Sea(y;z) una solucbn factible de (PA2) y sean@) =< 1i=1,...,n. Si
al menos uno de los conjuntos con$y o constp(y) es vado, entoncesy; z) no es un
punto extremo.
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Demostracbn. Si ambos conjuntos son vacios, la solucion factible no tiene restric-
ciones activas y no puede ser un punto extremo. Supongamos que(Gonstr
{s1,%,... .5} parak > 1,y consts(y) = 0, por definicionv (s) = (1,1,... ,§“*1)T,
y las dos primeras filas d&(y) coinciden. En el otro caso, si congty) = 0, las dos
primeras filas dé(y) son linealmente dependientes.

|

También puede comprobarse facilmente que la direccion de descehsbO,_1) es
factible para soluciones factibles con copsty = 0, y que el movimiento a lo largo
de ella transforma los minimos globales positivos de la fundéholguraz(y,s), en
indices activos para el nuevo punto, sin cambiar el otro conjunto deemdctivos.
La direccion(—1,—1,0,_1) hace el mismo papel para la funcian

Ejemplo 2.3. Encontrar la mejor aproximacion @8 —s* en [-1,1], mediante una
recta:
(P) Min xg
s.a. Xo+Xi+se > -t seS
Xo—X1—S% > -+ seS

y° =(1/2,1/2,0)" es una solucion factible tal que congP) = 0 y constp(y°) =
{-1,0,1}. La direcciond = (-1,-1,0)7 conduce ay‘ = (1/8,1/8,0)", con
consti(y*) = {+v/2/2} y constp(y") = {—1,0,1}, que resulta ser la solucion optima
del problema.

Con respecto a la solucion del problema dual, se tiene que hay un ninfieito
de soluciones o6ptimas. So6lo cinco de ellas son basicas y vienen defimidassp
soportes:

(1) suppwi) ={-v2/2} y supgw;)={-1,0};
(2) supgwi) ={-v2/2} y suppwj) = {+1};
(3) suppwi) ={v2/2} y supgwj) = {+1};
(4) suppwi) = {£v2/2} y suppws)={0},
(5) supgwy) ={v2/2} y supgws)={0,1}.

Nota. Sea(y*,z") la solucion 6ptima de (PA2), cualquier solucion optima del dual
(wj,w5) verifica que consify*) D supfw;) parai = 1,2, por el Teorema de holgura
complementaria. Luego, para aquellos problemas en losogust(y*)| = n+ 1 hay
una Unica solucion o6ptima del dual. @onst{y*)| > n+ 1, entonces el problema
dual tendra al menos dos soluciones factibles béasicas optimas.
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Resumiendo, el problema (PA2) tiene una Unica solucibn 6ptimea,eguun pun-

to extremo (bajo ciertas condiciones, degenerado), pero el problema dual asociado
puede tener mas de una solucion factible basica 6ptima, dependiendiondelo de
restricciones que son activas en la solucion 6ptima del primal.

3. GENERACION DE DIRECCIONES DE BUSQUEDA

La estrategia que planteamos para resolver el problema (PA2) correspamésgue-

ma de descenso con direcciones factibles. Estos métodos construyen una@iaecuen
de soluciones factibles y calculan las direcciones de bUsqueda resolviéemcmigis
problemas de optimizacion, habitualmente lineales o cuadraticos. En etmile

la programacion semi-infinita han sido propuestos algoritmosméeaiones factibles

que trabajan con ciertos conjuntos de minimos locales de las funcionesgileah
sobre el conjunto de parametros S, previamente discretizado (vease, pdogfeaap
nier y Tits (1989) y Polak y He (1991)). Esto permite obtener reglaseeties para

el esquema de blsqueda, sin incrementar demasiado el coste computacional.

En nuestro caso, para establecer el criterio de optimalidad y para determinar las
direcciones de blsqueda intervienen, no solo las restricciones activagasibién

el conjunto de indices casi-activos que son minimos locales sobre eintmrge
parametrosS, que no hemos discretizado:

Definicion 3.2. Sea(y;z) una solucbn factible para el problema (PA2). Denotamos
por m:(y;z) el conjunto deindices de las restricciones casi-activas que sénimmos
locales de las funciones de holgusaparai=1,2,i. e. m(y;z) ={s € S:sesun
minimo local de zen Sy gy,s) < €}, dondes > O.

Hipotesis 3. Los conjuntos riy;z),i = 1,2, son finitos paratodo y R ye > 0.

Aunque el conjuntar(y; z) podria ser mucho mas grande que cefgtrlos elemen-

tos demg(y; z) tienen un significado especifico, para el problema de aproximacion,
gue puede utilizarse para mejorar la eficacia computacional del generador de las di
recciones de blsqueda:

Nota. Seay = (xo,X)" una solucion factible de (PA2), y s&is) = b(s) —a(s)" x su
funcibn de error. Se tiene qug(y,s) = xo— E(9) ¥ z(Y,s) = X+ E(9), si elegimos
s; € me(y;zz)\consti(y) entoncess; es un maximo local parg(-) y z(y,-). Y, en
consecuenciane(y;z1) N mg(y;z) = 0.
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Por otra parte, sabemos que para constfy), la funcion de erroE(s) es positiva
si s € consti(y) y negativa sis € constp(y). Luego, si queremos que el signo del
error E(-) en un puntos; € me(y;z1) (respectivaments, € me(y;z2)) sea positivo
(negativo), debemos exigir que > z1(y,S;) (X0 > z(Y,S;), respectivamente). Esta
idea sugiere actualizarde modo que siempre sea menor ggiecon lo que se reduce
la dimension de los problemas que generan las direcciones de blsqueda.

El problema (PA1) satisface, por construccion, la cualificacion de cesnes de
Mangasarian-Fromovitz, pues podemos avanzar a lo largo de la direceith 0,)"

sin abandonar el conjunto factible. En consecuencia, las condiciones de afainali
de tipo Karush-Kuhn-Tucker son necesarias y suficientes para caracterizarciarsolu
optima del problema.

Teorema 3.1. Seae un escalar no negativo. Una solaci factible(y; z) del problema
(PA2) esoptima si y 6lo si el valor objetivo ¥Qg(y)) = 0, donde

(Qe(y)) Min  do
sa. vi(9)Td > —z(y,s) se m(y;z)
V2(9)Td > —2(y,s) s € m(y;n)
-1<dj <1 j=0,....n

Demostracdn. Sea(y;z) una solucion factible tal que(Qg(y)) =0 y supongamos
que no es dptima. Entonces, existe una solutyérz?) de (PA2) tal que/f < yo, y el
segmentX = (y,y*] es un subconjunto de soluciones factibles que cumplerygue

Yo, para cady’ € X. Podemos elegy’ € X, tal que ma>{‘y’j -yj;i=0.1,... ,n}

< 1, dondey; denota laj—ésima componente de y tomar la direccioru=y —y.

Por construcciony;(t)Tu=vi(t)Ty —vi(t)Ty =z(y,t) —z(y,t) > —z(y,t) para
t € mg(y;z) ei=12. Luego,u es una solucion factible del probleni@:(y)) y
Uo=Yp—Yo < O, con lo que se llega a contradiccion.

Reciprocamente, se@;z) el optimo del problema (PA2). Notese que, para

0: mo(y;z) = constr(y) y tenemos exactamente una condicion de optimalidad de
tipo Karush-Kuhn-Tucker para (PA2) formulada como un programa lireabnces
v(Qo(y)) =0. Ademas, paratodo & € < € se tiene que & v(Qg(Y)) < V(Qe(Y)).

Por consiguientg(Qg(y)) = 0, puesd = 0 es una solucion factible del problema lineal

Qe(y)-
|

Nota. Para determinar la magnitud de avance maxirna lo largo de una direccion
cualquierad, es facil ver que debe calculange=inf{—z(y,s)/vi(s)" d: paras € Stal
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quevi(s)Td < 0}, parai = 1,2. Silos subconjunto§ := {s € S:vi(s)"d < 0} son

no vacios para= 1,2, entonceg" = min{|y, 2} y se asegura que el segmefity+

u*d] se mantiene factible. Ademas,i= 0, existe uns € Stal quevy(s)Td < 0,

pues el problema (PA2) es acotado y no pueden existir direcciones de recesion par
el conjunto factible. En consecuengia,= 2. Analogamente, s& = 0, resulta que

M= .

Para calcular la magnitud del avance la formulacion anterior no es manejable, asi
que a efectos practicos la hemos sustituido por otra equivalente. Hreloegta de
seccibn, y sin pérdida de generalidad, supondremos que las direccivokgiadas
cumplen ques # 0 parai = 1,2 y que se han construido de forma que no se planteen
problemas en los indices activos, i.e.zgy,s") = 0, entoncesl se genera de forma
quevi(s)Td > 0, parai = 1,2.

Lema 3.2. Supongamos qug;z) es una soludn factible, nodptima, del problema
(PA2). Sea de R"™?, definimos = inf{—z(y,s)/vi(s)"d: paras € S tales que
vi(s)Td < 0} parai=1,2. Entonces p= 1/A; dondeh; = sup{—Vvi(s)" d/z(y,s) :
s € S}

Demostracdn. Vamos a comprobar que parai = 1,2 no puede alcanzarse s S
tal quevi(s)"d > 0. Seali(s) := —vi(s)" d/z(y,s), entonces, para cualquisre S
tal quevi(s)'d > 0, se tiene que:

(@) siz(y,s) > 0, entonced(s) < 0,y
(b) siz(y,s) =0, por construccion se tiene qugs)’ d > 0, entonced;(s) = —o.

Sin embargo para € Stal quevi(s)'d < 0, se tiene quéi(s) > 0, puesto que
z(y,s) > 0. Por tanto, IA; = inf{—z(y,s)/vi(s)"d: s € Stales quevi(s)'d < 0},
siendoA; = sup[Li(s) :s € S}.

|

Para cada solucion factiblg;z) y € > 0, denotamos pod; (y) la solucion dptima

del problema lineaQg(y). Cuando se comprueba q(z) no es la solucidon 6ptima

del (PA2) parece logico usar la direcci@i(y) como direccion de descenso. Sin
embargo, hemos comprobado que en numerosas ocasiones no es factible, pues la
amplitud de avance asociada vale cero. Para obviar este problema se resuelve un
segundo programa lineal:

(Qe(y,d*)) Min go

sa. vi(s)Tg > —z(y,s)—0.75d) s € m(y;z)
Vo(s)Tg > —2(y,9) —0.75d5 s € me(y;z)
“1<d<1 j=0,..,n



donded; es la primera componente del vectir(y). Si denotamos pog;(y) su
solucibn 6ptima se comprueba gde= d; (y) + g:(y) es una direccion de descenso
gue, ademas, siempre es factible.

Lema 3.3. Sea(y,z) una solucdbn factible del problema (PA2)y > 0. Seade€
R tal que v(s)Td > —z(y,s), paras € me(y;z1), y w(s)"d > —2(y,s), para
se m(y;2)y—-1<d; <1 paraj=0,1,...,n Entonces, la amplitud de avance
méaxima a lo largo de d es positiva.

Demostracbn. Por el Lema 3.2 sabemos que la amplitud de avance maxima a lo
largo ded se calcula com@* = min{py, b} y 1 = 1/Ai dondeA; = sup{—Vvi(s)"
d/z(y,s) : s € S}, parai =1,2. Asi pues, se trata de asegurar gue< +oo, i.e.

que las funcioneg;(s) estan acotadas superiormenteSen

Por construccion de tenemos quei(s)Td > 0, paras € constfy;z), luego para
cada indice active" existe un entorno abiertd(s*) enSen el que no se puede alcan-
zar ese supremo. Para los indises S comprendidos en los subintervalos cerrados
restantes, limitados por entornos de indices activos consecutivosci@rL;(s) esta
acotada. Y, por la Hipbtesis 3, tenemos un nimero finito de estosenfalos, luego
la funcibn esta acotada superiormenteSen

|

Nota. Debido a la estructura del problema (PA2), y siguiendo el lema antptiede
comprobarse que cualquier vectdre R, que coincida cord;(y) excepto en
la primera componente (que podria tomarse caje- —yd;, y € (0,1)) serviria
como direccion«auxiliar», de modo que suméandoladf(y) permite obtener una
direccion factible de descenso. Sin embargo, hemos implementado la coitstrde

la direccion de blusqueda a partir dgy) + g; (y), pues podra utilizarse para resolver
problemas mas generales que el (PA2).

4. DESCRIPCION DE LOS ALGORITMOS

Vamos a describir un esquema de direcciones factibles con un generador de @gccio
de blsqueda basado en los resultados de la Seccion 3, que nos aseagtihiliddd

de todos los iterados si partimos de una solucion factible inicialdigminucion del
valor de la funcién objetivo del problema (PA2).

Se pueden conseguir diferentes implementaciones del método dependienfimmea la
de actualizar el parameti Valores pequefios dereducen el nUmero de restric-
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ciones que definen el problen@(y), y valores suficientemente grandes hacen que

el conjuntom(y;z) contenga todos los minimos locales y el algoritmo no se vea
afectado por indices que entran y salen alternativamente de dicho conjuntes Hem
trabajado fijande& = o, asi como con otras estrategias que hacen tender a cero el va-
lor de € mediante actualizaciones adecuadas. Se ha comprobado que la actualizacion
mas eficiente, y también mas robusta, para variaciones de la soluciotefautial,

es la de elegie = xp paray = (xo,x). Asi, pues, hemos llamado método Al al que
funciona del modo siguiente:

Meétodo Al.

Inicializacion. Elegir una solucion factibley!; z(yt,s)) € R™1xC(S)? de (PA2),
0 > 0y hacerk=1.

Etapa 1. Paray* = (xo,X), tomargy, = Xo y calcularme(y<; z(y¥,s)) parai = 1,2.

Etapa 2. Calculard*(y) = (dj,d;,... ,d;) una solucion dptima del problema lineal

st(yk)-
Sidy < —9o, STOP. En otro caso, ir a la Etapa 3.

Etapa 3. Calcularp (y¢) = min{py, o}, siendo
W = inf{—z(y%,s)/vi(s)T d*(y¥): paras € Stal quevi(s)T d*(y¥) < 0}, para
i=12
Si W (y<) > 0, hacen*tt = yK 4+ 1 (y<)d*(y¥),k = k+1 y volver a la
Etapa 1.
En otro caso, ir a la Etapa 4.

Etapa 4. Calcularg*(y¥), solucion 6ptima del problema line@,, (y¢,d").
Hacerd*(y*) = d*(y) + g*(y¥) e ir a la Etapa 3.

Nota. En la Etapa 3 se determina aquel valbrque incorpora al menos una nueva
restriccion al conjunto de los ceros de las funciones de holgura. Sestmaeri el
Lema 3.3 que la direccidbn generada en la Etapa 4 tiene asociada una amelitud d
avance maxima que es positiva. Asi pues, el algoritmo no puede ciclarse.

Dado que la solucién 6ptima del problema (PA2) es un punto extreasoglecidimos
a incluir en el anterior esquema de direcciones factibles una etapa de purifigaeio
utilizando los resultados de la Seccion 2, proporciona una soldaitiible basica.
Hemos comprobado que esta etapa interna acelera la disminucion del ietbroob
en las etapas iniciales. Cuando la cardinalidad del conjumgatg z) y la localizacion
de los minimos locales se fija en torno a los valores que correspondesotution
Optima, el método Al puede evolucionar directamente de un punto extrerno. a
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Nos planteamos si debia ejecutarse la etapa de purificacion para cada iteradsga
solucién factible basica o sblo cada cierto nUmero de iteraciones y leemgsobado

gue es mas eficiente este segundo criterio. El estudio comparativo realizadorgn L
Sanmatias y Vercher (1996) muestra claramente la ventaja de purificaneatla
iteraciones. Los resultados computacionales para una gran cantidad de @&sstanci
mostraban un ahorro del 33% en el nUmero de iteraciones al utilizar esteocrsti
pues, se ha implementado un método hibrido, que llamamos métqamué2ombina
etapas de purificacion con el generador de direcciones de bUsqueda anterior.

Meétodo A2.

Inicializacion. Elegir una solucion factiblg/®; z(yt,s)) € R™1xC(S)? de (PA2),
tomare =, 8 > 0y N > 1, hacery =yt y k=1.

Etapa Interna. Calcular constlY). SiV(Y) # {On+1} aplicar un algoritmo de puri-
ficacion hasta llegar a un punto extreiy; z(y, s)).

Etapa 1. Paray* = (xo,X), tomargy, = Xo y calcularme(y<; z(y¥,s)) parai = 1,2.

Etapa 2. Calculard* (y¥) = (dj,d;,... ,d;), una solucion dptima del problema lineal

st(yk)-
Sidy < —9&, STOP. En otro caso, ir a la Etapa 3.

Etapa 3. Calcularp’ (y¥) = m{ul Hz} siendo
=inf{ -z (y%,s)/vi(s)T d*(y¥): paras € Stal quevi(s)T d*(y) < 0}, para
i=12
3.1. Sig(y¢) > 0, hacentL = vk 1 (y<)d* (y¥).
Sik < N, hacerk=k+ 1y volver a la Etapa 1.
Si k=N hacerY = y**1 k=1 y volver a la Etapa Interna.
3.2. Sig*(y¥) =0, ir a la Etapa 4.

Etapa 4. Calcularg® (y*), solucion 6ptima del problema line@X, (y¢,d*)
Hacerd*(y<) = d*(y¥) + g*(y¥) y volver a la Etapa 3.

En resumen, el método A2 encuentra un punto extremo como solucion,iejeialita
duranteN iteraciones un esquema de direcciones factibles y para proseguir comprueba
si el iteradoN—é&simo es punto extremo, i.e. la etapa interna de purificacion se aplica
cadaN iteraciones del método. Para realizar esta etapa interna hemos extendido
un algoritmo de purificacion (Ledn y Vercher (1992b)) que estabdidde para una
Unica funcion de holgura y que encuentra un punto extremo del pral{le&2) como
méaximo en(n+ 1) iteraciones a partir de cualquier solucion factible.

Pensando en la aplicacion de este esquema hibrido para la resolucitrbtEmas
mas generales, hemos programado una version del método A2 que no aalaliza
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parametrog, y lo hemos llamado método A3. No hemos considerado necesario
introducir su esquema algoritmico, pues la Unica diferencia con el anéique en
cada iteracion se utilizan todos los minimos locales para generar las diexce
blsqueda.

5. RESULTADOS NUMERICOS

Todos los métodos se han implementado en lenguaje C en un ordenadorperson
HP Vectra VL4/100 y funcionan con doble precision. Respecto a los pai@snet
introducidos, queremos sefialar que: el criterio de parada que hemnipadatikes
d=10"1% un minimo local se considera un cero de una funcién de holgura cuando
su valor es menor que la precision standard®1§ hemos tomaddN = n+ 1, pues

se ha considerado el papel de la etapa interna de purificacion como una especie d
«restart del método de direcciones factibles.

En todos los métodos se calcula el conjunto de minimos loaalég, z ), utilizando
un algoritmo de blUsqueda multi-local unidimensional (Lebn, Sdfas y Vercher
(1998)), que resuelve también eficientemente el calculo de la amplitadatee en
la Etapa 3.

Las direcciones de bUsquedg(y),g:(y) y el valor de la funcion objetiva(Qg(y))
se obtienen resolviendo los programas lineales correspondientes mediantinas
de CPLEX Callable Library. Asimismo, las direcciones de blsqueda gietitho de
purificacion se calculan utilizando estas subrutinas de CPLEX. Hay qadasajue
en el contador de iteraciones de los métodos A2 y A3 estan incluidas lqsdoizs-
iteraciones realizadas en la etapa interna de purificacion.

Para comparar el comportamiento de los métodos introducidos hemosaesgat

nos problemas de aproximacion, y presentamos los resultados obtenitisstablas
siguientes. En la primera columna aparecen las caracteristicas de cada praslema r
suelto y la solucion inicial utilizaday = (M, 0,), siendoM una cota superior dé(s)|

en S. Las otras columnas incluyen: el nUmero de iteraciones (#iter); el naneero d
evaluaciones de las funciones de holgura (#exjalel tamafio medio de los problemas
lineales resueltos (Plmean) y el valor de la funcion objetivo del problema (PA2)
en el bptimo (errorméaximo). En los problemas de la Tabla 1 el conjunto de funcio-
nes aproximantes es el de los polinomios de grado menongé#,s,s’,...,s""1}.
Para los problemas de la Tabla 2 se han utilizado diferentes conjuntascie-f
nes aproximantes{sin(s), cogs)}, {1,s,sin(s),cogs)}, {1,s 5%, sin(s),cogs)} y
{1,528 — 1,4s> - 3s,85" — 85° + 1,165 — 20s® + 5s}, respectivamente.

Realmente, el mayor esfuerzo computacional se hace al calcular la amplitud de avance
K*(y), pues las direcciones de blsqueda (tanto en la etapa interna como en la Etapa
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2) se obtienen como solucion de problemas lineales de tamafio menar-gRe
lo que se corresponde con la cardinalidad del conjunto de minimos lodateks
primeras iteraciones hay relativamente pocos minimos locales, posterieresta
nimero tiende hacia la cardinalidad del conjunto cdyiStr dondey* es el dptimo.

Tabla 1
b(s),S n,y° método  #iter evalz  PL mean error maximo
sin(s),[0,1] Al 18 936 3.13 .000155410916
n=4 A2 20 1179 3.69 .000155406095
(sin(1),0) A3 12 699 3.35 .000155407474
cogs),[—1,1] Al 23 1843 4.37 .000041877535
n=>5 A2 25 2124 4.89 .000041879797
(1,0) A3 16 1301 5.16 .000041898024
1/1+,]0,1] Al 29 2328 4.78 .000521989105
n=>5 A2 24 1797 4.19 .000521989396
(1,0) A3 19 1504 4.45 .000522046387
tan(s),[—1,1] Al 22 2506 6.24 .002602827389
n==6 A2 35 3293 4.87 .002628279523
(tan(1),0) A3 15 1857 6.04 .002602824791
1—exp(—s?) Al 50 5733 5.48 .014256567265
[-2,2\,n=7 A2 35 4544 6.29 .014256566041
(b(2),0) A3 18 2725 7.61 .014256634097
Tabla 2
b(s),Sn,y° meétodo  #iter evalz PL mean error maximo
1/1+%,[0,1] Al 1 389 2.53 .030554447874
n=2 A2 7 303 2.40 .030554446088
(1,0) A3 6 257 3.11 .030554466387
1/1+,[0,1] Al 20 1120 4.00 .002099731524
n=4 A2 18 986 3.48 .002099728652
(1,0) A3 13 757 3.70 .002099741233
1—exp(—s2) Al 12 1227 5.47 .054222163691
[-2,2l,n=6 A2 25 2446 5.16 .054222163691
(b(2),0) A3 18 1663 5.39 .054222195516
1—exp(—<2) Al 40 4227 5.07 .163381197911
[-3,3,n=6 A2 64 6328 5.03 .163381193882
(b(3),0) A3 30 2560 5.11 .163381228959
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Ya se habia indicado que el método Al era el mas eficiente para diferentes actual
zaciones del paramets incluido € = «. ARadirle una etapa interna de purificacion

no resulta demasiado ventajoso, aunque en algunos problemas pueda daremejor
sultado. Una posible explicacion de este comportamiento es que seapitiaamdo

dos criterios que producen efectos contrarios dentro del mismo métadpok2ina
parte, reducir el nUmero de restricciones casi-activas (por debajg) de por otra,
completar el nUmero de ceros (en la etapa interna) para alcanzar un punto extremo.

En cambio, el método A3, que genera las direcciones de blsqueda utilipaioddos
minimos locales, y que también aplica la etapa de purificacion cada ciertera de
blsquedas, es el mas eficiente de entre todos los métodos que hemampomy El
método A3 necesita menos iteraciones para llegar a la solucion optiananclientra
con menor coste computacional. También se ha comportado mejor que uea imp
mentacion anterior en la que aplicabamos la etapa interna a cada sohgtibfefno
bésica.

La comparacion con los resultados obtenidos por otros algoritmosiigs de progra-
macibn semi-infinita para resolver el problema (PA2) puede ser poco eepatsa,

pues esos métodos incorporan una etapa previa de discretizacion delted@jyn
luego resuelven el problema finito resultante mediante diferentes esqueamasuip-

to interior en Ferris y Philpott (1989), refinamiento de la discretma@h Hettich

y Gramlich (1990)). Otra dificultad adicional radica en la diferencia de @i®ti
utilizada y en el hecho de que no se indican las soluciones iniciales.

Tabla 3

b(s),Sn,y° método #iter evalz PL mean error maximo
£,[0,2]
n=2 NEW 11 13420 62 0.53824312
(%0,1,1) A3 19 499 1987 0.5382453186
sin(s), [0, 1]
n=3 NEW 7 8920 50 0.00450552
(%0,1,1,1) A3 9 406 848 0.0045050895

En el trabajo de Zhou y Tits (1996) se introduce un algoritmo derprogcion cua-
dratica secuencial, que resuelve problemas continuos minimax para aretigaion
fina (501 puntos equidistantes) del interv8lg dos de los problemas planteados son
de la forma (PA1). El primero coincide con el Ejemplo 2.2 y el segundaist:n
en aproximar la funcion s{s) utilizando los polinomios{1,s,s’}. En la Tabla 3
incluimos los resultados obtenidos con su algoritmo NEW, el mas efcmtios
presentados, y afiadimos el nUmero de evaluaciones de las derivadas deitagefuin
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de holgura (#evalzd). El comportamiento del método A3 ha sido muy diferente
para estos dos problemas. En el Ejemplo 2.2 ha sido computacionalmetatgocos
mantener la factibilidad de cada iterado en un entorno del isdic@ 40637642 para

la funcion de holgura, —dondeL(s) presenta una discontinuidad evitable—. Se
ha calculado la amplitud de avance maxima con mucha precision para evitgrda i
sibilidad primal, y ese esfuerzo queda reflejado claramente en la columna zaval
Este problema no se presenta cuando se esta trabajando con un subadisprato
de S

Pensamos que el método A3 puede ser eficiente también para resolver aitemjais
semi-infinitos lineales, pues tanto el esquema que genera las direcciondesactiho
la etapa de purificacion son generales.
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1. INTRODUCTION

The uniform approximation problem can be stated as follows: given ancmnits
function b(-) defined on|a, ], our interest is to approximate it by a linear combi-
nation of a given set of continuous functiofia;,ay, ... ,a,} also defined ora, f].
Under certain conditions it has been shown that the maximum error in theapes
proximation occurs at least at+ 1 points in[a, 8], with alternating sign and that this
best approximation is unique. There are some ascent methods that soyvasing
the above property (see Powell (1981), for instance).

So, the objective is to minimize the maximum difference between theiambt-)
and the approximating function

P(x,8) :=x1a1(S) + X2@2(S) + - - - + Xnan(S), where Xxi,....%n € R,

that is to minimize the maximum errop := max|b(s) — P(x,s)|. It is well known
that this problem can be written as a semi-infinite program:

(PA1) Minimize X
s.a. Xo+a(s)Tx > b(s)
xo—a(s)'x > —b(s)
X €R, xeR', sela,p

The approximation problems and its applications provide a broad diaes-infinite
programming problems (see for instance Hettich and Kortanek (1993)).

2. EXTREME POINTS

Nash (1985) defines, in an algebraic framework, the fundamental objects aral op
tions of linear programming posed in infinite dimensional spaces. Indeeedxtends
the definitions of degenerate and non degenerate basic feasible soletioced costs
and pivoting of finite linear programming to the infinite dimensiboase. We have
studied the adaptation of their characterizations of degenerate and non dedgasscate
feasible solutions for our problerm and we have derived some prepemincerning
to them.

Our main result in this section, Theorem 2.3, shows that, under certircariditions
andn > 2, the optimal solution of the semi-infinite problem (PAl), statedhe
standard LP form, is a degenerate extreme point.
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3. SEARCH DIRECTION FINDING SCHEME

We give a feasible directions scheme that constructs a sequence of feakikitens
by solving finite linear programs. The search direction computation fakesccount
the gradients of the near-binding local minimizer constraints for theentiiterate
and it uses &arush-Kuhn-Tucketype optimality criterion.

Let us denote by = (x0,X), Va() = (1,a1(8),a(9), .. ,an(s)T, Va(8) = (1, ~a(s9),
—ay(s),...,—an(s))" fors € S. Then we have the following result:

Theorem 3.1. Lete be a non negative scalar, then a feasible solutigirz) is optimal
if and only if the objective function valu¢@c(y)) = 0, where

(Qe(y)) Min  do
sa. vi(9Td > —z(y,s) sec m(y;z)
vo(s)Td > —z(y,s) s € m(y;z)
-1<dj <1 j=0,...,n

where z(-) and z(-) are the slack functions defined asi(gs) = vi(s)Ty — b(s),
2(y,s) = v2(S)Ty+Db(s) for s € S, and m(y;z) denotes the set of indices of near-
binding constraints that are local minima of the slack functign) fori = 1,2, that is
me(y;z) = {s € S:sisalocal minimizer of ziin S ang(s) < €}.

For computational reasons, we assume thdly;z) is finite for ally € R and
€ > 0. The analytical functions, for instance, satisfy this assumption.

At each iteration the algorithm solves the LP problem above, for a fegsilite (y; z)
ande > 0. Letd;(y) indicate the optimal solution diQg(y)). It is accepted that the
main drawback to obtain an efficient primal method for semi-infinite lineag@am-
ming problems is in the computation of the maximum steplepghy). Concerning
to this question, we have proved the following result:

Lemma 3.2. Suppose thaty;z) is a non-optimal feasible solution, and () is an
optimal solution of(Q¢(y)). Let y = inf{—z(y,s)/vi(s)T d;(y): for s € S such that
vi(s)Tdi(y) < 0}, then = 1/A; whereA; = max{—vi(s)" d; (y)/z(y.s) :s € S} for
i=12

In some cases, the maximum steplength aldhg) could be zero. So, we must
construct a suitable perturbation of the direction in order to guardhéemovement
in the neighbourhood ofy,z) without encountering a boundary. This modification
is, in fact, the addition of another vector obtained through the swiudf a finite LP
subproblem.
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4. DESCRIPTION OF THE ALGORITHMS

First, we consider a pure feasible directions scheme, based on TheoremtBel as
generator of search directions. Depending on the updating rules, fare obtain
diferent versions of the method. After an empirical study, we decided higabést
choice is setting = xo, for y = (xo,X), to give that we call method Al.

With the aim of deciding if the addition of a purification step impliesne improve-
ment over method Al, we have implemented a version of the method thad éscit

A purification step can be performed every time we get a non basic feasiblkosol

or after a certain number (fixed or not) of iterations, and its efficacy is gliffierent.

We stated method A2 in such a way that it finds an extreme point throughteah in
feasible solution, then alony iterations it uses a pure feasible-direction scheme and
it checks whether thil + 1 iterate is an extreme point, otherwise a purification step is
performed, and so on. Hence it applies the purification step at most Rv&ations,
whereN = n+ 1 is the dimension of the vectgr

We have called method A3 to a modification of method A2 that setso, that is it
does not update at each iteration.

5. NUMERICAL RESULTS

In order to compare the performance of the methods we have made someaaalimer
experiments. We present our results at three tables in which some relevaattehar
ristics appear. We could say that method A3 is the most efficient, in the $kas

it needs less iterations to find the optimum. Moreover this method doaldlso

useful for solving other semi-infinite linear programming problebecause both the
direction generating scheme and the purification step have been stated in a general
form.
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