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ESTIMACION DEL PARAMETRO b DE RICHTER
A PARTIR DE LAS MEDIDAS IMPRECISAS DE
INTENSIDAD EPICENTRAL
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El objetivo de este trabajo es la estimacion del pardmetro exponencial de Richter
que determina la distribucion de probabilidad de la variable intensidad de mo-
vimientos sismicos que se producen en una determinada zona. Las medidas de
intensidad sismica son, por propia naturaleza, imprecisas y por ello se propone
estimar el pardmetro mediante un procedimiento que incorpore la imprecision de
los datos. Se cuantifica la imprecision asignando a cada medida de intensidad
una distribucion de probabilidad sobre el rango de intensidades. Cada medida im-
precisa de intensidad se puede entonces interpretar como una realizacion de una
variable aleatoria valorada en el espacio de Hilbert lz(R) cuya esperanza se iden-
tifica con la distribucion de la variable intensidad. La estimacion del pardmetro se
obtiene entonces a través de la minimizacion de la distancia cuadrdtica en 12(R)
entre la distribucion tedrica de la variable intensidad y la media muestral de las
medidas imprecisas de intensidad. Se puede demostrar que el estimador asi obte-
nido proporciona bajo ciertas hipotesis, razonables en la prdctica. un estimador
del pardmetro asintéticamente centrado y normal. Se aplica el método a la ob-
tencion de los estimadores del pardmetro de Richter para dos catdlogos sismicos
concretos, uno real correspondiente a una zona del Pirineo Oriental vy otro simu-
lado. Los resultados se comparan con las estimaciones de mdxima verosimilitud v
Bayes obtenidas al considerar los datos como precisos.
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1. INTRODUCCION

En la prictica de la ingenieria sismica es preciso determinar la posibilidad de
que una cierta obra civil se vea afectada por una accién sismica durante determi-
nado periodo de tiempo. Este tipo de cdlculos suele recibir el nombre genérico de
«evaluacion de la peligrosidad sismica». Entre los pardmetros que determinan la pe-
ligrosidad se encuentran los periodos de retorno de distintos tlpos de terremotos y la
proporcién entre distintos tipos de accién.

En las regiones de sismicidad moderada surge una problemadtica especifica rela-
cionada con la calidad de los datos disponibles. En dichas regiones, los periodos de
retorno a estimar pueden ser muy largos, frecuentemente por encima de los cien afios,
y , en consecuencia, para proceder a su estimacién es necesario disponer de los datos
recogidos a lo largo de varios siglos. Obviamente estos datos no son homogéneos en
su calidad y, ademds, pueden ser incompletos.

Por ejemplo, en el Pirineo Oriental, no se dispone de datos instrumentales hasta
1914 y estos datos no son completos hasta los afios sesenta o mds tarde. Se hace,
por tanto, necesario utilizar la intensidad sismica como pardmetro para caracterizar
el «tamafiano» de un terremoto. Esta opcién permite la extension de los catdlogos
sismicos mds alld del periodo de tiempo en que se dispone de datos instrumentales.

La intensidad sismica se define a partir de los efectos que un terremoto produce
en un lugar. Se trata de los efectos sobre edificios, ruido percibido. vibraciones de
ciertos objetos, alteraciones de topografia, e incluso reacciones de la poblacién frente
al terremoto. En base a esta informaci6n se construye de forma cualitativa una escala
discreta de intensidades que va de uno a doce. Nos referiremos aqui a la escala MSK
de uso en Europa (ver [29]).

La definicién de los distintos grados indica claramente que la intensidad que
se asigna a un terremoto depende de muchos factores que varian con los tiempos
histéricos. Por ejemplo, cultura y dispersién de la poblacién, calidad de los edificios,
posicién del epicentro respecto de los niicleos de poblacién, etc.

En la actualidad la intensidad se evalia mediante encuestas sobre la poblacién
afectada. El nimero de personas encuestadas es, ain hoy en dia, muy variable
(normalmente la extensién de la muestra es muy baja) y la muestra no se puede
considerar aleatoria.

Ademds, el procesado de las encuestas para deducir la intensidad en el epicentro
adolece de un enorme grado de subjetividad. La situacién es mds precaria para
datos correspondientes a siglos anteriores al XX. Para esos terremotos la intensidad
epicentral debe deducirse de informaciones documentales casi siempre parciales y que
no tienen por qué adecuarse a la definicién de la escala de intensidades.
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En consecuencia, la intensidad sismica, incluso en tiempos recientes es un dato
impreciso. Un terremoto consignado, en un catdlogo sismico, como de intensidad
epicentral siete en el siglo X VIII podria haber sido de intensidad ocho si el epicentro no
coincidi6 con un nucleo de poblacién, pero también podria corresponder a intensidad
seis si los informes consultados tendieron a exagerar los dafios o los efectos sobre la
poblacién. El margen de error puede incluso extenderse a otros grados de intensidad.
En este planteamiento subyace la idea de que cada terremoto posee una intensidad
epicentral «verdadera» pero desconocida.

Otro factor que interviene criticamente en la utilizacion de catdlogos histéricos
de terremotos es la completitud de los datos. Ciertamente algunos sucesos sismicos
pueden quedar ignorados en los catdlogos. ya sea porque no afectaron a poblaciones.
porque no se consignaron los efectos o porque los informes documentales se perdieron.
Esto involucra especialmente a las intensidades mas bajas. En nuestro enfoque del
problema no contemplamos la problemadtica derivada de la completitud de los datos.
limitandonos a considerar catdlogos supuestamente completos.

El problema de la evaluacién de la peligrosidad sismica teniendo en cuenta la
imprecision de los datos sélo ha sido abordado timidamente. Ello es debido, en parte,
a que los desarrollos mds importantes se han realizado en zonas de alto riesgo en
las que se dispone de muchos datos instrumentales. Asi, los métodos tradicionales
(ver [7], [18], [19]) sdlo tienen en cuenta incertidumbres en la atenuacion sismica
para estudiar la peligrosidad local, y de forma un tanto vaga la imprecisién de la
localizacion del epicentro.

Posteriormente se ha comprendido que la mera estima puntual de probabilidades
de ocurrencia no informa suficientemente al usuario de los resultados. Por ello se han
introducido modificaciones en los métodos clasicos. Especial mencion merecen los
métodos bayesianos que permiten obtener ficilmente estimas por intervalo de proba-
bilidad (ver [5], [9], [11], [22]). Pero la introduccién de los errores de la intensidad
en la estimacion de los parametros de la peligrosidad, desde distintas perspectivas, es
mads reciente (ver [6], [10], [12], [14]).

La escasez de técnicas estadisticas para analizar datos imprecisos de intensidad
es una de las razones por las que las intensidades se anotan, en la mayor parte de
catalogos, como datos precisos. A lo sumo, en algunos catdlogos se consignan c6digos
de fiabilidad de las intensidades. Resulta, por tanto, de interés ensayar diferentes

metodologias de estimacién con datos imprecisos asi como la codificacién de los
mismos.

Existen diversos intentos de utilizar datos intervalares (ver [1], [20]) y parametros

borrosos (ver [15], [26], [31]) en el problema de la peligrosidad sismica (ver [14]).
No obstante, el enfoque intervalar implica la suposicién de un comportamiento pro-
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babilisticamente uniforme en el intervalo de error. lo que no refleja adecuadamente
muchas situaciones reales.

El planteamiento con datos y pardmetros borrosos completa, en cierto sentido, las
técnicas intervalares. Sin embargo conlleva la interpretacién y manejo del concepto
de pardmetro borroso, que no es practica usual en la ingenieria sismica ni en la
evaluacion de la peligrosidad sismica.

Las técnicas de estimacion bayesiana (ver [3], [25]) han sido utilizadas amplia-
mente en el andlisis de la peligrosidad sismica (ver [7], [11]). Sin duda, estos métodos
bayesianos son una potente herramienta para resolver problemas asociados a la eva-
luacién de la peligrosidad sismica, con la ventaja de una interpretacion clara desde
un punto de vista probabilistico. No obstante su utilizacidon, incluso en casos muy
sencillos, puede, como veremos, presentar graves dificultades.

En este trabajo abordamos el problema de la estimacién del pardmetro de Richter
cuando la imprecision en los datos de intensidad se cuantifica mediante distribuciones
de probabilidad sobre el rango de intensidades. A partir de aqui la muestra de inten-
sidades imprecisas se entiende como una muestra de una variable aleatoria a valores
en un espacio de Hilbert. Ello nos permite la utilizacion de ciertos argumentos de
cardcter geométrico que combinados con los de tipo probabilistico, nos llevan a la
obtencién de un estimador asintéticamente centrado y normal. Los resultados tedricos
se aplican a la obtencion de los estimadores en dos casos préacticos concretos. Uno
corresponde a un catdlogo sismico real y el otro a un catdlogo simulado.

2. EL MODELO DE INTENSIDAD

Nos planteamos como objetivo estimar el pardmetro exponencial (pardmetro de
Richter) que determina la frecuencia relativa de las diferentes intensidades, en una de-
terminada regién sismica, a partir del catdlogo correspondiente de intensida-
des.

Consideraremos las intensidades sismicas { = iy,... ,i, donde iy e i; son respec-
tivamente las intensidades menor y mayor de todas las consideradas. El valor de iy
se fija normalmente en funcién del interés en ingenieria sismica y frzcuentemente
es ip = 5. La intensidad superior i suele determinarse a partir de las intensidades
maximas registradas en la regién y frecuentemente iy = 10, 11, 6 12.

En general se procede de la manera siguiente: dado un terremoto, se le asigna una
intensidad epicentral, I, entre los valores iy € i;. [ es un experimento multinomial y en
consecuencia la distribucion de la variable aleatoria [ : Q — R, queda especificada
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por las probabilidades

iy
pi=P(I=i), i=ig,...,iy  con Y pi=1.

=iy

Sin embargo, tradicionalmente se suele considerar que estos parametros estan ligados
por alguna ley exponencial. Esto proviene del hecho experimental (ver [27]) de
que las magnitudes sismicas a gran escala obedecen a una distribucion exponencial,
conocida con el nombre de ley de Richter.

Por analogia, se suele considerar que las intensidades epicentrales en una zona
también siguen este tipo de distribucion en su versién discreta. De las diferentes
versiones existentes hemos adoptado aqui el siguiente modelo acumulado.

P(I>i)y=e U=} i=iy i

P(I>ip) = 1. P(I>i)=0

que da lugar a la funcién de probabilidad
pi=PU=1i)=e "m0 (1 —¢h), P =g

py=P(I = i) = e7P0)

El pardmetro b determina ahora la distribuciéon de / y lo denominaremos parametro
de Richter.

El modelo de comportamiento probabilistico mds utilizado para describir las ocu-
rrencias de terremotos en un periodo de tiempo es el de Poisson. Se han propuesto
diversos modelos alternativos (Ver [24], [28], [30]) que se caracterizan por ser no
estacionarios y depender de miiltiples parametros, lo cual los hace poco utilizables en
zonas de baja sismicidad donde escasean los datos.

3. ESTIMACION DEL PARAMETRO b CUANDO SE CONSIDERA LOS
DATOS PRECISOS

Supongamos que disponemos de un catdlogo de datos sismicos completo a lo largo
de un tiempo T en el que se han registrado m sucesos cuyas intensidades, supuestas
precisas, son yi,...,¥m. Suponemos ademds que el comportamiento probabilistico de
esta muestra corresponde a la funcién de probabilidad dada por la Ley de Richter.
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Simy es el nimero de veces que los valores i < i, aparecen en la muestra, entonces
la funcién de verosimilitud es

L1, ymib) = ¢ P00 (1 gy

y consecuentemente el estimador maximo verosimil es

~ my
b=log| ———— + l>
g( (v~ o)

cuya varianza asintética viene dada por:

Vb)) = L

nEj, [ ( (—%logP,(b)) ]

j— 1
3

o1 = .o - iy —hli—i . T b=
z:“:l”(ll ,_];_(l—lﬂ)) (I_" h)" bi '(”'4-'(’.\_’0)'(' lis =i

—¢

El intervalo de confianza asintdtico se obtendra sustituyendo b en esta expresion
por el valor estimado b y tomando el valor resultante como la varianza del estimador,
que a su vez se supone normal. Si escribimos V(b) para indicar la varianza asint6tica
asi obtenida. el intervalo de confianza 1 — o serd

~

(b—-2y/V(b),b+2/V(5)

donde : representa el punto para el que la funcién de distribucion correspondiente
a una distribucién normal estandarizada toma valor igual a 1 — 5. Si adoptamos
el enfoque bayesiano para estimar b, nos encontramos con que no se dispone de
funciones de densidad a priori conjugadas de fdcil manejo.

La distribucion gama de pardmetros B, g parece adecuada para modelar la distri-
bucion a priori de b ya que dicho parametro b es positivo, y a priori deberia suponerse
unimodal.

= £

A partir de la funcién de verosimilitud L(yy,...,ym:b) = (1 —e™?)™ e—h(z;;‘ (sj=io))
calculamos la funcién de densidad a posteriori:

W (b) = -ébq“(l - e—b)mle_”(B-F(ZT:l()','—i“)) 0<h
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donde la constante C queda determinada (ver [13]) por:
o= e (1 - e"’)'"'e_h(BJr(zi’n:‘(""‘i">)db =

T(g)(= 1" Ly (= D(Y) '

k (rn|1—[34—(2"":1(_\',‘—-In))——k)q

Il

Si se toma la esperanza a posteriori de b como estimador bayesiano puntual se
tiene, resolviendo integrales similares a la anterior:

() (B (S —) 4)
08 (Bt (S = 0) =4)

E'(h)=gq

El intervalo de probabilidad corresponderd a los percentiles §. 1 —§ de la distri-
bucidn a posteriori.

Puede utilizarse una funcion de densidad a priori impropia no informativa (ver
[3], [25]) poniendo en la distribucién a posteriori g = 1, B = 0. Con ello. la moda de
la densidad a posteriori coincide con el estimador maximo verosimil.

Observemos que en este caso la densidad a priori no es la conjugada de la dis-
tribucioén de la variable /. La densidad a posteriori no corresponde a una densidad
usual y, por tanto, el cdlculo de los percentiles para el intervalo de probabilidad es
algo mds costoso que cuando no es asi.

4. DATOS IMPRECISOS DE INTENSIDAD

En los catdlogos sismicos, normalmente. se especifica el momento en que ocurrid
el suceso, su posicién epicentral, y una estima de su intensidad epicentral. De este
primer catdlogo se extraen los sucesos que corresponden a la regién estudiada, al
rango de intensidades de interés y que ademds, estdn dentro del intervalo de tiempo
en el que se supone que el catdlogo estd completo para cada intensidad. Después de
esta primera depuracion de los datos procederemos a la codificacion de su imprecision.

Asignaremos una distribucion de probabilidad a cada suceso, de manera que dicha
distribucién constituird el dato impreciso de intensidad epicentral. Asi; por ejemplo,
supongamos que en el catdlogo consta que el suceso @ ha sido de intensidad k.
Entonces se asocia a el dato impreciso x(®) consistente en una distribucién de pro-
babilidad sobre iy,... , i, que para cada intensidad i = iy, ... , i, toma el valor y(w)(i).
Este valor, x()(¢), se interpretard como la probabilidad de que el suceso ®, consigna-
do como de intensidad & en el catdlogo, haya sido en realidad de intensidad epicentral
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i. Si disponemos de m sucesos @i,...,m,, con sus respectivas distribuciones de
probabilidad y(w;) sobre los valores de intensidad, escribiremos, a fin de simplificar
la notacién, x| = x(®1),...,Xm = X(®m). Entonces la probabilidad x(w;)(/) de un
valor i de intensidad segin x(w;) se escribird y;(i)

De este modo, a cada suceso ® del espacio de probabilidad se asocian: a) una
intensidad epicentral «verdadera» I(®), que no es directamente observable y que por
tanto se desconoce y b) una distribucién de probabilidad representada por la funcién
de probabilidad x = (). En términos generales el problema que se nos plantea es el
de estimar el pardmetro asociado a la distribucidn de probabilidad de una variable / :
Q — R, cuando la informacién de que se dispone al realizarla es una distribucién de
probabilidad. Al realizar m repeticiones independientes de un mismo experimento, la
muestra que se obtiene consiste en m distribuciones de probabilidad que generalmente
no son iguales, y es a partir de estos datos que queremos estimar el pardmetro de la
distribucién de X. Observemos que si /(®;) = I{m,), ello no implica necesariamente
que X1 = x(®;) sea igual a 2 =y (m2) ya que en general serdn diferentes. También
puede suceder, tal como lo estamos planteando, que Y (®;) = x(®2) y I(w1) # I(®2).

Los catdlogos sismicos tradicionales sélo especifican la intensidad epicentral de
cada suceso y, a lo sumo, una indicacién mds o menos vaga de su precisién. Por
tanto, la obtencién de un catdlogo de datos imprecisos de intensidad comporta una
tarea larga de revision de datos y documentos histdricos. A continuacién presentamos
una evaluacién preliminar de los datos contenidos en el catdlogo del Pirineo Oriental
que mds tarde utilizaremos para ilustrar las técnicas de estimacion.

La zona del Pirineo Oriental considerada esta definida por una poligonal cuyos
vértices son los de la tabla 1 y que se sefialan en el mapa adjunto de la zona (Fig. 1).

Esta zona ya fue utilizada en [9] en un estudio con datos supuestamente precisos.
El catdlogo, proviene de Mezcua y Martinez ( [21]) y ha sido complementado con

otras informaciones provenientes del Servei Geologic de la Generalitat de Catalunya
(ver [4}).

Tabla 1

Pirineo Oriental

Long. 0.30 1.80 2.30 3.60 3.00 0.90

Lat. 42.60 42.00 42.10. | 42.20 43.20 43.00
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Figura 1

Dependiendo de la fecha y de la intensidad que consta en el catdlogo se ha
asignado una distribucién de probabilidad al dato impreciso. La tabla 2 muestra los
diferentes tipos de funcién de probabilidad (dato impreciso) que se suponen centradas
en la intensidad que figura en el catdlogo original.

Tabla 2

Periodo Intensidad Catdlogo impreciso
i-2 i-1 i i+1 i+2
1000-1800 | 5<i<7 | 005 0.10 0.70 0.10 0.05
1000-1800 i>8 0.00 0.10 0.75 0.10 0.05
1801-1914 | 5<i<6 | 0.01 0.12 0.75 0:12 0.00
1801-1914 i>7 0.00 0.12 0.80 0.08 0.00

1915-1950 i 0.00 0.10 0.80 0.10 0.00
1951-1980 i 0.00 0.07 090 0.03 0.00
1981-1990 i 0.00 0.04 095 001 0.00

1427-1428 i=10 0.00 0.10 060 020 0.10
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De esta forma disponemos de una muestra imprecisa de la variable intensidad I que
notaremos:

= (i) 1)) %2 = (20)s-- %200 ) 2w = (onlio)s - X))

Sin duda, la asignacidn sistemadtica de estas funciones de probabilidad viene afec-
tada por una componente fuertemente subjetiva. Su modificacién y mejora corres-
ponde a un largo y costoso estudio de los datos histéricos. En este sentido, los
estudios histdricos iniciados bajo los auspicios del Servei Geologic de la Generalitat
de Catalunya pueden aportar en un futuro préximo mejoras importantes. La figura
2 proporciona una representacion grifica del catdlogo del Pirineo Oriental. con datos
imprecisos. Cada linea vertical corresponde a la probabilidad de que el terremoto
ocurrido en la fecha sobre la que se encuentra dicha linea, haya sido de la intensidad
correspondiente. En esta representacion gréfica, de cara a la informacidén visual que
proporciona, hay que tener en cuenta dos factores. En primer lugar, sucede a menudo
que para un mismo afio se superponen distintos terremotos en las diferentes intensi-
dades. Ello significa que el conjunto de todas las probabilidades sobre un mismo afio
no constituyen una distribucién de probabilidad. En segundo lugar la representacion
es general para todos los registros y no para cada periodo de completitud del catdlogo.

10.

probabilidad-intensidad

. U e
bl Illll

it Ll
T T T T T
1300. 1400. 1500. 1600. 1700. 1800 1900. 2000

fecha

Figura 2

Pirineo Oriental
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Desde un punto de vista practico, una primera aproximacion al problema de la
estimacion de b a partir de estos datos imprecisos, nos lo proporciona la posibilidad
de obtener diversas muestras precisas de la variable / a partir de la realizacién de
las distintas distribuciones ; de la muestra imprecisa. Cada vez que realizamos un
elemento de la muestra imprecisa obtenemos una muestra «precisa» de la variable
inicial / que nos da inmediatamente el estimador de mdxima verosimilitud b del
parametro b. Si repetimos el proceso un determinado nimero de veces obtendremos
un nimero de estimadores igual al nimero de repeticiones, y podremos tomar como
estimador el promedio de todos ellos.

Desde la dptica bayesiana, podemos plantear a nivel tedrico la estimacién de
b incluyendo la imprecisén de los datos en el cdlculo de la densidad a posteriori
realizado en el apartado 3. Si consideramos la muestra de / imprecisa, disponemos
de las distribuciones X1, ... ,X». Llamamos Y; a la variable aleatoria, que proporciona
el valor de la intensidad en la observacién j-ésima y que por tanto su distribucién de
probabilidad es y ;. Entonces el nimero de veces que observaremos sucesos para los

que i < iy es una variable aleatoria que indicaremos por M. La densidad a posteriori
es

1 e m i
I;IIMI,YI,“nym (bl"llaylv' . 7'\,vm) = qu_l(l - e_h)M'e h(B+(2/:l(Y/ 1))) O < [7

y al ser M,,Yy,....Y,, variables aleatorias. la distribucion a posteriori de b es en
realidad la distribucion marginal de b. O sea:

fllx(b) = z f}lyl(b)P(Ml = I7Z|,Y1 =V vym :ym)

my,vyye.e\¥m

Al no poder calcular la distribucién conjunta de M,Y1,... .Y, no se puede obtener
- ‘
(b).

5. ESTIMACION DEL PARAMETRO b CUANDO SE CONSIDERA LOS
DATOS IMPRECISOS

Tenemos la variable aleatoria intensidad / : Q — R cuya distribucién de pro-
babilidad corresponde a la ley de Richter del apartado 2 y que indicaremos por Pj.
Queremos estimar b a partir de una muestra imprecisa, en el sentido del apartado 4,
de la variable /. Sea xy,...,¥n dicha muestra.

Enfocaremos el problema de estimacién de b en el contexto de elementos aleatorios
en espacios de Hilbert. Para abordar el problema utilizaremos los resultados de [23]
sobre elementos aleatorios en espacios métricos separables.
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Representaremos cada distribucién de probabilidad, (p;,, ..., pi,) definida sobre el
rango de posibles intensidades, i, ... ,i,, mediante el elemento (0,...,0,p;,,...,pi,
0....) del espacio vectorial [' de las sucesiones de nimeros reales absolutamente
sumables. En estos términos, la ley de Richter corresponde a

P, = (o O 1 —e~h k(1 — ey, el lb —e"’).e"~“”.0,...)

. - . . I . ”
Al ser [' subespacio del espacio de Hilbert I* de las sucesiones de niimeros reales
de cuadrado sumable, interpretaremos una muestra imprecisa

X1 = (o) X1 (), o X = Omio), - xm(iy))

. . . 2 )
de la variable /, como una muestra de una variable aleatoria ¥ a valores en [“. Esto
es, una funcién medible

X (QAP)— (. B)
con B, la c-dlgebra generada por los abiertos de /> segdn la norma definida por

I{akteen!l = (o) |ak|2)’l.f

Consideremos el conjunto M = {(0,....0,pi,....pi,0,...) €' | p; >0,
S _oPip =1} C 'y observemos que x(Q) C M

Las realizaciones de  constituyen la informacion que extraemos de las realizacio-
nes de la intensidad /. Para que esta informacién pueda ser fiable deberemos suponer
que las distribuciones de probabilidad que nos proporciona la variable ¥ no son exa-
geradamente arbitrarias sino que son coherentes con los resuitados de /. Es decir, los
comportamientos probabilisticos de / y y han de estar relacionados de manera razo-
nable. Se supondrd, por hipétesis, que la esperanza E () = [, x(®@)dP de la variable
X coincide con la distribucién de probabilidad de la variable /. Esto es:

E(X) = Pp.

Esta hipdtesis puede justificarse ya que E(x) € M, y la probabilidad que asig-
na la distribucién de probabilidad E(Yx) a cada i, con k=0,...,s, es E(x)(ix) =
Jax(w)(ix)dP. Es decir, E(y) asigna a cada posible yalor de intensidad i, la proba-
bilidad esperada de que / = i;. Parece adecuado entonces considerar que el compor-
tamiento probabilistico de ¥ sea tal que dicha probabilidad esperada coincida con la
probabilidad de i, dada por Py,

Por la ley de los grandes nimeros, para variables aleatorias valoradas en espacios
de Hilbert, la distribucién promedio muestral ¥, = ;L—Z;';I Xi converge en probabilidad
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a Py, lo cual sugiere estimar b mediante el valor que minimiza, en %, la distancia
L. — b) -
cuadratica ||fm (®) — Pp||? entre m = - 3™ % Y Pb.

m &t

Obsérvese que los valores que minimizan esta distancia cuadrdtica son los mismos
que minimizan la funcién

m

Lt nih) = S o= Pl = 3, <= Pri = Br >
i=1 i

=

Llamaremos Bm al estimador de b tal que min{,,}L(xl N T A (AT

B,,,) obtenido a través de la ecuacién %ﬁ =0.

2
Suponiendo que E [(;%HX - Phl|2) ] es finita y teniendo en cuenta que la funcién

L(X1s---,Xm;b) es tal que %%;L(b) estd acotada en el entorno de todo punto b, se
comprueba, mediante argumentos paralelos a los de los teoremas 2.1, 2.2 y 2.3 de
[17] cap. 6, que la ecuacién %L(Xl ,---»Xm:b) = 0 tiene, con probabilidad tendiendo

a uno cuando m — oo, una raiz b, que corresponde a un minimo de L(Yi.... . Xm:b)
cumpliéndose ademds que la sucesion /m(bu(X1,--- ,Xm) — b) converge en ley a una

variable normal de esperanza cero y varianza

E (< %)’Q,X—P;, >2)
By

6. CASO PRACTICO DE ESTIMACION DEL PARAMETRO DE RICHTER

Hemos aplicado el desarrollo anterior a la estimacién del parametro de Richter
para dos catdlogos sismicos. Uno de ellos es un catdlogo obtenido por simulacion

y el otro es el catdlogo presentado en el apartado 4 correspondiente a la zona del
Pirineo Oriental.

El catdlogo del Pirineo corresponde al perfodo comprendido entre 1940 y 1987 en
el que se registraron 20 terremotos de intensidades comprendidas entre 5 y 10. En el
catdlogo simulado, en un periodo de 750 afios, se han registrado 362 terremotos de
intensidades comprendidas también entre 5 y 10. En el caso del Pirineo Oriental se
asocian los modelos de imprecision de la tabla 2 tal como se explicé en el apartado 4
y en el caso del catdlogo simulado la asociacién se hace por sorteo, en proporciones
preestablecidas y con b = 1. La figura 3 representa el catdlogo simulado de manera
andloga a como se represent6 el catdlogo del Pirineo Oriental, en la figura 2.
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En primer lugar se ha realizado la estimacion mediante las técnicas estandar de
madxima verosimilitud y Bayes considerando los datos como precisos.

10

AR
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}.;l-,"l | t)

i |
P R B B O BRI ;

0. 100. 200. 300. 400. 500. 600. 700. 800.

probabilidad-intensidad
;

fecha

Figura 3

Catdlogo Impreciso Simulado

En segundo lugar se ha procedido a la estimacién de b después de haber modelado la
imprecision de los datos muestrales segtn las distribuciones de la tabla 2. Las estimas
se han realizado por simulacién y mediante £. Tal como ya se apunté anteriormente,
la estima bayesiana con imprecisién no es en este caso viable.

Por dltimo se ha utilizado la funcién L para estimar b cuando suponemos que
la imprecisién se anula. Partfamos de unos registros puntuales iniciales a los que
se habia asignado un modelo de imprecisién. Si ahora sustituimos los modelos de
imprecisién por distribuciones de probabilidad que asocian probabilidad uno al valor
registrado y cero a los demds valores, estamos anulando la imprecisién introducida
anteriormente, pero a pesar de ello podemos llevar a cabo la estimacién de b con
la misma técnica ideada para tratar el caso de datos imprecisos. Los resultados se
presentan en la tabla 3.

Las filas ML(datos precisos) y Bayes(datos precisos) corresponden a las estima-
ciones de b cuando se supone que en los registros no ha habido imprecision y se
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acepta como buena la intensidad consignada en el catdlogo. Se dan aqui (Columna
Est. punt.) las estimas de mdxima verosimilitud y bayesiana del pardmetro. Se indica
también (Columna Std. A) la desviacion tipica asintética para el caso del estimador
maximo verosimil y la desviacion tipica de la distribucién a posteriori para el caso
de la estima bayesiana.

En las dos filas siguientes se tienen los resultados de las diferentes estimaciones
del pardmetro cuando se supone que los registros de que se dispone son imprecisos y
que ademds dicha imprecisién se cuantifica a través de los modelos de imprecision de
la tabla 2. En este caso la estimacion de b se lleva a cabo por simulacién, primero y
luego utilizando L. Como se indicé en 4, la obtencidn de la estima simulada se realiza
mediante el promedio de los distintos estimadores maximo verosimiles obtenidos para
cada muestra simulada.

Tabla 3

Est. punt. Std. A Std. BS d(?)
ML (datos precisos) 0.8935 0.04882

Bayes(datos precisos) 0.8963 0.04890

Sim(datos imprecisos) 0.8158 0.02067

L (datos imprecisos) 0.7920 0.04564 | 0.04492 0.01679
Lg (imprec. nula) 0.8935 0.06318 | 0.06044 | 0.03104

(a) Estimacion del pardmetro b de Richter. Catalogo Simulado

Est. punt. | Std. A | Std. BS d(?)
ML (datos precisos) 1.253 0.2991
Bayes(datos precisos) 1.334 0.3129
Sim(datos imprecisos) 1.244 0.1098
L (datos imprecisos) 1.034 0.2951 | 0.3003 | 0.07458
Lg (imprec. nula) 1.040 0.3172 0.3191 0.08376

(b) Estimacion del pardmetro b de Richter. Pirineo Oriental
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La segunda columna (Std. A) da la desviacién tipica asintética estimada del estimador
b, obtenido con la funcién L, segiin su expresién dada en el apartado 5, en donde

E (< %};,k,x—~P;, >2) se estima mediante 1 3" (< %ﬁh___’;,x,'—Pi) >2> y ||%’;§H4

i=1
P,
. ary, . 4
mediante || 52, _;|I*.
En la tercera columna (Std. BS) se tiene la estimacién de la desviacion tipica de
b obtenida mediante bootstrap sobre la muestra imprecisa, en la que se ha muestreado
mil veces. Observemos que estas dos estimaciones son practicamente coincidentes.

En la dltima columna se aporta una medida del grado de cumplimiento de la
hipétesis E(y) = P,. Para verificar el cumplimiento de esta hipdtesis es preciso
conocer el verdadero valor del pardmetro b y la esperanza de ; ello evidentemente
no es posible y, en principio, aceptaremos que en nuestro caso y para nuestros datos
la hipétesis se cumple. A pesar de ello, al converger ¥, a E(x), la distancia en [>
entre {m y Pj, con b el estimador correspondiente de b, nos proporciona una cierta
medida del grado de cumplimiento de esta hipdtesis. Indicamos esta distancia en
las tablas mediante d(/?). Por tanto, cuanto menor sea el valor que aparece en la
cuarta columna mds podemos confiar en el cumplimiento de la hipétesis establecida.
Los valores numéricos obtenidos indican que en el caso del catdlogo simulado las
distribuciones Pj son prdcticamente iguales a la distribucién %, y en el caso del
catdlogo de Catalunya tampoco son muy diferentes. Podemos suponer cémodamente,
entonces, que la hipdtesis se cumple en ambos casos.

En la cuarta fila (Lg) se presentan los resultados andlogos a los de la tercera,
pero en este caso, reduciendo la imprecisién a cero. Es decir, cuando suponemos
que los datos son precisos y lo expresamos considerando que la muestra obtenida la
constituyen distribuciones con probabilidad uno en los registros iniciales. Se recogen
aqui los resultado de aplicar la funcién L anterior a este caso, siendo el significado

de los distintos apartados andlogo al de los correspondientes apartados de la tercera
fila.

Observemos que tanto en el caso del catdlogo simulado como en el real se ob-
tiene un valor estimado de b menor cuando se considera los datos imprecisos que
cuando se hace nula la imprecisién. Ello es coherente con el hecho de que » mide el
decrecimiento de la frecuencia relativa con la intensidad (logP(I > i) = ~b(i — iy)).
La proporcién de terremotos es mds grande para intensidades pequeiias y cuando se

.modela la imprecisién tal como hemos hecho aqui la cesién de probabilidades que se
produce de unas intensidades a otras redunda en un aumento de las probabilidades en
las intensidades superiores y, en consecuencia, en un decrecimiento de la probabilidad
con la intensidad y en la obtencién de una estima menor que la obtenida con datos
precisos.
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In this paper the problem of seismic Richter b parameter estimation star-
ting from imprecise intensity data when the imprecision is quantified by a
distribution of probability is considered. An imprecise data value of inten-
sity is perceived as a realization of a random probability measure which is
represented on the Hilbert space I*(R). In distinction to Baves approach
geometrical and probabilistic arguments in the Hilbert space lead to the
construction of an assymptotically normal and centered estimator of Rich-
ter b parameter which provide good results through easy calculations.
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We aim to estimate Richter’s exponential parameter, which caracterize the seismic
activity in areas of low seismicity when working with imprecise data.

An epicentral intensity value I € {ip,...,is} is assigned to each given seismic mo-
vement. The probability distribution of the random variable I : (2, 4,P) — (R, Br),
is determined by the probabilities

i.\
pi=P=i), i=iy,...,iy  with Y pi=1.

i=i()

By hypothesis the exponential accumulated model derived from the Richter’s law
for seismic intensities is assumed to be:

P(I>i)=¢e =) i=iy . i

P(I>ip) =1, P(I>i)=0
This leads to the probability function P, defined by

pi=P=i)=e "0 (] —¢7) P =g, iy

py= Pl = i) = e M0}

and the Richter’s parameter, b, characterizes the distribution of the random variable
I

The available data for estimating b are given by the seismic catalogue of the
area in which the estimated epicentral intensities are specified. This measurements
of seismic intensity are, by their very nature, inaccurate and weakely defined. The
estimation of the parameter is carried out taking into account in the procedure the data
uncertainties. The uncertainty of the data is quantified by attributing to each intensity
measurement a probability distribution over the range of intensities. If the intensity
stated in the seismic catalogue for the event ® is k, the uncertainty on the observed
intensity value is modeled by assigning a distribution of probability x(®) to ®. This
x(w) is a probability function defined on iy, ... ,i;. For each i =ig,....i, the value
x(w)(i) is the probability of i being the true intensity of the event @ which in the
catalogue was indicated as / = k. For m events ®,...,®,, we will obtain a sample
X1 =x(®1),-.., 4m = () which will be called imprecise sample. ‘

We represent each probability distribution, (pj,,...,pi,), on the range of intensi-

ties, by the sequence (0,...,0,pi,---,pi,,0,...) of the space I'(R) C I*(R) Hence,
the imprecise sample

X1 = (Xl(io)v'-- 7Xl(i3‘)),'" s Am = (Xm(’())a ,Xm(is))
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of I corresponds to a sample of a random variable
X (QA.P) — (P(R),B)
being B, the G-algebra generated by the open subsets of the Hilbert space /*(R)

The probabilistic behaviour of random variables / and Y are related by the hypot-
hesis
E(x) =P

where P, denotes the probability measure associated to /.

The estimation, by, of parameter b is obtained through the minimisation of. the
function

LX) = D i = Poll?
=1

which represents the sum of squared distances in [°(R) between the theoretical dis-
tribution of the intensity variable, /, and each element of the imprecise sample.The

norm in 2(R) is |[{axheen|| = (Tp, |ak|2)%

It can be shown that the estimation obtained in such a manner provides, under
certain reasonable practicable hypotheses, an assimptotically centred and normal es-
timator.

The method is applied to the estimation of Richter parameter for two specific
seismic catalogues, one real and corresponding to an area in the Eastern Pyrenees
and a simulated one. We have given a model of uncertainty to each intensity value
stated in the Seismic Catalogue following the information provided by the Servei
Geologic de la Generalitat de Catalunya. We apply also the method to estimate b
with the data when considered accurate. When imprecise data are replaced by the
probability distribution over {io,...,is} which assigns probability one to the intensity
in the seismic catalogue and zero to the other intensity values the method applies.
Both cases (imprecise data and accurate data) are compared.
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