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NUEVOS ESTIMADORES DE LA
VARIANZA EN POBLACIONES FINITAS

M. RUIZ ESPEJO*
Universidad Complutense de Madrid

Obtenemos una expresion de la varianza de una poblacidn finita en
funcion de los tamarios relativos, varianzas y medias de los estra-
tos o conglomerados en que puede ser dividida la poblacién. Como
consecuencia de esla nueva expresién, podemos desarrollar varios
estimadores consistentes y no negativos de la varianza poblacional
en muesireo esiratificado y muesireo por conglomerados con o sin
submuestreo. En cada caso, los estimadores de la varianza poblacio-
nal son insesgados o conservativos (en el sentido de Woller, 1985).
También se derivan dos nuevos controles de la estimacidn de la media
poblacional en la linea de Ruiz (1987). Finalmente, comparamos los
estimadores de la varianza de las estrategias intermedias propuestas
por Ruiz y Santos (1989) con respecto al cldsico estimador de grupos
aleatorios (Wollter, 1985). El primero resulta asintéticamente mds
preciso si el tamario n de cada muestra parcial independiente crece
suficientemente, cuando el tamanio poblacional N es muy grande.
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INTRODUCCION

Usualmente las técnicas de muestreo se enfocan a la estimacién de la media
poblacional. Aunque se han dedicado menos espacios a la estimacién de la
varianza poblacional o de la varianza de los estimadores de la media poblacional,
los avances recientes- en- este-campo prometen un mayor aprovechamiento de la
informacidén proporcionada por muestreo.

En este articulo presentamos avances metodoldgicos en la estimacién de la
varianza poblacional en el muestreo estratificado y por conglomerados de pobla-
ciones finitas (una referencia bibliografica del tema es el trabajo de Ruiz ¥y Ruiz,
1992), en la seccién 1.

También en la seccidn 2 justificamos la utilidad del estimador de la varianza
para estrategias intermedias sugerido por Ruiz y Santos (1989) que asintética-
mente serd mejor en precisién que el estimador clésico por grupos aleatorios (una
referencia 1til de estimadores de la varianza es la de Wolter, 1985).

1. ESTIMACION DE LA VARIANZA POBLACIONAL

1.1. Planteamiento

A lo largo de la historia matematica y estadistica se han ido ofreciendo varias
expresiones de la varianza de una poblacién finita. Una de ellas, debida a Ruiz
(1987), es concretamente

L -1 2

2 Faa

= P P -
o? Zh(fh‘i‘z R | Hh l—P +PL(1—PL

L -1 2
ZPh(/ih" ] ,

(1.1)

donde L es el nimero de estratos o conglomerados, P, = N, /N es el peso
relativo del estrato h, N es el tamafio del estrato h y N el tamano de la
poblacién finita. También pp y p representan la media del estrato h y de la
poblacién global respectivamente. Finalmente o2 es la varianza del estrato h.

Esta nueva relacién, (1.1), permitié disefiar un control o comprobacién de
la estimacién de la media poblacional en el muestreo estratificado estandar.
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Ademsés, ahora podemos desarrollar una nueva férmula de la varianza poblacio-
nal inspirdndonos en una relacién clésica,

(1.2) N%¢? = ZNZ(X; - X;)°
i<j

que puede verse por ejemplo en Murthy (1963).0 Chaudhuri (1978), donde N es
el tamaifio de la poblacién finita, y o2 es la varianza de la poblacién finita.

La anterior relacién clasica (1.2) permitié a Murthy (1963) proponer un es-
timador de la varianza poblacional, insesgado y no negativo, razonando de un
modo similar a como se hace con el estimador Horvitz-Thompson (1952),

1 (Xi — X;)?

~2 ¢ J

7= FZZ 71’,']'
1<JES

siendo s la muestra seleccionada de acuerdo con un diseflo p no ordenado (Cassel
et al., 1977) y m;; es la probabilidad de inclusién de las unidades 7 y j en la
muestra; la admisibilidad de este estimador fue justificada por Sankaranarayanan
(1980). Posteriormente Liu y Thompson (1983) trataron de nuevo este problema.

1.2. Nueva expresién de la varianza poblacional

Como es bien conocido, la varianza de una poblacién finita admite la descom-
posicién usual de la varianza total en variacién dentro de estratos y variacidén
entre estratos siguiente

L L
(1.3) o? = Puok + ) Pulun — p)’.
h=1 h=1
De (1.2) tenemos

1 ¢ 1 %
NZN"(”" —-u)?= WZ D NN (= pg)*,
h=1 h<yg

y ahora de (1.3) podemos sustituir la dltima relacién para concluir que

L L
(1.4) o’ = zPhdg + Z ZPth([.th - ﬂg)z.
h=1

h<g
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Como consecuencia de esta nueva descomposicién del andlisis de la varianza,
podemos construir varios estimadores consistentes, no negativos y conservativos
de la varianza poblacional, asi como insesgados; en la seccidn siguiente 1.3 damos
dos controles de la estimacién de la media poblacional en muestreo estratificado
usual.

1.3. Dos nuevas expresiones de la media poblacional

Igualando los segundos miembros de (1.1) y de (1.4), tenemos

ZZPth(ﬂh - l‘g)z =

h<g
L-1
L—-1 ZP}‘N" 1 L-1
=>P — =t Pupn — (1= P,
’; O sy +PL(1—PL) hz_l with = ( L)1

2

De aqui, tenemos despejando

1 L—-1
F=1 P, {hzlph#th

L—-1

thﬂh

L L-1
F | P(1-P) Zzphpg(ﬂh—l‘g)z_zph ,Uh"h=1
h=1

2 1- P,
\
(1.5)

y, como en Ruiz (1987), si el orden de las medias de los estratos es creciente, o
maés simplemente si

1 L-1
,uL > 1_ P Z‘Phﬂh)
Lh=1

omitiremos el signo menos previo a la raiz cuadrada de (1.5). Otra expresién
vélida para la media poblacional es

L L
(1.6) p=, Y Papk =Y D PaPo(pn — py)*,

h=1 h<yg
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férmula més sencilla que (1.5), porque (1 6) no requiere los célculos tan complejos
como (1.5). Obviamente la relacién mas simple es la clésica

(1.7) p= ZPh#h-
h=1

No obstante, las férmulas (1.5) y (1.6) pueden ser consideradas como nuevos
controles del cédlculo de la media poblacional p, y por tanto de su estimacidén

al sustituir p, por fip en (1.5), (1.6) 6 (1.7) en el sentido propuesto por Ruiz
(1987).

1.4. Estimacién de la varianza en muestreo por conglomerados

1.4.1. UN ESTIMADOR INSESGADO EN MUESTREO POR CONGLOMERADOS SIN
SUBMUESTREO

Si tenemos a la poblacién finita de tamafio N clasificada en L conglomerados
de tamafios Nj(h =1,2,...,L) con

N = iNh,
h=1

un estimador insesgado y no negativo de la varianza poblacional o2 en muestreo
por conglomerados sin submuestreo es

(1.8) =y nt 7h DY A (”" - "9)
hes, h<gé€s:

donde s; es la muestra de unidades primarias, y 7, y mThg(> 0) son las proba-
bilidades de inclusién de las unidades primarias h y &, g respectivamente en la
muestra. El estimador (1.8) es exactamente insesgado, pues si introducimos la
variable aleatoria auxiliar
{ 1 sihes
ep =

0 sih¢sy,
entonces E(en) = 74, y E(en eg) = mhy, y consecuentemente

E(5%) = th— E(eh)-l-ZZPP 'uh ”g) E(eneg) =

h<g

ZPhah +ZZPI:P (#h _l‘g)

h<g
debido a (1.4).
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1.4.2. UN ESTIMADOR CONSERVATIVO, CONSISTENTE Y NO NEGATIVO EN
MUESTREO POR CONGLOMERADOS CON SUBMUESTREO

Puede verse directamente que el estimador no negativo de o2 (si 6% son no
negativos),

(1.9)

=Y Al Y YR, B Bz l),

h€s, h<g€sy

es consistente si ah Y fin son consistentes respectivamente para crh y un. Hemos
denotado s; a la muestra de conglomerados o unidades primarias, y w, y The
son las probabllldades de inclusién de unidades primarias en la muestra. Segui-
damente, 67 y fis se calculan a partir de las unidades secundarias obtenidas por
muestreo asumiendo que estos estimadores son insesgados respectivamente para
o7 y pn. Entonces, 62, sobreestima a o2,

E(62) = EE, ZPh—eh+ZZPP ,ug) eg| =
h<g
Ez(ﬂh Ae)?
= E EP;, eh+EEPP =2 B9 e, | >
h<g
> E; ZPh—eh+ZZPP ) eney =02,
h<g

porque Ei(en) = 7 y Eq(en eg) = mhy en la ultima 1gualdad aplicando previa-
mente la desigualdad de Jensen. Ademés, 62, generaliza a 62 dado en (1. 8).

1.5. Estimacién de la varianza en muestreo estratificado

1.5.1. ESTIMADORES CONSERVATIVOS Y CONSISTENTES EN MUESTREO ESTRA-
TIFICADO

El estimador no negativo (cuando son 47 no negativos),

(1.10) = EPhah+ZZPhP (in = fig)?

h=1 h<yg
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es consistente para estimar la varianza poblacional o2, si los estimadores Any

&% son consistentes. Por ejemplo, siendo

1 &
i = LS .
fin nh’; iy Y
Ny -1 1 &
~2 ~ N2
= ° X'i_ )
Oh A “"—1;( hi = fin)

donde nj es el tamafio muestral en el estrato h, y donde las observaciones
obtenidas en este estrato por muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento
(mas) son Xp1, Xn2,--., Xan,. Si ademds, como en el ejemplo, fip y 6% son
insesgados, el estimador &2 es conservativo en el sentido de que sobreestima o2.

En efecto,

E(62)

st

L L
E|Y Pioi+ >3 PuPy(in — ig)?| =
h=1

h<g

L L
= D P E@R)+ D PPy E(in — 1,)* >
h=1

h<g

L L
EPhO'}Z, + ZZPth(ﬂh - ;Ug):Z = 0'2:
h=1

h<g

v

porque E(53) = of y E(in — ) 2 [E() — E(#)]* = (un — tp)?, por la
desigualdad de Jensen.

Otro estimador diferente, consistente y no negativo (cuando 67 son no nega-
tivos) es

L L
(1.11) 6% =D Paoi + Y Pulin — fu.)?
h=1 h=1
el cual es conservativo en las mismas hipétesis que el anterior dado en (1.10).

Los estimadores (1.10) y (1.11) son mucho m4s simples en la préactica que los
dados por Miras (1985) y Hedayat y Sinha (1991), si bien estos son insesgados
y todos ellos aplicables en muestreo estratificado.

1.5.2. ESTIMACION INSESGADA EN MUESTREO ESTRATIFICADO

Una visién integradora de estimadores insesgados de la varianza poblacional
en muestreo estratificado puede derivarse de la relacién (1.4). En efecto, si T},
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es la media muestral en el estrato h, tenemos que si h # g, con disefio de
muestreo aleatorio simple con reemplazamiento (masr) o sin reemplazamiento
(mas) dentro de los estratos,

E(Zh - 5,)* = E(F} — 24%, + B2) = (un — 1) + V(&) + V(E,),

por lo que un estimador insesgado de la varianza poblacional es

(1.12) 62 = ip,,ah + ZLZPth {(5,, —F,) - [f)(zh) + fz(zg)] } ,
h=1

h<g
siendo
s? con disefio masr
-2
oy =
h Nh - 1 2 .~
sj con disefio mas
Ny
Yy
§2
A con disefio masr
N np
V(zh) =
Np —np s2 L
—————-2  con disefio mas
N, np

siendo s} la cuasivarianza muestral en el estrato h.

El estimador insesgado (1.12) es el mismo propuesto por Mirds (1985), y
reformulado por Hedayat y Sinha (1991), aunque mds simple que ambos desde
un punto de vista operacional.

2. ESTIMACION DE LA VARIANZA PARA ESTRATEGIAS IN-
TERMEDIAS

2.1. Planteamiento

En un reciente trabajo, Ruiz y Santos (1989) han introducido las llamadas
“estrategias intermedias de muestreo” que permiten estimar la media de una po-
blacién finita con una precisién y un coste esperado intermedio a las estrategias
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cldsicas masr y mas del mismo tamafio muestral. La técnica propuesta con-
siste en seleccionar m(m > 2) muestras aleatorias simples sin reemplazamiento
(independientes) de tamafio n(n > 2) cada una, de manera que mn < N. Si
llamamos X a la media muestral de la h—ésima muestra aleatoria simple sin

reemplazamiento, A = 1,2,...,m, entonces el estimador insesgado propuesto
para la media poblacional (de-la poblacidn finita de tamafio N), u, serd
1 ‘m
i=—)Y X
B m}; h

Llamando :3,21 a la cuasivarianza muestral en el disefio h—ésimo, h = 1,2,...,

m, entonces se propuso como estimador insesgado de la varianza poblacional,

%, a

(2.1) - 1 s3.

Con este disefio intermedio la varianza V(i) se sitia entre las varianzas
clasicas V(X,) y V(X,), siendo s la muestra ordenada de tamafio nm obte-
nida por disefio masr, y s es la muestra de tamafio efectivo nm seleccionada por
disefio mas. Las expresiones X, y X, corresponden a las medias muestrales.
Ademads, como se justifica en Ruiz y Santos (1989), el coste esperado de la estra-
tegia intermedia propuesta se sitia entre los costes esperados de las estrategias
cldsicas anteriores.

Una ventaja del “disefio intermedio” es que permite estimar la varianza po-
blacional ¢2, sin modificaciones en cuanto a la recogida de informacién dada por
el disefio propuesto. Una sugerencia hecha en el mismo trabajo es que llamando
p al disefio intermedio, su varianza es

AN N"'n 2
v(p,;l)— m(N_l)nU)

por lo que al poder estimar 02 por 6? dado en (2.1), es obvio que un estimador
insesgado de V(p, i) serd

- N-n 1{N-1 N-nZ
2.2 ) = ——— . — 2 — 2 )
(2.2) Vi(p, it) 2 Sh mgNn,;Sh

Por otro lado, en las condiciones de seleccién muestral propuesta vemos que ésta
se ajusta a las hipdtesis clasicas del método de estimacién de la varianza por
“grupos aleatorios” en la simbologia americana o de “muestreo interpenetrante”
en la notacién tradicional india. Desde esta perspectiva un estimador insesgado,
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diferente del propuesto en (2.2) para V(p, i) e histéricamente anterior, seria
(véase Wolter, 1985)

La pregunta que surge de modo natural es qué estimador insesgado de la varianza
V(p, it) es mds preciso o deseable. El propésito de las siguientes secciones serd
dar una respuesta satisfactoria a esta pregunta.

2.2. Varianza de ‘}1

Directamente, de (2.2), debido a la independencia de las m muestras parcia-
les,

(24) v(f)l) = 4N2 2 ZV( h)

y como V(s? ) es constante independientemente del valor que tome hh=1,2,...,
m) y su valor viene recogido por Hansen et al. (1953), concluimos que asintéti-
camente (para N muy grande)

~ i 1
V(Vl) = men? 0' vs7l

siendo

1)22;1 ;_zi_n—3 i}_u4—a4
s n\ot n-1 n o4

aproximacién 1til bajo los disefios masr y mas (Hansen et al., 1953), si N es
muy grande y n(< N) suficientemente grande. Asi resulta que asmtotlcamente

1

m3n3

(2.5) V() =

donde hemos despreciado los infinitésimos de érdenes superiores a m=3n~=3,
y siendo p4 el momento central de orden 4 para la variable de interés en la

poblacidn finita,
1 N
= I_V-Z(X' - /‘)4-
i=1

(pa — o)
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2.3. Varianza de i)z
De la férmula (2.3) deducimos que

1 V(X)) 1 N—no?
m2 m ~ md3N-1n

- 1 Lot o
(2.6) V(Vs) = 3V [mhz_:l(Xh - i) ] =
que asintéticamente se comporta (cuando N es muy grande),

@2.7) V(D) = ;ll?ﬁa?.

2.4. Comparaciones

Para comparar V(V;) y V(V) tendriamos que hacerlo con sus expresiones
exactas (2.4) y (2.6), lo cual resulta ciertamente complicado a la vista de sus
desarrollos. No obstante podemos predecir sus comportamientos usando sus
expresiones asintdticas (2.5) y (2.7). Efectivamente, para valores de N muy
grandes, V(V1) es un infinitésimo de orden m=3n=3 mientras que V(V2) lo es
de m=3n=1. Esto quiere decir que aumentando el tamafio muestral, n, de cada
muestra parcial h = (1,2,...,m), el estimador V; tiene una varianza que tiende
a cero de modo mucho més répido que V(V;), concretamente converge con un
orden de n~? mas rapido, lo cual hace de la varianza o dispersién de V; que sea
mas pequena, por lo que el estimador V1 es mds deseable y preciso que el clasico

Va.

Sin embargo conviene destacar un hecho; para valores de n pequefios, V(l}Z)
puede resultar mas pequefia que V(f)l) pues p4 — o* puede ser superior a 2.
Por tanto, el tamafio muestral parcial n debe ser suficientemente grande para
que el infinitésimo n~% haga de su factor (14 — 0%)/02 un valor inferior a 1, y

consecuentemente V(V;) < V(V3) y asi el estimador sugerido por Ruiz y Santos
(1989) serd superior en precisién al clasico estimador de grupos aleatorios o
muestreo interpenetrante, para estrategias intermedias.

Finalmente, el incremento de m (ntimero de muestras parciales), para n
fijo, no altera asintdticamente las preferencias por uno u otro estimador de la
varianza.
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3. CONCLUSIONES

Hemos propuesto dos nuevos controles (en el sentido de Ruiz, 1987) para
el estimador usual de la media poblacional en muestreo estratificado. Ademas
(1.8), (1.9), (1.10), (1.11) y (1.12) son nuevos estimadores de la varianza pobla-
cional que en deternmnadas-condiciones-sontodos nonegativos, consistentes y
conservativos en el sentido de Wolber (1985); ademds los estimadores recogidos
en (1.8) y (1.12) son exactamente insesgados para estimar la varianza pobla-
cional 0. Su interés en la practica es amplio pues son controles o estimadores
aplicables en muestreo estratificado convencional o muestreo por conglomera-
dos, a los que sin modificar el disefio muestral es posible afiadir estimaciones
complementarias aprovechando la informacién muestral ya obtenida y no siendo
necesario otros estudios independientes para su estimacidn, con sus consecuentes
nuevos presupuestos que del modo explicado se economizan.

En la seccién segunda, se presenta la superioridad asintética cuando NV es muy
grande y n(< N) crece suficientemente, frente al método de grupos aleatorios,
del estimador de la varianza para estrategias intermedias propuestas por Ruiz y
Santos (1989).
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ENGLISH SUMMARY:

NEW ESTIMATORS OF THE VARIANCE IN FINITE
POPULATIONS

M. Ruiz Espejo

INTRODUCTION

Although the sampling techniques for finite populations are usually applied
to estimate the population mean, attention has recently focused on estimating
variances, obtaining greater benefit from the information supplied by the sam-
pling.

1. ESTIMATION OF POPULATION VARIANCE

1.1. Planning

Formula (1.1) expresses the finite population variance already given by Ruiz
(1987), and in (1.2) a known relation is also given.
1.2. New expression of population variance

From the usual decomposition of the total variability within and among strata
given in (1.3), we can deduce the following expression (1.4)

L L
o = ZP},G% + E ZPth(ﬂh - F‘g)z)
h=1 -

h<g

where ¢ is the population variance, o2 the variance of stratum h, u5 the mean
of stratum h, P, the relative size of stratum h and L the number of strata.
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1.3. Two new expressions of population mean

Formulas (1.5) and (1.6) can be considered as new controls for obtaining the
population mean u, together with the classical formula (1.7).

1.4. Estimation of variance in cluster sampling

1.4.1. AN UNBIASED ESTIMATOR IN CLUSTER SAMPLING WITHOUT SUBSAM-
PLING

From (1.8),
ZP;, + Y>> P P ) :
hes, h<g€s;

where s; is the sample of primary units, and 7, and m,4(> 0) are the inclusion
probabilities of the primary units h and h, g respectively in the sample.

1.4.2. A CONSERVATIVE, CONSISTENT AND NON-NEGATIVE ESTIMATOR IN
CLUSTER SAMPLING WITH SUBSAMPLING

From (1.9),

= ol Yy np il

hesy h<g€s,

where &,21 and fi; are consistent estimators of 0;“: and pp respectively.

1.5. Estimation of variance in stratified sampling
1.5.1. CONSERVATIVE AND CONSISTENT ESTIMATORS IN STRATIFIED SAMPLING

When 67 are non-negative (h = 1,2,...,L), and 2, and &} are consistent,
the estimator (1.10)

—EPhO'h-FEEPhP fin —ﬂy)

h<g
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is consistent for 2. Moreover, if ji, and 62 are unbiased, then 62 is conservative

st

for 0%, Another estimator with similar characteristics is (1.11),
, L L
6% =Y Phet + > Pl — ),
h=1 h=1
where f,, is the usual estimator of y in stratified sampling.

1.5.2. UNBIASED ESTIMATION IN STRATIFIED SAMPLING
This estimator is (1.12)
L L . .
6.-2! = th&z + Z zPth {(Eh - Ey)z - [V(Eh) + V(Ty)] } J
h=1 h<g

where &} and V(%)) are unbiased for o7 and V(Z}) respectively.

2. VARIANCE ESTIMATION FOR INTERMEDIATE STRATE-
GIES

2.1. Planning

The theory of intermediate sampling strategies due to Ruiz and Santos (1989)
is revised so as to estimate the population mean. We also give two unbiased
variance estimators, V; (2.2) and Vs (2.3).

2.2. Variance of \>1

This can be obtained asymptotically (if 1 < n << N),

1

OO =t

(na —o*).
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2.3. Variance of V,
Similarly
V(Vp) = ——?
2T mEn
2.4. Comparisons

Asymptotically, if 1 << n << N, then
V(Ql) < V(f}z),

although the other inequality can appear for small values of n.
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