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En este articulo se desarrolla un algoritmo de puntos interiores para
programacion lineal ¢ partir de consideraciones geométricas. En cada
tteracion del método se dispone de un punto interior al politopo. Con
centro en dicho punto se obtiene un elipsoide interior a dicho poli-
topo. La optimizacidn de la funcidn objetivo lineal sobre el elipsoide
se obtiene mediante la solucidn de un problema de minimos cuadra-
dos. El punto resultante se adopta para la siguiente iteracion. Se pro-
ponen dos métodos diferentes para resolver el problema de minimos
cuadrados con el fin de reducir el nimero de operaciones requeridas
en cada iteracion. Finalmente, se ha desarrollado una aplicacidn in-
formdtica para los métodos anteriores en FORTRAN 77 para un IBM
PC AT, con el fin de comprobar empiricamente el comportiamiento
del algoritmo en comparacidn con el método Stmplez.
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1. INTRODUCCION

La programacién lineal aparece con frecuencia en distintos e importantes
problemas de decisién como, por ejemplo, la composicién dptima de mezclas o la
programacién de actividades en el tiempo. El desarrollo de método del Simplex
por Dantzig (1951) permitié obtener la solucién algoritmica de estos problemas
y ha sido el iinico procedimiento empleado desde entonces, sin que ninguno de
los método sustitutivos propuestos en las ltimas décadas haya sido capaz de
igualarlo. Con la publicacién del método proyectivo de Karmarkar (1984) el
interés en la programacion lineal ha renacido y es posible que entre los nuevos

algoritmos de puntos interiores propuestos surja una buena alternativa al método
clasico (ver Gill et al., 1986).

En este articulo se construye y analiza un algoritmo de puntos interiores
eruivalente al de Vanderbei et al., (1986) a partir de consideraciones puramente
seométricas. La deduccién del algoritmo es original y uno de sus atractivos
radica fundamentalmente en su contenido geométrico. El algoritmo, a diferencia
del método de Karmarkar, trabaja con el problema en su formulacién estandar
—como el Simplex— y no necesita ningin conocimiento a priori del éptimo de la
funcién objetivo,

Dado un punto interior al politopo definido por las restricciones del problema
lineal, se define un elipsoide centrado en él y estrictamente incluido en la regién
admisible. La optimizacién sobre el elipsoide de la funcién objetivo proporciona
un nuevo punto interior mds proximo a la solucién éptima. De esta manera,
el método genera una sucesién infinita de puntos interiores que converge a la
solucién del problema.

El proceso requiere resolver un problema de minimos cuadrados en cada ite-
racién. La resolucién directa mediante la descomposicién triangular de Cholesky
o métodos estandares similares convierten el algoritmo de optimizacién en lento
y sumamente ineficiente. En este trabajo se indican dos procedimientos espe-
ciales que resuelven en parte este inconveniente y agilizan la convergencia del
método.

2. FORMULA DEL ELIPSOIDE INTERIOR

Los métodos de puntos interiores son bien conocidos en programacién no
lineal con restricciones, especialmente los métodos de penalizacion y los métodos
de barrera (Fiacco y McCormick, 1968). Hasta muy recientemente, la aplicacién
de tales algoritmos se limité a la programacion no lineal.
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La diferencia esencial entre las condiciones de optimalidad derivadas del pro-
blema general de programacién no lineal sin restricciones y las que corresponden
al caso no lineal restringido (Kuhn-Tucker) proporcionan una generalizacién di-
recta de los procedimientos para problemas sin restricciones a aquellos que si las
tienen. Por ejemplo, avanzar en la direccidn del gradiente en la maximizacion
de una funcién, no es un método razonable cuando se esta en presencia de res-
tricciones de desigualdad, debido a que el gradiente no tiene porqué anularse
en el optimo. Este hecho es especialmente obvio en el caso de programacion
lineal, cuando el gradiente es constante. Las adaptaciones de los métodos sin
restricciones a la programacién lineal provocan la pérdida de la interioridad de
los puntos. Este es el caso del método del gradiente reducido, analizado por Ka-
llio y Orchard-Hays (1981). Sin embargo, el avance en la direccién de la maxima
pendiente se puede realizar si se tiene cuidado en adaptar en cada iteracién la
métrica a los limites de la regién admisible. La naturaleza de las restricciones
en programacién lineal hace que esto sea posible.

2.1 Elipsoide interior para la formulacién candnica

. . . . . n .

Se considera el caso sencillo de n restricciones de desigualdad en R", junto
con una forma lineal cuyo maximo condicionado es el iinico vértice del politopo,
esto es

Maximizar ¢

(1) restringido a ATz < b

r

donde A es una matriz cuadrada de rango maximo y b, ¢ son vectores constantes
de R™. Sea P el politopo n dimensional de R" definido por las desigualdades
anteriores. Si se dispone de un punto interior a € R", es posible inscribir

un elipsoide que esté centrado en a y sea tangente a cualquier hiperplano que
delimita P.

Dado que las siguientes matrices son definidas positivas:

D diag (dy,d2,- -+, dy)
(2) Q = AD—zAT,

donde d; = b; — AT a > 0, se puede definir el elipsoide E mediante la siguiente
ecuacion,

3) (z-a)f Qz~a)=1.
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Evidentemente, el centro de E es a. El maximo de la funcién objetivo Tz

sobre E' se alcanza en la direccién d, que se obtiene resolviendo el siguiente
sistema de ecuaciones lineales,

(4) Qd = ¢,
la longitud de avance en esa direccidn estd determinada por el escalar
a = (cTd)=1/?

y el nuevo punto es

(5) a=a+ ad

Es interesante comprobar que el incremento en la funcién objetivo dado por
el proceso de optimizacién descrito es inverso al escalar a.

(6) 'E——z:cT(a—a):ach:-l—
o

De esta manera se puede construir una sucesién infinita de puntos interiores
que convergen al éptimo z*. El método es facil de generalizar para aquellos casos
en los que intervengan més hiperplanos. Dado el programa lineal siguiente:

maximizar ¢7

(7) restringido a ATz < b,
Ae R™™ con n <m
beR™yux, ceR”

xr

Siendo A de rango maximo, sea P el politopo definido por ATz < b y @ un
punto interior a él. Es posible generalizar la ecuacién (3) para obtener un elip-
soide centrado en a. El elipsoide asi calculado no es, en general, tangente a las
diferentes caras de P, pero su interioridad esta garantizada.

Lema 1.

Si a es punto interior a P (ATz < b) y Q la matriz definida en (2), entonces
el elipsoide definido por la ecuacién
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(8) (z-a)f Qz—a)=1

esta contenido en P.

Demostracién:

Es equivalente a decir que la distancia desde cualquier hiperplano Fj, AJ-T;L‘ =
b;, donde A; es una columna de A, en la métrica definida por @ es mayor o
igual a uno. Teniendo en cuenta que la distancia al cuadrado entre dos puntos
r, y segin la métrica definida por @) viene dada por

do(z,y)* = (2 — )7 Qz — v),

y llamando dg(a, P;) a la distancia entre el punto a y su proyeccién ortogonal
segiin ) sobre P;, se puede comprobar que

(bj — ATa)?
d N2 — AR
Q(a’P]) A]TQ——lAj

Si consideramos la matriz B = AD~! y el siguiente problema de minimos
cuadrados BTu = ej, los residuos asociados a la solucién del problema son:

r2=|l¢; — BT(BBT) 'Be;||* = 1-B{Q7'B; >0

1

do(a, Pj)? = —me— > 1
J BJTQ"'lBj

Para cualquier punto interior a P, el lema 1 proporciona un elipsoide interior.
La maximizacién de la forma lineal sobre dicho elipsoide es exactamente igual
que en el caso de n = m. Es elemental comprobar que la relacién (6) también
se cumple en el caso general.

2.2 Elipsoide interior en la formulacién estandar

La férmula del elipsoide interior es la base que va a servir para definir un
nuevo algoritmo de programacion lineal. Antes de analizar éste, se va a deducir
la ecuacién del elipsoide para los programas lineales definidos en forma estdndar:
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9) minimizar ¢Tz

restringido a Az = b, z > 0

Para cualquier punto a interior al politopo P, se considera el siguiente elip-
soide:

a = (a,az, -, a,)
D = diag (ai,as,- -, a,)
E' = {eeR":(z2-a)T D 2(z-a) = 1}.

Los puntos interiores a E’ cumplen

n

y sl

j=1 7

como todos los términos del sumatorio son positivos, cada uno de ellos debe
verificar que (z; — a;)? < a]2 y por consiguiente z; > 0, por lo que cumplen
las restricciones de no negatividad. Veamos que su interseccién con el nuevo
politopo P = {z € R" : Ax = b, 2 > 0} es un elipsoide E, equivalente al dado
por la ecuacién cuya demostracién se ha realizado. Considerando la particién
habitual de A en programacién lineal:

A =[B,N]

donde B es una matriz cuadrada de rango maximo y N es rectangular y la misma
particidn en el vector z.

X =[zp,znN]
Brgp+ Ney=1b

En el espacio de las variables no basicas zx, la ecuacién de E es

(zv —an)T Q(an —an) =1
Q=Dy*+NT'BTDz*B"'N
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que no es otra cosa que la férmula (8) del elipsoide aplicada al politopo equiva-
lente dado por las siguientes desigualdades:

B~'Nzry < B~ b
—zny <0.

3. EL ALGORITMO DEL ELIPSOIDE INTERIOR

El método genera una sucesién infinita de puntos interiores {ax}, ap41 =
f(ax). En la figura 1 se observa una representacién grafica del método en dos
dimensiones. La funcién f es calculada para el problema (7) como sigue:

1. Se definen las matrices definidas positivas

D = diag(bl——A?a,~--,bm—A%a)
Q = AD™?AT

y se resuelve el sistema
Qd=c
II. Se calcula la longitud de paso
a=(cTd)~/?
III. Se obtiene el nuevo punto f(a)

fla) =a+ad

|
ot



Figura 1. Representacidn grafica del Método del Elipsoide Interior.

Para el problema en su formulacién estdndar (9) el algoritmo es el siguiente:

I. Se definen las matrices

(10) D = diag (a1, a2, - -, ay)
B=AD
y se calcula la direccién de avance
(11) d=D(I - BT (BBT)"'B)Dc

II. Calculo de la longitud de avance

a = (CTd)—1/2

III. Nuevo punto f(a)
f(a) =a—ad
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Para completar el método es necesario definir el procedimiento que permita
obtener el punto de partida y fijar el criterio de finalizacién. El procedimiento
de inicializacién es similar a la fase I del método del simplex. Consiste en definir
un programa lineal artificial equivalente asociado al problema de admisibilidad
Az = b, z > 0 (Karmarkar, 1984). Considerando cualquier punto ao de R
con todas sus componentes positivas y el problema

Minimizar ¢
(12) restringido a Az + (b — Aag)oc = b
z,02>0

donde ¢ € R. Un punto inicial para (12)es £ = ag y 6 = 1. Comenzando con é}
y utilizando el algoritmo del elipsoide interior para resolver el problema se llega
a la solucién de la primera fase. Si en ésta, o > 0, el problema original no tiene
solucidn admisible. En otro caso, ¢ = 0 y el punto solucién es un punto inicial
para el problema original (9). El algoritmo global es convergente (Barnes, 1986,
Vanderbel et al, 1985).

4. CALCULO DE LAS VARIABLES DUALES POR MINIMOS
CUADRADOS

Es conocido que el método de simplex proporciona en cada iteracién una
solucién basica no admisible del problema dual junto con al solucién primal. Al
final del algoritmo se consigue la factibilidad de la solucién dual. En el método
del elipsoide interior es facil obtener una solucién inadmisible del problema dual
en cada iteracién. La sucesién de soluciones duales se utilizard para definir el
criterio de finalizacién. Paraencontrar lasolucién del problema dual, es necesario
resolver un problema de minimos cuadrados derivado de la norma que define la
matriz D en (10). '

Dado un punto interior a, se considera el siguiente sistema rectangular obte-
nido a partir de (9), DAT 7 = Dc, en términos de minimos cuadrados

(13) min ||De — DAT ||
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cuya solucién es,

(14) 7= (AD?AT)"! AD?c.

Este vector se obtiene en el proceso descrito en (11). En cada iteracién es
posible definir el vector de costes reducidos asociados al vector m, o sea el vector
de residuos del problema (13).

(15) r=Dc—- DATx

y s = D' r =c— ATx, son los costes reducidos del problema lineal (9). De
hecho, la direccién de avance determinada en (11) puede escribirse en funcién
de este vector, d = —Dr = —D%?s. Los costes reducidos se calculan en cada
iteracién sin ninguna operacion extra.

5. CRITERIO DE FINALIZACION

El algoritmo del elipsoide interior genera una sucesién infinita de puntos
interiores (soluciones primales) y soluciones duales que convergen al éptimo del
problema lineal. Junto con estas iltimas, proporciona otra sucesién de costes
reducidos s; que tienden a cumplir las condiciones de optimalidad, {sz} —
s* > 0. Esta propiedad es la que se emplea para fijar el final del proceso.

Una forma sencilla de implementarlo, consiste en definir una constante posi-
tiva € que se escogera-en funcién de la precisién del medio de cédlculo del que se
dispone y de la precisién que se quiera obtener en la solucién final. El proceso fi-
naliza cuando se cumple la siguiente condicién, s; > —e. Se puede observar que
no existe diferencia entre este criterio y el utilizado en el algoritmo del simplex.
Es justamente la aplicacion de las condiciones de Kuhn-Tucker. Una ventaja de
este procedimiento es que no necesita calculos adicionales, debido a que en cada
iteracién se obtienen los costes reducidos. El siguiente teorema proporciona la
base tedrica necesaria que justifica el criterio de finalizacién elegido.

Teorema.

Sea a € P un punto estrictamente interior y por tanto no éptimo para (9).
Entonces el vector de costes reducido asociado s tiene al menos un elemento
negativo.
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Demostracion:

. ’ . o, n

Si P esta acotado, existe un vector positivo v € R" que cumple e =1,
y como la direccién —D?s es admisible para P, o sea pertenece al niicleo de A,
se verifica que

nla. —
E v]ajs]_O

y como tanto v; como a; son estrictamente positivos, entonces o bien existe
algin s; negativo o todos son cero, en este caso ¢ es una combinacidn lineal de
las filas de la matriz A y el objetivo es constante en Py por tanto cualquier
punto es 6ptimo en contradiccién con el enunciado del teorema. [ ]

6. RESOLUCION DEL PROBLEMA DE MINIMOS CUADRADOS

Para problemas de dimensién media y superior, el tiempo de ejecucién de una
iteracién del algoritmo estd dominado por la solucién del problema de minimos
cuadrados (13) o lo que es lo mismo, el céleulo de la direccién de avance (11).

Es imprescindible, si se desea que el algoritmo sea eficiente, disefiar métodos
que adaptiandose a las caracteristicas peculiares de los problemas que la pro-
gramacion lineal genera, los resuelva de manera eficiente. La rapidez de éstos
condiciona la del algoritmo.

6.1. Primer Método: Actualizacién Incompleta de la Descomposicién
Triangular de AD? AT

La solucién del problema de minimos cuadrados (13) se obtiene resolviendo
el sistema de ecuaciones

(16) AD?*ATr = D,

Si A es de rango maximo y se tiene en cuenta que la matriz D, por construccion,
tiene todos sus elementos de la diagonal principal estrictamente positivos, la ma-
triz resultante Q = AD?AT es una matriz simétrica de rango maximo y definida
positiva. Un método para obtener la solucién de este sistema es la factorizacion
de la matriz Q = LLT, donde L es una matriz triangular inferior. El vector 7
se obtiene resolviendo los dos sistemas triangulares, Lw = D?cy LTm = w.
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De una iteracién a otra, la tnica variacién del sistema (16) surge en la ma-
triz diagonal D, cuyas componentes son las coordenadas del punto de partida
de cada iteracién. Esto aconseja, como sugirié Karmarkar (1984), aprovechar la
solucién y descomposicidn de la iteracién anterior para acelerar los calculos de
la siguiente. Es interesante realizar alguna observacién sobre el comportamiento
geométrico del algoritmo. En primer lugar, la mayor parte de las iteraciones
transcurren en las proximidades del éptimo y los puntos consecutivos se encuen-
tran suficientemente cercanos como para que en algiin apartado de los calculos
se pueda tomar uno de ellos como aproximacién del otro. En segundo lugar, y de
acuerdo con la teoria de Meggido y Shub (Gay, 1987), el camino que producen
los distintos puntos soluciones es casi paralelo a las caras (aristas) del politopo.
Esto significa que los cambios entre dos puntos consecutivos, como se comprueba
en los resultados numéricos, sélo afectan a unas pocas componentes del vector.
Aprovechando este comportamiento, se ha disefiado un método que partiendo
de la descomposicién triangular de Cholesky de la matriz Q en una iteracion,
conduce a la solucién de los siguientes sistemas de forma aproximada mediante
actualizaciones de rango uno de los factores.

Esquema de Actualizacidn.

Se supone que se tiene la descomposicién de Cholesky de la matriz Q = LLT
para una matriz diagonal dada D, definida en (10) y después de una iteracidn,
el nuevo punto @, da lugar a la nueva matriz diagonal

D = diag (ay,az, -, @n),
y a partir de ella construye la siguiente matriz,
D = diag (a1, as, -, an)
donde
aj = aj si |log(@;/a;)| < log(o)
en caso contrario
aj =a;

siendo ¢ un nimero real positivo constante mayor que 1 que se determina
empiricamente. Cuanto mayor sea el valor o peor es la aproximacidn y viceversa.
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El significado de la aproximacidn es el siguiente, si por ejemplo tomamos ¢ = 2,
se mantendra el valor de la antigua coordenada del punto siempre que ésta no
se modifique en mas del doble o en menos de la mitad y en el caso de que el
cambio producido sea mayor se tomard el nuevo valor. No es necesario que ¢
sea constante en todas las iteraciones y, en muchos casos, es mds adecuado fijar
un valor para las primeras iteraciones, en las cuales la longitud de paso es mayor
y por lo tanto se producen un mayor nimero de cambios, y otro valor menor
para las iteraciones que se producen en las proximidades de la frontera donde
los cambios entre dos puntos consecutivos son mas sutiles.

Sea J es el conjunto de indices de las variables que se han modificado segun
el criterio indicado. Se tiene que

O =AD?AT = AD?AT 4+ A(D* - D*) AT
(17) Q = Q+) (af—a})A;A]
jedJ

donde A; es la columna j de la matriz A. Si el nimero de indices que han
variado es p, la nueva descomposicién se consigue con p actualizaciones de rango
uno.

Si se supone que p=1 y se llama J al valor del paréntesis en (17) se tiene
Q=Q+pBA;AT = LLT + BA; A
y si v es el vector solucién de Lv = Aj, entonces

(18) Q = L(I +Bw") LT

pudiéndose descomponer

(19) I+ BT = (I + povT)(I + pooT)

tomando p el valor

_ 3
HE T+ AT o)l

La expresién bajo la raiz cuadrada es un muiiltiplo positivo del determinante de
Q. Si Q es definida positiva p es real. Sustituyendo (19) en (18),
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Q=L+ povT )(I + pooT) LT

ysi E=1+ pvv?

Si p es mayor que uno, entonces
P=LEFE,---E,

donde Ej se obtiene de la siguiente manera, (se ha supuesto para simplificar
que los indices j que han variado son los p primeros),

Q=LE - Ey_1Ep_y - E\LT + Zp:ﬂjAjAJT
. i=k
se calcula vg, de forma que
LE; - Ex_jv; = Ay
sabiendo que la inversa de (I + pvvT) por la férmula de Sherman-Morrison es

I Ty\-1 _ 7 _ H T
( +/‘va ) I 1+/,L'UT'U vv 3

el resto del proceso es similar al caso p = 1. En lugar de obtener la inversa se
puede triangulizar cada Ej mediante una secuencia de matrices de Givens, la
descomposicién de Cholesky o matrices de Householder. Cualquiera de estos pro-
cedimientos necesita realizar un nimero mayor de operaciones siendo preferible
el propuesto.

Algoritmo.

Se tiene la factorizacién de la matriz @ = LLT o bien una actualizacién de
ella
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Q=PPl =LE, - -E,E,---E\ LT

y se ha fijado previamente el valor o que determina si una variable ha cambiado
considerablemente.

Sea p el nimero de actualizaciones que son necesarias realizar en una iteracion
cualquiera:

1. Inicializacién (Factorizacidn de Cholesky).

Q = PPf
h = 0

2. Resolver el sistema

Prup = Ay,

3. Calcular el valor pj segin (1014).

E,=01+ pRURYT)

4. Actualizar

Pryr = PhEp
Si p es mayor que h, entonces h =h+1 e ir a 2.

En caso contrario, FIN.

El proceso se completa con un procedimiento de reinversién. Conforme el
método progresa, el niimero de matrices de actualizacion Ej aumentay el paso
2 del algoritmo se va haciendo mas lento e inexacto y, por lo tanto, es conveniente
cada cierto ntmero de iteraciones del algoritmo de optimizacién, eliminar el
archivo de matrices Ej, realizar una descomposicion triangular de la matriz Q
completa y reiniciar el proceso. La aplicacién del teorema del “Paso Espaciado”
(Luenberger, 1973) es suficiente para demostrar que el algoritmo actualizado
converge si converge el algoritmo base.
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6.2 Segundo Método: Aplicacién del Algoritmo LSQR

En contraste con el método anterior se propone un método de caracter itera-

tivo. Los métodos iterativos generan una secuencia de soluciones aproximadas
que convergen a la solucién final.

El método del gradiente conjugado es apropiado en la resolucién del problema,
(13) y (16). Desde el punto de vista computacional tiene una serie de atractivos
que le diferencian de otros métodos:

(1) Se puede trabajar directamente con la matriz A sin necesidad de formar la

matriz (. Esto supone un ahorro de niimero de operaciones considerable
frente a los métodos directos.

(2) Se consigue un gran aprovechamiento de la dispersién de la matriz A, de-
bido a que en este método sélo se realizan productos de la forma Avy ATy
para distintos vectores u y v.

(3) Desde el punto de vista computacional es de destacar el ahorro de memoria
central que supone la aplicacién de este método frente a otros, debido a
que Unicamente es necesario almacenar unos pocos vectores en el drea de
trabajo.

(4) La aplicacién del método del gradiente conjugado a la resolucién de siste-
mas lineales de ecuaciones converge a la solucién teéricamente en n itera-
ciones como maximo (Gill et al., 1981).

(5) Es posible, a diferencia del método aproximado anterior, aplicarlos al pro-
blema degenerado (cuando la matriz A no tiene rango maximo).

El método tiene la siguiente propiedad (Luenberger, 1973): si se suponen
exactas las operaciones aritméticas realizadas, la convergencia se produce en un
nimero de iteraciones igual al niumero de valores propios distintos de @. Por
tanto, el método del gradiente conjugado puede ser considerado como un método
directo. Sin embargo, en la practica los errores de redondeo causan rapidamente
que las direcciones calculadas dejen de ser conjugadas y el método se comporte
como un algoritmo iterativo. Se puede concluir, que el método converge a la
solucién en muy pocas iteraciones si los valores propios de @ en (16) estan
agrupados en grupos de aproximadamente el mismo valor; y debido a los errores
de redondeo, el método convergera en considerablemente mas de m iteraciones
si los valores propios de @ son muy distintos.

Con las razones anteriores se puede concluir que la aplicacién del algoritmo
del gradiente conjugado no es el sistema mas eficiente para resolver el problema
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planteado. Es necesario disefiar un algoritmo que explote las ventajas menciona-
das y a su vez elimine los inconvenientes propios del método. Gay (1987) y Gill
et al., (1986) han propuesto la resolucién del problema de minimos cuadrados
que sus respectivos algoritmos plantean empleando el método LSQR de Paige
y Saunders (1982). El algoritmo del Elipsoide Interior en este caso tiene el
siguiente esquema.

0. Inicializacidn.

ap es un punto estrictamente interior.
o =C

Do = dlag ((101, ey a0n)

k=0.

1. Célculo del Precondicionador Hy.
Calcular Hj (triangular superior) tal que

AD}AT ~ H HY
2. Resolucién del Problema de Minimos Cuadrados mediante LSQR.
Sp41 1 minimo ||Dpry — DkATHk“lé;H.lH
3. Actualizacién de ri41.
rre1 = 1k — AT Bq
4. Nueva direccién de Avance.
dr+1 = Dyrrga

5. Célculo del paso de avance (ag41).

6. Nuevo Punto.
apt1 = @k + Opp1dipgl

7. Criterio de Terminacién.
Sl ('I’k+1) Z —€ FIN
En caso contrario
D41 = diag (ak+1)
Hacer k=k+1 eiral.
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El primer paso del algoritmo solo debe efectuarse cuando el precondicionador

haya perdido sus propiedades (ver Paige y Saunders 1982, Golub y Van Loan,
1982).

7. RESULTADOS

El objetivo final de los métodos de célculo numérico es resolver los proble-
mas reales de manera veloz y fiable. La teoria de la optimizacién y, mas en
general, de los métodos numéricos no ha ofrecido hasta el momento un resultado
concluyente que permita evaluar el comportamiento practico de los algoritmos.
Buena prueba de ello se obtiene si se intentara juzgar la eficiencia del método del
simplex a través de su complejidad. Admitiendo los muchos inconvenientes que
representa —desde el punto de vista de rigor matematico— el extraer conclusiones
de naturaleza empirica, éste es hasta el momento el \inico camino posible.

Con esta finalidad se han desarrollado dos aplicaciones informaticas con las
que se han resuelto un conjunto de programas lineales test generados aleatoria-
mente. Los resultados obtenidos permiten extraer algunas conclusiones respecto
a la efectividad de los métodos expuestos. La primera corresponde al algoritmo
del elipsoide interior e incluye los dos procedimientos analizados para resolver
el problema de minimos cuadrados. La segunda, el simplex, se empleard como
patron de referencia. La version del simplex utilizada, simplex revisado disperso
con factorizacion LU de la base y actualizacién, es la mas adecuada para resolver
problemas lineales de dimensién media. Las dos aplicaciones se han programado

en FORTRAN 77 y se han ejecutado en un ordenador IBM PC AT.

Se han resuelto dos tipos distintos de problemas lineales, programas generales
o sin estructura especial en la matriz de restricciones y problemas cuya matriz
de restricciones tiene estructura escalonada, también denominados dinamicos.
En los dos casos los problemas se generan en su forma estdndar (9). En la Tabla
1 se definen las caracteristicas de los problemas del primer tipo.
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Tabla 1
Caracteristicas del Problema.
(sin estructura especial)

PROBLEMA | Num. de | Num. de | Elementos
Filas Columnas | no nulos
Gen 1 27 50 229
Gen 2 50 80 466
Gen 3 60 17 490
Gen 4 70 105 599
Gen 5 80 100 465
Gen 6 90 110 579
Gen 7 100 125 487
Gen 8 120 140 645
Gen 9 150 220 1533
Gen 10 190 430 3239

En las Tablas 2 y 3 se presentan los resultados obtenidos empleando las
correspondientes aplicaciones informaticas. En ellas se puede observar la gran
diferencia en cuanto a numero de iteraciones entre el método del simplex y el
método del elipsoide interior. A pesar de esto, el primero alcanza la solucién
dptima en menos tiempo que el segundo. Las razones que justifican este hecho
es el elevado niimero de operaciones que el método del elipsoide interior debe
efectuar en cada iteracion.
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Tabla 2
Resultados del Método del Simplex.
(sin estructura especial)

PROBLEMA | TIter. Iter. Tiempo (s) Objetivo
FASE I | TOTAL | de Calculo
Gen 1 50 69 27 | .24217245 x 102
Gen 2 128 166 71| 44616823 x 103
Gen 3 159 171 98 | .51814465 x 102
Gen 4 327 393 499 | .37096256 x 102
Gen 5 249 275 372 | .16807412 x 10!
Gen 6 312 355 766 | .20241443 x 103
Gen 7 405 414 673 | .21508856 x 103
Gen 8 357 480 1332 | 35668732 x 102
Gen 9 573 622 1601 | .67543098 x 103
Gen 10 876 993 3281 | 72366551 x 103
Tabla 3

Resultados del Algoritmo del Elipsoide Interior.
(sin estructura especial)

PROBLEMA | Tter. Iter. Tiempo (s) Objetivo
FASE I | TOTAL | de Calculo

Gen 1 2 25 28 | 24218124 x 102
Gen 2 4 78 243 | 44616543 x 103
Gen 3 4 42 204 | 51814431 x 10?2
Gen 4 4 113 549 | .37096432 x 102
Gen 5 4 44 277 | 16808654 x 10!
Gen 6 4 39 441 | .20242345 x 103
Gen 7 3 69 813 | .21508466 x 103
Gen 8 7 181 2212 | 35659789 x 102
Gen 9 5 221 7342 | 67487634 x 103
Gen 10 6 244 9863 | .72366198 x 103

En la Tabla 4 se presentan las caracteristicas que definen los problemas en
escalera resueltos y en las Tablas 5 y 6 los resultados de aplicar los dos algo-
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ritmos que se comparan. Se puede comprobar que los tiempos de célculo son
sensiblemente inferiores para el algoritmo del elipsoide interior.

Tabla 4
Caracteristicas del problema.
(Estructura en escalera)

PROBLEMA(Num. delFilas p.|Columnas| Filas|Columnas|Element.

Periodos|Periodo| p. Perio |Totall Total |no nulos
Esc 1 10 6 8 60 80 459
Esc 2 20 3 5 60 100 525
Esc 3 15 4 6| 60 90 507
Esc 4 6 12 200 72 120 899
Esc b 4 25 30, 100 120 1753
Esc 6 10 12 151 120 150 1538
Esc 7 12 12 15| 144 180 1865
Esc 8 20 8 15| 160 300 2619
Esc 9 24 8 171 192 408 3853
Esc 10 30 6 15| 180 450 3561

Tabla 5

Resultados del Método del Simplex.
(Estructura en escalera)

PROBLEMA Iter. Iter. Tiempo (s) Objetivo
FASE I | TOTAL | de Calculo

Esc 1 91 94 81 | .22179923 x 102
Esc 2 71 79 49 | 56425972 x 101
Esc 3 85 87 68 | .64514443 x 10?
Esc 4 64 106 106 | .16440282 x 10°
Esc 5 218 257 837 | .10867934 x 103
Esc 6 232 267 860 | .20980271 x 102
Esc 7 287 328 1280 | .14475962 x 102
Esc 8 345 356 1436 | .64343312 x 101
Esc 9 516 539 1258 | .33214943 x 10*
Esc 10 361 385 912 | .18706354 x 101
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Tabla 6
Resultados del Algoritmo del Elipsoide Interior.
(Estructura en escalera)

PROBLEMA | Iter. Tter. | Tiempo (s) Objetivo ﬂ
FASET | TOTAL | de Céleulo
Esc 1 10 15 55 | 22172923 x 102
Esc 2 3 31| 56426919 x 10!
Esc 3 5 38 | .64514445 x 102
Esc 4 8 17 61 | .16440214 x 102
Esc 5 4 18 391 | 10867943 x 103
Esc 6 5 19 338 | .20980276 x 10>
Esc 7 5 14 ATT | 14476045 x 102
Esc 8 b) 12 407 | 64344103 x 10!
Esc 9 4 16 851 | .33214865 x 101
Esc 10 6 19 644 | .18707550 x 10

Una ventaja que presentan los métodos de puntos interiores frente al método
del simplex, de cardcter combinatorio, es que en aquéllos es posible obtener
una buena aproximacion a la solucién éptima si se detiene el proceso antes
de terminar, mientras que la finalizacién anticipada del método de Dantzig no
supone necesariamente que el valor obtenido sea una buena aproximacién a la
solucién éptima. Este hecho sugiere el siguiente procedimiento mixto:

(I) Utilizar el algoritmo de elipsoide interior hasta conseguir una solucién ad-
mistble suficientemente préxima al éptimo. La mayor parte de las iteracio-
nes de los métodos de puntos interiores transcurren por puntos proximos
al vértice éptimo del politopo. La medida mads sencilla de la proximidad
de una solucién a la solucidn Optima, si se conoce ésta es el valor de la
funcién objetivo. Con menos de la mitad de las iteraciones, el algoritmo
del elipsoide interior calcula una solucién con, al menos, las dos primeras
cifras significativas de este valor ignales que las del 6ptimo. Otro indicador
del grado de optimalidad de una solucién es (Gill et al., 1986),

[|1D(c — ATm)]
izl
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(II) Una vez calculada una “buena” solucion admisible, el siguiente paso es su
' conversién a una solucién bésica. Al definir una base se asigna el valor
cero a las variables no bdsicas y se obtiene el vector de variables basicas
como solucién de un sistema de ecuaciones lineales. Se han desarrollado
distintos procedimientos que partiendo de una solucién no bésica obtienen
una solucién basica con un valor de la funcién objetivo igual o menor. El

procedimiento es conocido como “insercién de la solucion™ (Benichou et
al., 1977).

(IIT) Si la solucién bésica obtenida no es la 6ptima del programa lineal, se aplica
el algoritmo del simplex. El éptimo se alcanza en muy pocas iteraciones.

8. CONCLUSIONES

En este articulo se deduce y analiza un algoritmo para la resolucién de pro-
gramas lineales de tipo general. El principal resultado es la definicién misma
del método y la obtencién de la férmula del elipsoide interior a un politopo. Se
trata de un procedimiento de puntos interiores que se ha inspirado en el algo-
ritmo de Karmarkar. El contenido geométrico del algoritmo es notable y en su
construccién se emplean nociones elementales de Algebra lineal. Su conexién
con el método de minimos cuadrados es evidente, y cabe esperar futuras inter-
pretaciones de su contenido en este contexto. Otro resultado de este estudio es la
incorporacién al esquema del algoritmo del elipsoide interior de dos métodos de
minimos cuadrados: el primero de ellos basado en la actualizacion incompleta de
la descomposicién triangular de Cholesky de una matriz simétrica y el segundo
aplicando el procedimiento LSQR de Paige y Saunders (1982).

De los experimentos realizados con las aplicaciones informaticas se puede
concluir que el método del elipsoide interior es un procedimiento menos eficiente
que el algoritmo del simplex cuando se resuelven programas lineales generales,
aunque la distancia que los separa no es tan grande (Tabla 1,2,3) que no pueda
ser superada.

Los problemas para los que el método del elipsoide es superior al simplex
son aquellos en los que el problema de minimos cuadrados puede ser resuelto
rapidamente, en particular para aquellos programas lineales cuya matriz de res-
tricciones tiene estructura en escalera, es en este caso cuando los métodos de
puntos interiores son mas prometedores.
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