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RECOBRIMENTS I GRAFS
DISTANCIA-REGULARS

J. RIFA I COMA i J. PUJOL CAPDEVILA

Universitat Autdnoma de Barcelona

Un dels aspectes claus en les Telecomunicactons esta relacionat amb
{"is dels codis correctors d’errors per a la transmissié d’informacid.
Actualment s’utilitzen una classe molt simple de codis; la smple-
mentacid fistca d’un cods corrector d’errors és complicada 1 costosa.
En el camp de la Informadtica Tedrica s’intenta abordar el problema
dels codis correctors d’errors des de diferents angles. Un d’ells és el
de la Combinatoria Algebraica 1, en particular, els Grafs Distincia-
Regulars, amb els quals podem construir bons codis.

A [10] es prova que partint d’un graf distancia-regular T', e-reticular
(e > 3), de valéncia n, podem construir, per a cada vértez a € T,
una aplicacid ¥, : (Z/2)* — T, que és un “Recobriment”, tal que el
conjunt C = 9 (a) €s un codi completament regular.

A [7] K. Nomura generalitza aquest resultat pel cas no binars.

Les construccions del codi anterior 1 del recobriment 9, es basen en
propietats locals del graf T', és a dir, no és necessars utilitzar les car-
acteristiques globals de graf Distincia-Regular.

En aquest article presentem els trets més importants de la teoria bdsica
dels grafs Distincia-Regular necessaris per construir el recobriment
9o : (Z/2)" — T. També construim aquest recobriment 1 generalit-
zem el resultat de [10] en el sentit de clarificar que O també és un e-
recobriment, e > 3. Aquest darrer resultat és la clau en ’estudi de les
propietats algebraiques dels Codis Completament-Regulars associats
als Grafs Distincia-Regular [11].
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Coverings and Distance-Regular Graphs.
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ular Codes, e-latticed graphs.

1. INTRODUCCIO

Sigui I'(X, A) un graf connex i no dirigit de cardinalitat finita (#X < +o0).

Un cam{ de longitud r de z a y (z,y € X) és una sequéncia de vértexs
To = T,Tq,T2, .., Tr_1, %, = Y tal que cada (z;, Z;41) é8 una aresta de T.

La distdncia de z a y és la longitud minima dels camins de z a y, denotada
Az, y).

Siy €T, Ti(y) = {z € T2|9(z, y) = i} i definim B,(y) = B,_1(y)UT.(v)
per qualsevol r > 11 Bo(y) =Toly) ={y}

El didmetre de T és la maxima de les distincies entre dos qualsevols dels seus
vértexs. Sigui p.

Si per a tot parell de vértexs z,y € I' que estiguin a distincia ¢, el nombre
d’elements del conjunt T, (z)NT', (y) només depén dels enters r, s, t (no negatius)
perd és independent dels vértexs considerats, aleshores el graf I' s’anomena
distancia regular, i els cardinals esmentats es designen per pt,.

Sigui n la valéncia d’un graf distancia regular,

n = |['1(2)]

SiT és un graf distincia-regular de valéncia nla matriu B; = (p},) s’anomena
la matriu d’interseccié de T, i (veure [1]) és una matriu tridiagonal de la forma:

agp c1 e 0
bo ay
Bl = b1 ves Ck—1
ak—-1 Ck
0 B e bk—l [/ 5%

— — 8 8
on a, = Piu b, = Pls+15 €8 = Ple—1*

Clarament ag =0, bo=n, ¢c; =11 a, +b,+¢, =n,
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n ay .
B; = by Ck—1
Gk—1 Ck
0o - bk—l [25%

Sigui ¥ = Z/2. Per a cada n > 1, anomenem F" al F-espai vectorial de
dimensib n sobre el cos F. El pes, Wy (v), d’un vector v € F™ és el nombre
de coordenades diferents de zero. La distincta de Hamming entre dos vectors

v,w € F™ & 8(v, w) = Wy (v — w).

Fixada una base ¢),¢e3,...,¢, de F™ representarem cada element de F™ per
les seves coordenades en la base {e; }. F™ t€ estructura de graf considerant
com a vértexs els seus elements i definint dos vértexs adjacents si i només si la
seva distincia (de Hamming) és la unitat.

Per un n qualsevol, el didmetre de F™ és n, a més a més.

F" &s un graf distancia-regular de valéncia n, anomenat el Graf de Hamming,
H(n,2), amb la segiient matriu d’interseccié:

0 1 0
n 0 2
B; = n—1 0 n—1
n—2. 0 n
0 -1 0

Observacié6:

A [1], pag. 54, es pot veure que F™ és, a més a més, un esquema d’asssociacié
sim&tric de classe n anomenat ’Esquema de Hamming.

Un graf distancia-regular és e-reticular, de valéncia n, si els parAmetres p’, de
la seva matriu d’interseccié, By, coincideixen amb els de ’esquema de Hamming
pert + 8 < 2'¢ — 1. En altres paraules, un graf distincia-regular és e-reticular
si els seus parametres satisfan:
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pl,=n—t perqualsevol0<t=s-1<e—1

ptu:O per qualsevol 0 <t =35<e—1
Pl =t per qualsevol 0 <t=s+1<e¢
és a dir

0 1 0

n 0 2.

(Bl)e= n—1 0.
n—2 T e
0 .. n—e+1 =

on (Bi). significa la submatriu de B; formada per les ¢ + 1 primeres files i les
€ + 1 primeres columnes.

Un graf distincia-regular e-recticular, de valéncia n, és anomenat, també, un

H{e,0, n)—gral.

Exemples:

1. El 3-cub és un graf distincia-regular 3-reticular, i la matriu d’interseccié
és,

0100
3020

B, =
020 3
0010

2. El graf de Petersen és un graf distincia-regular 1-reticular

010
B, = 3 01
0 2 2
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2. RECOBRIMENTS DE HAMMING

Una aplicacié ¥ : I' — I entre dos grafs és un isomorfisme, si es tracta d’una
bijeccié que conserva les adjacéncies, és a dir, ¥ és bijectiva i 8i (z,y) € A
aleshores (¥(z), 9(y)) € A'.

Una aplicacié 9;T — T entre dos grafs és un tsomorfisme e-local si ¥ indueix
un isomorfisme de grafs (r = 0,1,...,¢ — 1) ¢ : B,(z) — B,(%(z)) per a cada
vértex z € I,

Observem que un isomorfisme de grafs conserva la distincia, és a dir, si
d(z,y) = r aleshores 3(¥(z), ¥(y)) = r. Fixem-nos, també, que un isomorfisme
e-local també és un isomorfisme r-local per a tot 0 < r < ¢, i un isomorfisme
de grafs ¢ : T, (z) — I',(9(z)) (r =0,1,...,e — 1).

Un e-recobriment és un isomorfisme e-local exhaustiu.

El lemes que segueixen son conseqiiéncia inmediata de les definicions:

LEMA 1:

Sigui ¢ : T — I' un isomorfisme e-local (e > 2) i sigui zo € T', zf, = ¥#(zo). Si
z4, Y, ...,z és un camf a I/, aleshores existeix un camf zg,zy,...,2; a I’ amb
Hz) =2, (0< 1 <s).

LEMA 2:

Un isomorfisme e-local (¢ > 2)% : I' — T’ és exhaustiu (i per tant e-
recobriment) si I és connex.

Definicié:
Siz € I' i Z és un subconjunt de vértexs del graf, Z X, definim la
distincia de z a Z com,

3(z,Z) = min { I(=,2) |z€ Z}

LEMA 3:

Si®: T — I' és un e-recobriment (e > 2), aleshores per z,y€T' i 2’ € I,

d(z,y) > a(9(z), 9(y))
d(z,971(2')) = 3(d(z), ')
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3. CONSTRUCCIO D’UN e-RECOBRIMENT SOBRE F"(n > 4):

Sigui ' un H{e,0,n)-graf (¢ > 3) connex, és a dir, I' és un graf connex
distancia-regular e-reticular (¢ > 3}, de valéncia n. La matriu d’interseccié té
la forma:

0 1 0 0
n 0 2 0
Bi=]0 n-1 0 3
0 0 n—2 #

és a dir, )
Plo =pi1 =pi, =0
pli=n,pp=n—1, pis=n-—2
plo=1,p11=2,p,=38

o de forma equivalent,

(3.1) ~ per qualsevol z€ X, |T4(z)|=n
(3.2) per qualsevol z,y€ X :

si d(z,y) =1 aleshores |Ty(z)NTy(y)|=0
(3.3) si J(z,y) =2 aleshores |T'y(z) NTi(y)|=2
(3.4) si  3(z,y) =3 aleshores |[[y(z)NT2(y)|=3
(3.5) si d(z,y) =2 aleshores |['y(z)NT2(y)|=0
TEOREMA 1:

SiT ésun H (e,0, n)-graf (e > 3) connex, aleshores existeix un e-recobriment
d:F* —=T.

La demostracié es basa en els segiients lemes:
LEMA 4:

Fixat o € T, existeix un isomorfisme,

©: BQ(O) ad Bz(a)

Demostracié

B,(0) esta format per tots els vectors de pes menor o igual que 2, és a dir,
B,(0) = {0} UT,(0) UT2(0) Definim ¢ de forma recurrent:
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a) o(0) = a.

b) Com que T';{0) = {ey,ez3,...,en} i |[Ti(a)] = n (3.1), hi ha n! formes
diferents de definir ¢ sobre I';(0). En triem una de concreta a la que
anomenarem .

Es clar que p sobre B; (0) és un isomorfisme.

c) Sigui v = e; + e3 € I';(0). Aleshores e;,e; € I'1(0) i per b) z = p(e1) i
¥y = plez) amb d(a,y) = 1,18 (o,y) = 1, és a dir, I(z,y) < 2:

Si 3(z,y) = 0 seria = = y i per tant ¢; = eo, absurd.
Sid(z,y) =11iaeTl(z) NT(y), contradiria (3.2)

Per tant, 3(z, y) = 2 i com que a € T';(z) N Ty (y), per (3.3), existeix un dnic
z(# a),z € T1(2) N Ty (y). Definim p(v) = z. Es clar que (e, 2) = 2.

A més a més, si z € T'p(a) existeixen

z,y € T1(a) NT1(z) dnics. Sie; = 7 (z), &; = 7 (y),

aleshores v = ¢; + ¢; és I'inic tal que p(v) = z. Aixd demostra que ¢ és una
bijeccié.

Finalment, si u,v € B2(0) i 8(u,v) = 1 volem veure que 3(p(u), p(v)) = 1.
La tdnica possibilitat és que u € T'5(0),iv e [y(0). Serav=¢ iu=1c¢; +e;i
en aquestes condicions ja hem vist que 3(p(u), (v)) = 1.

Aixo completa la prova.

LEMA 5:

¢ es pot extendre a una aplicaci6 ¢ : F* — T talquesiu,v € F*i8{u,v) =1
aleshores (¥(u),#(v)) = 1.

Demostracio:

Definim ¢ = ¢ per a tot v € B2{0). Definim, de forma recurrent, ¢ a B,(0)
per tot r > 2.

Sigui v € T, (0), aleshores puc escriure v = u+¢; +¢; amb u € I',_2(0), u +
e,ute; €Trn1(0)10(u,u,+e) =u,ute;) =1id(ute,ute) =2
Diem, z = #(u), y; = (ute;), y; = H(ute;). Com que suposem que ¥ sobre
B,_1(0) conserva la distancia, d(z,y;) = 8(z,y;) = 1 i per tant 3y, y;) <2:

Si 3(y:, y;) = O aleshores, y; = y;. Agafem w € I',_3(0) tal que u = w + e.
Podem establir,

ANy, M w+e))=1 1 9y, d(w+e)) =1
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perd per (3.2) aixd només és possible si H{w + ¢;) = $(w + ¢;), amb Wy (w) <
Wy (u). Continuant d’aquesta manera arribariem fins a 9(¢;) = 9(e,) i per
tant e; = ¢; que €8 absurd.

Si 3(yi, y;) = 1 contradiu (3.2)

Per tant, 3(ys, y;) = 2 i com que z € Ty (y;) N T'y(y;) (3.3) existeix un dnic
z(# z), z € 1 (%) NT1(y;). Definim ¥(v) = z. Ks clar que 3(z,z) = 2.

Falta demostrar que aquesta definicié no depend dels particulars ¢; i ¢; es-
collits: Suposem v = w+e¢; +¢; + ¢ amb w € I',_3(0). Siguin z = d(w), y; =
Hwte), yj = Owte;), yp = Hw+ter), zi; = Swte;+e;), 2 = wte,;+
ex), zik = Hwtei+er), tijr = Hwte+ej+ex) ity = wte;+ex+e;).
A més a més, Iz, y;) = 9(z, y;) = d(z,yx) = 1,

3(ys, y5) = O(yi, yx) = 3y; o) = 2
s O(yiszi5) = 9(yi, 2ix) = 1

i de manera semblant, s’obtenen les altres relacions.

Veiem que 3(z,t;;%) = 3:

Ja sabem que 9(z, ;%) < 3 ja que hi ha un camf{ de longitud 3 que uneix z
y tt'jln pero,

Si d(z,tijx) = 0, aleshores t;; € I'y(z) N T;(yw) perd d(z,%) = 1, que
contradiu (3.2)

Si 3(z,tix) = 1, com que 3(z,t;;) = 2 per (3.3) seria |T'1(z) N T1(t;)| =2,
perd {yi,y5,ti;x} C I'1(z) NT1(ti;) la qual cosa és absurda.

Si 9(z, tijx) = 2 per (3.5) [T2(z) NTy(t:%)] = O, perd el vértex t;; € Ty(z) N
T'1(tijk), 1 aixd seria absurd.

La conclusié és que 9(z, t;;%) = 3.

De forma analoga es demostra que 3(z,t;x;) = 3; i utilitzant que 3(z, t;,x) =
3 i que 3(z,t;x) = 3 es comprova que d(ys, z;;) = 3.

Per (3.4) tindriem |T'(yx)NT1(2:;)| = 3, perd per altra banda { y;, y;, tijk, ki } C
T2(yx) N T'1(2i5), i aixd és absurd tret que tinguem t;;x = t;i,.

Finalment cal comprovar que si u,v € B,(0) i 8(u,v) = 1 aleshores
(¥(u),d(v)) = 1:

Ho farem per induccié sobre r. El lema 4 demostra el resultat per r < 2.
Suposarem cert el resultat fins a r — 1 i el demostrarem per r. Suposem que
v=ue; =w+e +e; ambw €L, 5(0),ueT,_1(0) i ve T, (0). Aleshores
#(v) es construeix de forma tinica a partir de y; = $(w+¢;) i y; = H(w+e,)
amb 9(y;, 8(v)) = 8(y,, ¥(v)) = 1. Aixd prova el resultat.
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Demostracié del Terorema 1:
L’aplicacié ¢ : F™ — T definida en el lema 5 és un e-recobriment.

Per completar la demostracié només cal veure que per qualsevol u € F*, ¢
és una bijeccci6é de Ba(u) a Ba(d(u)):

En primer lloc, com a conseqiiéncia inmediata del lema 5, és evident que
existeix una bijeccié entre By (u) i By (¢(u)).

Per qualsevol z € T';(¥(u)) existeixen y1,y2 € T'1(¥{u)), dinics, tals que les
seves antiimatges sén de la forma u 4+ ¢; = 97 !(y;) i u+ ez = 97 {y,). El
vector u + e; + ez és la antiimatge de 2z per 9.

Si v,w € Ba(u) com que ¢ es bijeccié sobre B;(u), només cal provar la
injectivitat en els segiients casos:

a) v € T1(u) i w € T2(u). En aquest cas és evident ja que sabem que

9(v) € T1(%(u)) i 9(w) € T2(¥{u)). (Veure la construccié del lema 5).

b} v,w € T2{u}. Suposem v = u+ e +¢; 1 w = u+ ex + e, aleshores
u+ e, ute;, ut ek, utey, €I1(u)iper tant
Hu+e), Hute;), Hu+ter), Huter) € T1(9(u)). Ellema 5 construeix 9(v)
i 9(w) a partir d’aquests de forma tnica. Si #(v) = ¢(w), per (3.3) hauria de
ser H{u+e) =0(u+ex) i (ute) =0(ute)ipertant u+e; =u+epi
ute; =u+te iquev=w.

Aixd completa la prova.
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