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PROBLEMAS DE KNAPSACK 0-1
CON UNA RESTRICCION ADICIONAL

J. BARCELO y E. FERNANDEZ

Universidad Politécnica de Cataluna

En este articulo se estudian los problemas de Knapsack con una restriccidn
adicional. Este estudio viene motivado por la aparicidn de problemas con esta
estructura en la formulacién de distintas relajaciones lagrangianas asociadas a
problemas enteros. Hemos considerado dos tipos de problemas: unos tienen
las dos restricciones del mismo sentido, mientras que los otros las tienen de
distinto sentido. Para ambos tipos de problemas presentamos algoritmos de
enumeracidn implicita para su resolucidn asf como heuristicas para la obtencién
de soluctones posibles. Hemos comprobado la efictencia de los procedimientos
propuestos realizando una amplia experiencia computacional cuyos resultados
presentamos.

Knapsack problems with a side constraint.

Keywords: Knapsack, lagrangian relaxation, implicit enumeration.

1. INTRODUCCION

En este articulo se estudian los problemas de knapsack con una restriccién
adicional. Estos problemas son un caso particular de programas multi-
knapsack, en los que el conjunto de restricciones consta de dos desigualdades.
A diferencia de los cldsicos problemas de knapsack, que han sido ampliamente
estudiados, tanto desde un enfoque poliédrico [CrJo83| como desde un punto de
vista algoritmico [MaTo79,MaTo88,GiGo61], el interés suscitado por los proble-
mas de knapsack con mds de una restriccién ha sido bastante limitado, aunque
existen distintos trabajos en los que se estudian estos problemas, en el caso que
todas las desigualdades tengan el mismo signo, desde una perspectiva general

[Ema86,FrP186,GaPi85,Shih79)].
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Nuestro estudio viene motivado por la aparicién de este tipo de problemas
en algunas de las relajaciones lagrangianas que se han formulado para resolver
distintos problemas enteros. Por ejemplo, en [BaFe88,Fer88] se aplica una
variante del algorismo BISA [Barci85,BaHo88| de refuerzo dual para la reso-
lucién de problemas de Set Partitioning en la que los problemas duales que
se resuelven tienen una estructura de problemas de knapsack con dos restric-
ciones. Asimismo, en los problemas de localizacién de plantas con restricciones
de capacidad [BaFeJ586,BaJ5Mi87] y en los problemas de spanning trees mi-
nimales sometidos a restricciones complementarias [BaJ6Mi87), algunas de las
relajaciones lagrangianas, que se obtienen al incorporar a la funcién objetivo
distintas familias de restricciones, también tienen una estructura de problemas
de knapsack con dos restricciones, que coincide con alguno de los dos tipos de
problemas que hemos estudiado.

El objetivo que perseguimos es el disefio de algiin algoritmo eficiente para la
resolucién de estos problemas, que aproveche al mdximo la estructura particular
de los mismos. En particular, hemos estudiado dos clases de problemas; en la
primera cada una de las restricciones es una desigualdad de distinto sentido,
mientras que en la segunda, las dos inecuaciones son del mismo sentido. Los
dos tipos de problemas que hemos estudiado son, respectivamente, de la forma:

(KP1) mindz (KP2) mindz
cx 2 co T 2 ¢
gz < go gz 2 go
z; €{0,1},J €N z; € {0,1},7€ N

donde, en (KP1),¢c,g € R**,d € R"; mientras que en (KP2),c,g € R*,d €
R™*yco,g0 € R, siendo N el conjunto de {ndicies de las variables.

Desde una perspectiva general los trabajos [Ema86,FrP186,GaPi85,Shih79]
que estudian los problemas de multi-knapsack imponen condiciones sobre los
valores numéricos de los coeficientes que resultan excesivamente restrictivas
tanto para (K P1) como para (K P2). En concreto suelen imponer restricciones
de integridad y de no negatividad sobre los coeficientes. Adem4s, suponen que
las restricciones que aparecen son todas del mismo sentido.

Las restricciones de integridad sobre los coeficientes pueden, tedricamente,
superarse, multiplicando todos ellos por una potencia de 10 suficientemente
grande. Sin embargo, se trata de una solucién que presenta inconvenientes, ya
que cuando necesitemos una precisién alta para la parte no entera de los coe-
ficientes, el factor que se les debe aplicar resulta excesivamente grande dando
lugar a problemas de almacenamiento. Si, por el contrario, limitamos la mag-
nitud del factor a aplicar, el problema resultante no es un problema equivalente
al original dando lugar a resultados erréneos. Lo anterior se manifiesta espe-
cialmente al resolver de forma iterativa una sucesién de problemas similares,
como ocurre en la resolucién via optimizacién subgradiente de los problemas
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duales asociados a relajaciones lagrangianas, en los que, de una iteracién a
otra, algunos coeficientes varfan ligeramente y adem4s el reconocimiento de
ciertas propiedades numeéricas resulta determinante para la identificacién de la
solucién éptima.

Las restriciones de no negatividad que suelen imponerse a los coeficentes
resultan no superables en el 4mbito de aplicaciones a distintas formulaciones de
relajaciones lagrangianas de nuestro trabajo. Tengamos en cuenta que, cuando
una de las variables tenga un coeficiente negativo, sélo ser4 posible hacer una
transformacién a un problema equivalente en el caso de que los otros dos coe-
ficientes que aparecen en el problema también sean negativos. Evidentemente,
se trata de una restriccién excesiva que a menudo no podremos garantizar.

En otro orden de cosas, y debido a que el conjunto de restricciones en los
problemas (K P1) y (K P2) est4 formado por dos nicas desigualdades, parece
conveniente intentar obtener el mayor rendimiento posible de la estructura es-
pecifica que presentan estos dos tipos de problemas. Ello justifica el enfoque
algoritmico que hemos seguido, al disefiar algoritmos especfficos para los proble-
mas (K P1) y (K P2), que sacan partido de la esructura original de los mismos.

Este articulo se estructura en 4 partes; en las dos primera estudiamos los
problemas (K P1) y (KP2) respectivamente, presentando cotas inferiores y
algoritmos de enumeracién implicita para cada uno de dichos problemas. En
la tercera, estudiamos la aplicacién de estas técnicas a la resolucién de ciertas
relajaciones lagrangianas cuyas formulaciones se coresponden con las de los pro-
blemas (K P1) y (K P2) y definimos heurfsticas ligadas a dichas formulaciones.
Finalmente en el cuarto apartado presentamos los resultados computacionales
que hemos obtenido utilizando los algoritmos y las heurfsticas propuestos en
los apartados anteriores.

2. PROBLEMAS CON DOS RESTRICCIONES DE SENTIDO
CONTRARIO

Consideremos ahora un problema de la forma

(KP1) mindz
cx 2 ¢
gz < go
z; € {0,1},7 € N,

donde ¢,g € R**,d € R".

Intuitivamente resulta evidente que si el conjunto de todas las variables que
tienen un coeficiente de coste negativo, formase una solucién posible, esta
solucién seria éptima para el problema. En particular, una solucién éptima
debera contener el mayor nimero posible de estas variables.
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Teniendo en cuenta que la segunda restriccién es la que limita el nimero
de variables con coeficiente d; negativo que podemos incluir en una solucién,
reordenamos el conjunto de fndices de dichas variables, colocando en primer
lugar las que resultan més “prometedoras”. En concreto, una de estas variables
resulta mds sugerente en la medida que su coeficiente d; sea menor (mayor en
valor absoluto) y su coeficiente g; también lo sea. Sea N! = {1,...,p} el con-
junto de dichos {ndices ordenado segiin valores crecientes de d;/g;. Por otro
lado, la primera restriccién puede obligar a introducir en la solucién alguna
variable con d; positivo. Por este motivo, deberemos ordenar los fndices de
variables con d; > 0 poniendo en primer lugar las que resulten menos “perjudi-
ciales”. En concreto, una de estas variables resulta peor candidata para formar
parte de una solucién en la medida en que d; sea mayor y su coeficiente C;
menor. Sea N2 = {P +1,...,n} el conjunto de dichos fndices ordenado segiin
valores crecientes de los cocientes d;/c;.

Consideramos, por tanto, el conjunto N de fndices de todas las variables
ordenado de forma que primero aparecen los fndices de las variables con coe-
ficiente d; negativo, segtin la ordenacién de N1 y después los de las variables
con d; positivo, segiin la ordenacién de N2.

CALCULO DE COTAS INFERIORES

A continuacién damos dos cotas inferiores para (K P1). Estas cotas se ob-
tienen al considerar los problemas relajados resultantes de eliminar una de las
restricciones de (K P1) manteniendo la otra.

Proposicién 1: Sea N! = {1,...,,p} el conjunto de fndices definido anterior-

s1+1
mente, entonces z, = Y. d;z; es una cota inferior para (K P1) siendo s, el
J=1

N
iltimo indice del conjunto ordenado N' para el que ) g; < go y z* € R™ el

j=1
vector de componentes
1 8il1< g8
o= (90— X g)/9s1  sij=si+lysil<p
7 i<
0] en otro caso

Demostracién: Sea el problema

(RL1) mindz
9z < go
0<z,<1j€N.
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z* es una solucién éptima para (RL1) y z}, es su valor de la funcién objetivo.
Como (RL1) es una relajacién de (K P1), es evidente que zl; es una cota
inferior del valor éptimo de (K P1).

En el caso en el que z* satisfaga también la segunda restriccién, se tienen el
siguiente corolario:

Corolario 1: Sea z* definido como en la Proposicién 1. Si

a1-+1

*
E C; Ty 2 ¢o
=1

entonces, z* es un 6pitmo del problema

(RL) mindz
¢z 2 ¢
9z < go
0<z;<1,7€N.

Nétese que (RL) es la relajacién lineal ordinaria de (K P1)

Evidentemente, en la situacién del corolario anterior si todas las componentes
de z* son enteras, z* es un 6ptimo de (K P1). Hay que resaltar que todas las
componentes de z* serin enteras en uno de los siguientes casos:

i)s;1=p

81
iiJs; <py 3. 9/ =0g0
=1

Consideremos ahora el problema lineal

(RL2) mindz
cx > co
0<z;<1,7€N.

Proposicién 2: Sean N = {1,...,p,..,n} y N2 = {p + 1,...,n} los conjunto
de fndices de variables definidos anteriormente, entonces:

62+1
Zint2 Y, djz; es una cota inferior para (K P2) siendo s; + 1 el dltimo {ndice
J=1
. 63+1
del conjunto ordenado N? para el que Y, ¢;i > goy z* € R™ el vector de
=1
componentes
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1 sij<p

1 sip<j<s;
zi = (o= X c)/casr  sij=s
i<es
0 en otro caso

Demostracién: El vector z* es una solucién éptima del problema (RL2) y
22, el valor de esta solucién; por lo tanto se trata de una cota inferior para

(K P1).

s3+1

Corolario 2: Sea X* como en la Proposicién 2. Si Y 9;2; < go entonces z*
=1

es éptimo para (RL).

Corolario 3: z,¢ = max {z},,22,} es una cota inferior para (K P1).

Una observacién importante es que, en el caso que el {ndice s; asociado a
2z}, sea iguall a p, si la solucién z* definida en la Proposicién 1 no satisface la
primera restriccién de (K P1), entonces el indice s; asociado a 22, ser estric-
tamente mayor que p, con lo que la cota inferior 22 obtenida en la Proposicién
2 ser4 estrictamente mayor que z};. No puede asegurarse que esto vaya a ser
cierto en el caso en el que 3; < p, puesto que la suma de los coeficientes de
coste de las variables s; + 1 hasta p puede ser, el valor absoluto, mayor que la
suma de los coeficientes de coste de las variables desde p + 1 hasta sz, en cuyo
caso la cota zZ; serd menor que z} ;.

Tanto z,; como 22, pueden reforzarse teniendo en cuenta las condiciones de
integridad de las variables de forma andloga a la de Martello y Toth[MaTo79]
para problemas con una restriccién. En concreto, en el caso de 2l ;, teniendo
en cuenta que z,;4; no puede tomar un valor fraccional, la solucién éptima
del problema entero asociado (RL1) puede obtenerse a partir de la solucién
éptima X* de (RL1) bien eliminando el elemento s; —ésimo (2,143 = 0, bien
insert4dndolo (z,141 = 1).

En el primer caso, el valor de la solucién del problema entero asociado a
(RL1) no puede ser inferior a

81
by Zdj + (90 — Z 95)day+2/ 901 +21
J=1 iSe1
donde [z] indica la parte entera por exceso de z.

En el segundo caso, teniendo en cuenta que serid necesario eliminar alguna
de las s; — 1 primeras variables el mejor valor posible de la solucién vendrd
dado por:
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a1
b2=2:d1'+[da1+1— gs14+1— | 90 — Z 95 du/gn]

j=1 J/lega

donde se supone que la variable que ha sido eliminada tiene exactamente el
menor coeficiente necesario g; ( es decir g,343 — (9o — Xg;)) v el peor valor
posible de d;/g; (es decir d,1/g,1). Por tanto la cota z}, podré reforzarse a
max {b;, b2}. An4logamente podemos reforzar 22;.

Hay que resaltar que, como veremos posteriormente, este procedimiento,
a pesar de su sencillez, produce cotas inferiores de una calidad apreciable,
obteniendo en ocasiones la solucién éptima.

El procedimiento anterior, aplicado a los problemas obtenidos al fijar z;
respectivamente a 0 6 1 en (K P1), permite obtener dos cotas asociadas a
cada variable. En concreto, para cada variable z; definimos los siguientes
subproblemas asociados.

(KP1y) min Y,  dgzx

keM {5}
Y ckZk 2 co—cj
keM {5}
Y gkzk < go — g5
keM {5}

zx € {0,1}, k € M{j}

(KPO;) min ) dizg
keM {5}

Y ckzk > co
keM {5}

> az < go
kEM {5}

zx € {o,1},k € M{s}

Sean 20, y 2z1; las cotas inferiores obtenidas por el procedimiento anterior
para (K P0;) y (KP1;) respectivamente. Nétese que Vj < s+ 1 21; = 2inr y
Vi > +1 20; = 2z, donde s = max {s1,32}. El conocimiento de estas cotas
nos permitird establecer un criterio de fijacién de variables a 0 6 a 1.

ALGORITMO DE ENUMERACION IMPLICITA

A continuacién proponemos un algoritmo de enumeracién implicita para
(KP1). Suponemos que el conjunto de {ndices de variables esti ordenado
de forma que aparecen primero los indices de variables con d; negativo, en el
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mismo orden que para el cdlculo de las cotas inferiores, y después los correspon-
dientes a las de d; positivo; ahora, estos {ndices est4n ordenados segtin orden
creciente de coeficiente d;. El criterio que hemos seguido es el de construir
soluciones a partir de subsoluciones parciales, a las que. imponemos siempre
cumplir la segunda restriccién.

A partir de una subsolucién parcial se intenta completar una solucién fijando
a 1la siguiente variable, que no haya sido previamente considerada, que no haga
violar la segunda restriccién y cuyo coeficiente d;, en caso de ser no negativo,
no haga que el valor de la funcién objetivo asociado sea mayor que el valor de
la incumbente. Si la nueva subsolucién satisface la primera restriccién, habre-
mos obtenido una nueva incumbente, en caso contrario se siguen afiadiendo
variables.

Si la inclusién de una variable candidata z; hace violar la 2* restriccién,
elegimos otra variable candidata z; que sea posterior a k y cuyo coeficiente g;
sea Menor que gg; en caso que ésta no exista haremos backtracking. Para ello,
asociado a cada variable j definimos ming; = min{k > j/di < g;}.

Si la inclusién en la solucidén parcial de una variable k, cuyo coeficiente dj
es positivo, produce que el valor de la funcién objetivo parcial supere el de la
incumbente, también se hace backtracking, ya que cualquier variable posterior
tiene un coeficiente de coste al menos tan grande como dg.

En el caso de variables de coeficiente d; negativo, éstas se van afiadiendo a la
solucién parcial mientras no se viole la segunda restriccién. Hay que tener en
cuenta que, en este caso, alin cuando se llegue a satisfacer la primera restriccién,
podriamos mejorar el valor de la incumbente afiadiendo tantas variables con
d; negativo como sea posible sin violar la segunda restriccién.

En todo momento podemos saber si es posible llegar a satisfacer la primera
restriccién afadiendo variables adicionales, independientemente de que se vaya
a violar la segunda o no. Si esto no va a ser posible también haremos back-
tracking. Para ello asociado a cada variable 7 definimos

sumc; = E Ck.

k23

Cuando sea preciso efectuar backtrackcing, si éste se debe a que se va a su-
perar el valor de la incumbente, a que no va a poder satisfacerse la primera res-
triccién, a que no exista ninguna variable candidata para completar la solucién,
o bien a que se haya completado una solucién posible cuya dltima componente
tenga un coeficiente d; positivo, eliminaremos de la solucién parcial todas aque-
llas variables correlativas en orden decreciente a la dltima que se haya intro-
ducido. Debido a la ordenacién que tenemos, en ninguno de estos casos podri
mejorarse el valor de la incumbente con alguna solucién que contenga alguna
coleccién de variables formada por, exactamente, las mismas primeras variables
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y alguna subcoleccién de las variables correlativas que aparecen al final. Nétese
que esta eliminacién de varias variables a la vez puede acelerar considerable-
mente la exploracién.

No podremos realizar la elimifacién anterior cuando se haga backtracking
porque no exista ninguna variable que se pueda afiadir y siga cumpliendo la se-
gunda restriccidn; en este caso, eliminaremos de la solucién parcial dnicamente
la dltima variable introducida en la misma.

Tenemos, ademds, el siguiente criterio de eliminacién de variables:

Sean 20, y 21, las cotas inferiores asociadas a la variable z; y 2;up el valor de
la incumbente

Si 20 > zgyp => z; = 1, (cualquier solucién que no la contenga tendrs
un valor de la funcién objetivo por lo menos
tan grande como el de la incumbente.)

Si 21; > zgyp => z; =0 (cualquier solucién que la contenga tendrs un
valor de la funcién objetivo por lo menos tan
grande como el de la incumbente)

Debemos resaltar que la aplicacién de este criterio de eliminacién, a menudo
reduce la dimensién del problema original sensiblemente, siendo en cualquier
caso mejor que los criterios de eliminacién cldsicos para problemas enteros
generales con variables 0 6 1.

Suponemos que inicialmente conocemos una solucién posible y que, por tanto,
disponemos de una cota superior, mejor que co. Ademds, el conocimiento de
esta cota superior nos pemite aplicar inicialmente los tests de eliminacién de
variables expuestos. Posteriormente propondremos una heuristica para (K P1),
especialmente adecuada para problemas con caracterfsticas numéricas similares
alas de algunas de las relajaciones lagrangianas mencionadas en la introduccién.

La exploracién terminard cuando se hayan examinado implicitamente todas
las posibles soluciones. Es decir, cuando no exista ninguna posible solucién que
mejore el valor de la incumbente, o bien cuando se encuentre una incumbente
con un valor igual al de la cota inferior. A continuacién exponemos un esquema
de dicho algoritmo:
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Notacién:

ultneg
ming; = min{k > j/gx < g;}

sumc; = ) ¢k
k23

ultneg

sumd_; = Y dg
k=1

zp
n
rl= )’ c;zp;
Jj=1
n
r2 =Y g;zp;
j=1

fp= 3 djzp;
Jj=1

ampli(zp, 7)

Nimero total de variables que intervienen
en el problema

fndice de la dltima variable con coeficiente
de coste negativo

fndice de 1a primera variable posterior a ;7
con un coeficiente en la segunda restriccién
menor que el de z;

Suma de los coeficientes de la primera res-
triccién correspondientes a variables con
ndice igual o posterior a 7

Suma de los coeficientes de coste de las va-
riables que lo tengan negativo y con {ndice
igual o posterior a 7

Vector cuyas componentes fijadas a 1 in-
dican los fndices de las variables que forman
parte de una subsolucién parcial.

Valor de las primera restriccién para una
subsolucién parcial zp

Valor de la segunda restriccién para una
subsoslucién parcial zp

Valor de la funcién objetivo para una
subsoslucién parcial zp

Test l6gico que indica si zp es ampliable

en la componente j. Es decir si al hacer

zp; = 1 la solucién parcial resultante cumple
i) r2<go No viola 2® restriccién)

ii) fp+ sumdj < incumb (Puede mejorar el
valor de la incumbente)
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Algoritmo

Inicializacién
Calcular Incumb

Si incumb < z;¢Terminar

Aplicar test de eliminacién de variables
Para 7 =1,n Hacer zp; =0

rl «—— 0
r2+—90
fp—20
J+—1
fin = falso
Fin Inicializacién
Mientras no fin Hacer
Ampliar subsolucién parcial zp
Sirl>coy r2< gy fr< incumb

Actualizar solucién incumbente

Si fp + sumd; > Incumb
Hacer Backtracking 1

En otro caso si r1 + sumc; < ¢
Hacer Backtraking 1

En otro caso si r2 + ming; > go
Hacer Backtracking2

Fin si

Fin mientras

Valor de la cota superior obte-
nsdo con una heurfstica

La solucidén asociada a la in-
cumbente es dptima

Se empieza con la subsolucidn
parcial vacia

zp es una solucidn posible mejor
que la tncumbente

zp no puede completarse mejo-
rando el valor de la incumbente

Zp no se puede completar sa-
tisfaciendo la 1? restriccidn

Cualguier ampliacidén dezp
viola la 2® restriccidn

En el esquema anterior, backtracking 1y bactracking 2 son los pasos de retro-
ceso antes mencionadods. Ademds para una mayor claridad en la exposicién
suponemos que las cantidades fp,rl y r2, asociadas a una solucién parcial zp
estdn en todo momento, debidamente actualizadas.

El procedimiento anterior termina, bien cuando se tenga una incumbente
menor o igual que la cota inferior z,1+ ya que la solucién asociada a dicha
incumbente serd 6ptima, bien cuando en algunos de los pasos de eliminacién
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de variables se detecte que no existe posibilidad de retroceder ni de encontrar
ninguna variable candidata; en este caso, la solucién que haya proporcionado
la incumbente que se tenga en ese momento seré éptima.

El procedimiento ampliar subsolucién parcial zp es el siguiente:

Ampliar subsolucién parcial zp

Buscar kl > j tal que ampli(zp, k) sea cierto
Hacer zpp — 1
7+—k+1
Fin Hacer
Mientras ampli(zp, j) sea cierto Hacer
zp «— 1
J—1

Fin Mientras
Fin

Evidentemente, en el algoritmo anterior podemos incluir el test de eli-
minacidn de variables cada vez que se actualice el valor de la incumbente.
Empiricamente hemos comprobado que, en el caso de que la cota superior ini-
cial sea suficientemente ajustada, no es rentable su utlizacién, ya que el niimero
de variables que se eliminardn es bastante reducido comparativamente con la
cantidad de variables que se eliminan inicialmente.

8. PROBLEMAS CON DOS RESTRICCIONES DEL MISMO
SENTIDO

Consideremos ahora un problema de la forma

(KP2) min dX
cT 2 ¢o
9z 2 go

z; € {0,1},7€ N,
donde ¢c,g€ R*,d€ R"* y ¢p,90 € Rt

Debemos observar que la formulacién de { K P2) se corresponde con una clse
més amplia de problemas que es

(KP2') mindz
cT 2 ¢
9z 2 go
z; € {0,1},5 € N,

186



donde ¢,g € R*,d € R™ y co, g0 € RT.

Efectivamente, si una variable de (K P2') tiene un coeficiente de coste d; <
0, basta con hacer un cambio de variable y; = 1 —z; para obtener un problema
transformado equivalente del tipé (K P2).

Adem34s si en (K P2') una variable z; con d; < 0, tiene ambos coeficientes
¢; ¥y G; positivos, podemos fijarla a 1 y eliminarla del problema, actualizando
los valores de los términos independientes de las restricciones.

Supongamos, por lo tanto, que tenemos un problema del tipo (K P2). Para
este problema podemos hacer una eliminacién previa de algunas variables, ya
que si z; es tal que tanto ¢; como g; son < 0 entonces z; nunca estar4 en una
solucién éptima, por lo que podemos fijarla a 0.

Resulta, ahora, dificil cuiles son las variables mds “prometedoras” para
formar parte de una solucién éptima. Evidentemente, las que tengan un co-
eficiente d; menor serédn, a priori, mejores candidatas pero sélo cuando sus
coeficientes c; y g; sean suficientemente grandes, ya que, de no ser asf, su in-
clusién en una solucidén conllevaria la incorporacién de otras muchas variables
con lo que disminuiria su interés de cara a la funcién objetivo.

Resultaria, sin embargo, mds ficil tener una idea clara de cuales son las
variables “mejores” si el problema (K P2) tuviese una tnica restriccién. Una
observacién trivial es que estas variables no serian las mismas para cumplir la
primera restriccién que para la segunda. En cualquier caso, las dos relajaciones
de {K P2) obtenidas eliminando una de las dos restricciones, proporcionan co-
tas inferiores para el problema original; adem4s, obtendremos informacién so-
bre cual de las dos desigualdades resulta mads restrictiva para la resolucién de
(K P2). Posteriormente utilizaremos esta informacién para definir una estrate-
gia en el disefio de un algoritmo de enumeracién implicita.

CALCULO DE COTAS INFERIORES

Consideremos las siguientes relajaciones del problema (K P2)

(RL) mindz
¢z 2 co
9z 2 go
0<z;<LjEN

(RL1) mindz
9z 2 go
0<z;<1,7€EN,

(RL2) mindz
cz 2 ¢
0<z;<1,5€N,
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Sean N' = {1,...,n} el conjunto de fndices de variables ordenados de la
siguiente forma: Primero los correspondientes a variables con g; = 0 por orden
creciente de d;/g; y después los indices de variables con g7 < 0 ordenados segin
valores decrecientes de d;/g; (creciente en valor absoluto).

Proposicién 8: Sea N! = {1,...,n} el cojunto de indices de variables que
acabamos de definir,

a1+1
entonces zy, = ) d;z} es una cota inferior para (KP2), siendo s; + 1 el
Jj=1
81+1
primer fndice del conjunto ordenado N! parael que Y, g; > go, y z* € R™ el
j=1
vector de componentes
1 sl < sy
= (90 -2 gj) f9s1  sij=s1+1
J <
iSe:
0 en otro caso

Demostracién: es evidente ya que z* es una solucién éptima para (RL1) que,
a su vez, es una relajacién de (K P2} y zl; el valor de la funcién objetivo para
esta solucién.

8141
Corolario 4: Sea z* como en la Proposicién 3. Si Y, ¢;jz; 2 co, entonces
Jj=1
es 6ptimo para (RL).
Consideremos ahora el conjunto N2 = {1,...,n} de fndices de variables

ordenados de forma que primero aparecen los correspondientes a variables con
¢; positivo, segiin el orden creciente de los cocientes d;/c;, y después los indices
de las variables de coeficientes c; negativo ordenadas por valor decreciente
(creciente en valor absoluto) de dj/c;

Proposicién 4: Sea N? = {1,..,n} el conjunto de indices de variables que
a

3
3 2 ] 3 ;
acabamos de definir, entonces 22, = d;z} es una cota inferior para (K P2),

Jj=1
s3+1
siendo sz +1 el primer indice del conjunto ordenado N?! para el que > ¢ > co,
=1
y z* € R™ el vector de componentes.
1 sij < s2
z; (CO -2 cj) [eoz+1  sij=sa+1
7<s2
0 en otro caso
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Demostracién: Es evidente, ya que z* es una solucién éptima para el proble-
ma (RL2) que es una relajacién de (K P2) y z2, el valor de la funcién objetivo
para esta solucién.

Corolario 5: Sea z* definido como en la Proposicién 4. Si

Sa
D 6T 2 0
J=1

entonces z* es un éptimo del problema (RL).

Tanto 2., como 2Z; pueden reforzarse teniendo en cuenta las condiciones
de integridad de las variables de forma anéloga al caso de (K P1).

1

& 204} es una cota inferior para (K P2)

Corolario 6: zj,; = max {z

Aniélogamente a (K P1), podemos obtener dos cotas inferiores, asociadas a
cada variable, para el caso en que éstas se fijen 2 0 6 a 1. Para ello, dada una
variable 7 definimos los subproblemas

(KP1;) min 3 dyas
kEN {5}

Y. CkTk 2 co—Cf
keN\{s}

> 9kTk > go — g5
keN\{s}

zr € {0,1}, k € N\ {;}

(KPO_,‘) min E drzk
keN {5}

Y. ckTk > co
keN\{s}

Y. 9Tk 2 9o
keN\{s}

zr € {0}, k€ N\ {5}

y aplicamos el procedimiento anterior de obtencién de cotas inferiores a cada
subproblema. Asi obtenemos dos cotas inferiores z1; y 20, que son, respec-
tivamente, la cota inferior que tendriamos si en el problema original (K P2)
se hubiese fijado z; a 0 6 a 1. Posteriormente utilizaremos estas cotas en un
procedimiento de enumeracién implicita para eliminar variables, fijindolas a 0
6 a 1, reduciendo as{ las dimensiones del problema original.
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ALGORITMO DE ENUMERACION IMPLIicITA

A continuacién proponemos un algoritmo de enumeracién implicita para
(KP2). Se trata de un algoritmo que utiliza criterios semejantes al de
Martello y Toth [MaTo79| para problemas con una tdnica restriccién, im-
poniendo ademds, a las subsoluciones parciales que se obtienen, poder satisfacer
la otra restriccién. Es fundamental en este algoritmo conocer a priori cual es
la desigualdad mds “restrictiva” ya que ello permitird eliminar ripidamente
partes importantes del espacio de bisqueda. Esta seri la restriccién que haya
proporcionado la mayor de las dos cotas inferiores. Por tanto, existen dos ver-
siones distintas del algoritmo propuesto, en funcién de que la restriccicén mads
vinculante sea la primera o la segunda.

Sin pérdida de generalidad y para una mayor claridad en la exposicién,
supondremos a partir de ahora que el subproblema que ha proporcionado la
mejor cota inferior es (RL1) por lo que tomamos la primera restriccién como
la méds vinculante. Sea N' = {1,..,n} el conjunto de indices de variables
ordenados como en la Proposicién 3.

En este procedimiento se construyen subsoluciones parciales para (K P2),
que no satisfacen la primera restriccién. Estas se completan, ahadiendo el
menor néimero de elementos, hasta obtener una solucién posible. Dada una
subsolucién parcial, mientras no se satisfaga la primera restriccién, se incluyen
en la misma la primera variable que no haya sido previamente considerada,
que permita mejorar el valor de la incumbente y que pueda satisfacer las dos
restriciones. Cuando la nueva subsolucién parcial satisfaga ambas restricciones
comprobamos si el valor de la funcién objetivo asociado a la misma mejora el
valor de la incumbente para actualizarlo.

Dada una subsolucién parcial, Martello y Toth [MaTo79] proponen un crite-
rio para saber a priori si ésta no va a poder proporcionar, en caso de que llegue
a completarse, un valor de la funcién objetivo mejor que el de la incumbente.
En particular, dada una solucién parcial zp el valor

n n
2rp- = Zda’~pr' +[{co— ch drtiferi],
i=1 i=1

donde r = max {j € N/zp; = 1}, es una cota inferior del valor de la funcién
objetivo que se puede obtener completando esta solucién parcial de forma que
cumpla la primera restriccién. Por lo tanto, si zzc_ es mayor o igual que el
valor de la incumbente haremos backtracking.

Para saber si se puede cumplir la segunda restriccién, asociado a cada va-
riable 7 se define
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sumg; = Y _{gx/9x > 0}
k>7

Si ésta no puede llegar a satisfacerse, haremos backtracking eliminando de la
solucién parcial variables, empezando por la dltima, hasta encontrar una cuya
eliminacién permita satisfacerla.

Cuando tengamos una solucién posible cuyo tltimo elemento no sea la
iltima variable z,, para continuar la exploracién eliminaremos de la solucién
dinicamente la dltima variable introducida, ya que por la ordenacién no pode-
mos asegurar que al afiadir una variable posterior no se puede mejorar el valor
de la incumbente. Si, por el contrario, el dltimo elemento de la solucién es
z,, eliminaremos todas las variables de indices sucesivamente correlativos {en
orden decreciente) con la variable z,,.

En el caso que el backtracking se realice por la condicién de poda de Martello
y Toth [MaTo79] procederemos exactamente igual. También efectuaremos el
mismo retroceso cuando tengamos una subsolucién parcial que no cumpla la
primera restriccién y la siguiente variable candidata z; tenga un coeficiente
¢; negativo, ya que en este caso la inclusién de una o varias de las variables
posteriores no llevari a satisfacer esta restriccién.

Teniendo en cuenta que conocemos los valores de las cotas z1; y 20; asoci-
adas a cada variable, podemos utilizarlas en un procedimiento de eliminacién
de variables, como en el caso de (K P1), fijindolas a 0 é a 1, respectivamente,
cuando el valor de dichas cotas supere el valor de la incumbente. También
en este caso, este criterio proporciona reducciones sensibles de las dimensiones
del problema que se esté resolviendo, mejorando los criterios clisicos de elimi-
nacién.

Suponemos, como para (KP1) que, inicialmente, disponemos de una
solucién posible obtenida mediante una heuristica. Posteriormente propon-
dremos una heuristica especifica para problemas de este tipo especialmente
adecuada para aquellos que tengan caracteristicas numéricas similares a las
que se dan en algunas de las relajaciones lagrangianas mencionadas en la in-
troduccién.

Adem4s, al comenzar la exploracién obtenemos una solucién posible para
(K P2). Compararemos el valor de la funcién objetivo asociado a la misma con
el de la incumbente obtenida mediante la heuristica y, en el caso en que ésta
sea mejor, actualizaremos el valor de la incumbente.
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Notacién:

sumg} = kE {9x/9x > 0}
>3

n
zzp_ = Y. drzpr+
k=1

+[<cO - 1§::101) drt1/Cri1]

zzp_j
zp
n
rl= 3 c;zp;
J=1
7
r2= 3 g;jzp;
i=1
n
fp= E djzpj
J=1

Nimero total de variables que intervienen
en el problema.

Suma de los coeficientes positivos de la res-
triccién correspondientes a variables con
indice posterior a 7

Cota del valor de la funcién objetivo para sub-
soluciones obtenidas a partir de zp que satis-
fagan la 1° restriccién (r es el mayor indice de
variables fijadas a 1

Cota inferior aniloga a zzp_ que se obtendria
si se incluyese la variable 7 en la subsolucién
parcial zp.

Vector cuyas componentes a 1 indican los in-
dices de las variables que intervienen en la
subsolucién parcial.

Valor de la primera restriccién asociado a
una solucién.

Valor de la segunda restriccién asociado a
una solucién parcial zp

Valor de la funcién objetivo asociado a
una solucién parcial zp
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Algoritmo

Inicializacién
Calcular Incumb

Si incumb < zinf Terminar
Aplicar test de eliminacién de variables
Para j = 1,n Hacer zp; =0

ra +—— 0
r2+—0
fp+—20

Fin inicializacién

Mientras no fin Hacer

Ampliar subsolucién parcial zp
Sirl > c¢oy r2 < goy fp < incumb

Actualizar solucién incumbente
Hacer backtracking 1

En otro caso si zep_7 < incumb
Hacer backtracking 2

En otro caso si ¢; <0

Hacer backtracking 2
En otro caso si r2+ g, + sumg;." < go

Hacer backtracking 3
Fin si
Fin mientras
Siendo

Ampliar subsolucién parcial zp
Mientras zzp..j < incumby

rl+c¢; <co y
c; >0 Hacer
Anadir elemento 7
Je—J+1
Fin Mientras

Fin
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Valor de la cota superior obtenido
mediante una heuristica
La solucidn incumbente es dptima

Empezar con la subsolucién parcial
vacia

La solucidén parcialzp es una
subsolucidn posible mejor que
la incumbente

La subsolucidén parcialzp no se
puede completar mejorando el
valor de la incumbente.

No se puede satisfacer la primera
restriccidn.

No puede satisfacerse la segunda
restriccion
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Backtracking 1 consiste en eliminar de la solucién zp dinicamente la dltima
variable afiadida a la misma cuando ésta no sea z,,, mientras que, cuando sea
Zp, se eliminarin los dltimos elementos correlativos de la solucién parcial y la
variable inmediatamete anterior a la dltima correlativa.

Backtracking 2 consiste en eliminar los dltimos elementos correlativos
anadidos a la subsolucién parcial zp y la variable inmediatamente anterior a
la dltima correlativa, y backtracking 3 consiste en eliminar todos los elementos
de la subsolucién zp con un indice igual o posterior a r siendo

r
r=mas {j € N/zp; =1y ) graps + sumg} 2 go}
k=1

el indice de la iltima variable a partir de la cual puede completarse la sub-
solucién parcial zp satisfaciendo la 2? restriccién.

De nuevo, para mayor claridad en la exposicién, en el esquema anterior
suponemos que en cada paso las cantidades fp,rl y r2 asociadas a cualquier
subsolucién parcial zp estan actualizadas.

El algoritmo anterior finalizard, bien cuando se obtenga una incumbente
que sea menor o igual que la cota inferior (la solucién asociada a la misma
serd 6ptima), bien cuando en alguno de los pasos de retroceso se llegue a una
subsolucién parcial vacfa para la que no exista ninguna variable candidata para
completarla.

El test de eliminacién de variables es exactamente igual que en el caso del
algoritmo para (K P1). Asimismo, este test podria aplicarse cada vez que se
actualizase la incumbente, aunque, al igual que para (K P1), su utilizacién no
resulta rentable cuando la solucién generada por la heuristica proporcione una
cota superior suficientemente ajustada.

El esquema anterior es igualmente valido para el caso en el que la restriccién
m4és vinculante sea la segunda. Para adaptarlo a esta situacién tendremos que
considerar el conjunto N? = {1,...,n} de indices de las variables ordenados
como en la Proposicién 4 y sustituir todas las condiciones referentes a la primera
restriccidén para una condicién aniloga respecto a la segunda y viceversa.

PROCEDIMIENTOS HEURISTICOS PARA (KP1) Y (KP2)

En los apartados anteriores hemos propuesto dos algoritmos de enumeracién
implicita para la resolucién de los problemas (KP1) y (KP2). En la inicia-
lizacién de ambos hemos supuesto que disponemos de una solucién posible.
A continuacién proponemos dos procedimientos heuristicos para obtener solu-
ciones posibles para cada uno de estos dos tipos de problemas.
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PROBLEMAS (KP1)

La heuristica que exponemos a continuacién obtiene soluciones posibles para
problemas del tipo (K P1). Este procedimiento procede en cuatro etapas, en
la primera de las cuales se obtiene una primera solucién. Pueden construirse
ejemplos en los que esta fase falle, pero raramente ésto ocurrird. De hecho,
la calidad de la primera solucién no ser4 normalmente buena, dado que en
su obtencién no se tienen en cuenta los coeficientes de coste dj, y la tnica
justificacién para utilizarla, es asegurar, en la gran mayorfa de los casos, la
obtencién de una solucién posible a partir de la cual se obtendrin mejoras
sucesivas. Debemos resaltar el hecho que la ordenacién que consideramos en
la primera etapa es diferente de las ordenaciones que hemos considerado en los
apartados anteriores para obtener cotas inferiores del valor de los problemas.
Ahora consideraremos los indices de variables ordenados por valor creciente de
los cocientes g;/c; que nos dan una medida de lo sugerentes que resultan las
variables para satisfacer las dos restricciones simultineamente.

Por lo tanto, el interés de la primera etapa radica en el hecho de obtener
una priemra solucién formada por aquellas variables que ofrecen una mejor
relacién entre los coeficientes en ambas restricciones. Lo anterior resulta es-
pecialmente interesante en aquellos problemas en los que resulta dificil cons-
truir alguna solucién que satisfaga simultdneamente ambas restricciones. Esta
primera solucién no serd en general minimal, entendiendo por minimal aquella
solucién tal que se fijase a 0 alguna de las variables que estdn con valor 1 dejaria
de serlo. Es decir, a menudo existird algin subconjunto estricto del conjunto
de variables que estin fijadas a 1 que forme una solucién posible.

En la segunda etapa construiremos una solucién minimal contenida en la
primera. Para ello dinicamente fijaremos a cero alguna de las variables que
estan con valor uno en la solucién inicial. En particular, la solucién obtenida
serd, a menudo, la mejor posible, debido al orden en el que hemos considerado
las variables.

En las dos etapas posteriores mantenemos la estructura obtenida en las
dos primeras fases, a saber: un conjunto de fndices asociado a una solucién
posible no minimal y una solucién minimal (a menudo la mejor) contenida
en ella. Estas etapas consisten en mejoras a base de intercambios. Ello se
debe a que el conjunto de variables a partir del cual se ha obtenido la solucién
no minimal, y por tanto del que se han elegido las variables que forman la
solucién minimal, no tiene, en absoluto, en cuenta los coeficientes de coste.
Por ese motivo, es probable que alguna de las variables con mejor coeficiente
de coste, haya quedado fuera del conjunto de variable elegibles y que ahora sea
posible intercambiarla por otra que pertenezca a la solucién minimal obtenida.

En la primera mejora intentamos intercambios de variables que estin en
la solucién minimal por variables que estdn fuera de la solucién no minimal,

195



siempre que el intercambio proporcione una solucién posible cuya subsolucién
minimal asociada mejora el valor de la funcién objetivo.

Finalmente, en la segunda mejora se intentan substituir variables de la
solucién minimal por conjunto de variables no pertenecientes a la solucién no
minimal. De nuevo, el intercambio se realizars siempre que sea posible obtener
una nueva solucién posible cuya subsolucién minimal asociada mejore el valor
de la funcién objetivo.

La heuristica es como sigue:

1.- CONSTRUIR UNA PRIMERA SOLUCION POSIBLE

Sea N! = {1,...,n} el conjunto de indices de variables ordenados por orden
creciente de g;/c;.

;
Sea sy =maz{j € N'/ 3 g < go} y S* ={5 € N'/5 < 51}
k=1

Si el vector z dado por : z; = 1,Vj € S, z; = OVJ € N1/S! no es solsucién
posible para (K P1) Final. (La heuristica falla).

Teniendo en cuenta que en N* aparecen primero las variables con mejor
relacién entre los coeficientes de las dos restricciones, la heuristica raramente
fallard. De hecho, este procedimiento asegura la obtencién de una solucién
posible no entera para la relajacién lineal de (K P1) cuando este problema sea
factible.

2. ENCONTRAR UNA SOLUCION MINIMAL CONTENIDA EN LA ANTERIOR

Considerar el problema (K P1) restringido inicamente a aquellas varia-
bles cuyos indices pertenecen al conjunto S1.

Sea (KPl) min Y d,z,
jES?

T ez 2 oo
JjES

2 9% < go
JES?

Zy € {0: 1}1.7. € Sla
Sean N% = {1,..,5,} el conjunto de fndices de variables S! ordenadas
por orden creciente de d;/c; y S? = {j € N2/5 < s2} donde
J
s = min {j € Nz/z:ck > co}.
k=1

El vector z dando por z; = 1Vj € S%,z,; = 0V5 € §! /52, es una solucién
minimal contenida en S*. Nétese que el procedimiento anterior proporcionarfa
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el éptimo de la relajacién lineal (K P1") asociada a (K P1') sustituyendo la

sg—ésima componente del vector z por z,0 = [co — D, ck /ca2-
j<a3
La solucién asf obtenida es una solucién posible para (K P1) puesto que
por definicién el conjunto S? de {ndices de variables que estin fijadas a 1 es
un subconjunto de S! que por construccién satisface la segunda restriccién.
Ademds, la eleccién del indice s,, garantiza que para S?, también se satisface
la primera restriccién.

3. INTENTAR INTERCAMBIOS UNITARIOS.
Consideremos los siguientes conjuntos de {ndices:

S§%? = {1,...,s2}, que ahora susponemos ordenado por orden decreciente de
coeficientes de coste dj.

S1/82 = {s3+1,..., 51} ordenado segiin orden creciente de coeficientes de coste
d.

g
8% = {s; + 1,..,n} ordenado segiin valor creciente de los coeficientes de coste

d;.

Mientras no fin Hacer
Sean k el siguiente elemento de S y jel siguiente elemento de S2
Si d; < di Entonces Fin= cierto
En otro caso
Sean $?' = S2{j}u{k}y S! = SY{5}u{k}
Mientras S!' viole la 2 restricciéSn Hacer
St «— §1'{r} siendo r el tltimo elemento de S’

83— S3u{r}

Fin Mientras

Mientras S2'viole la 1 restricciéon ~ Hacer
§2?' «— 82 U {r} siendo r el primer elemento de S’
SY — SV{r}

Fin Mientras
Si §2' es el soporte de una solucién
cuyo coste es menor que el de S Entonces
S2 — g2
Sl Sl'
Fin Si
Fin si

Fin Mientras

Al final del tercer paso, en la solucién estarin fijadas a 1 todas las va-
riables cuyos indices pertenezcan el nuevo conjunto S?. Nétese que ahora este
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conjunto puede contener alguna variable que inicialmente pertenecfa a S> (es
decir no formaba parte ni siquiera de la solucién obtenida en el primer paso)
debido a que su coeficiente de coste resulta prometedor a pesar de no ser muy
buena la relacién entre sus coeficientes en las dos restricciones, asf como alguna
de las variables que inicialmente pertenecfan a $15? que haya sido necesario
fijar a 1 en la nueva solucién para restablecer la posibilidad de la nueva solucién
obtenida.

4. INTENTAR INTERCAMBIOS MULTIPLES.

Consideremos los siguientes conjuntos de fndices 2,5 \ S? y §2 orde-
nados igual que al comienzo del tercer paso.

Mientras no fin Hacer
Sean k el siguiente elemento de S° y 5 el siguiente elemento de 52
Si di £ d; Entonces Fin = cierto
En otro caso
Sea §?' = S82{;}u{k}
Mientras S?' viole la 1® restriccién Hacer
5% — 57"y {r} siendo r el siguiente elemento de S>
§3 — S3{r} '
Fin Mientras
Si 52 es el soporte de una solucién posible
cuyo coste es menor que el de 2 Entonces §2 «— §2'
Fin si
Fin Mientras

En el cuarto paso, la heuristica favorece la inclusién en la solucién de con-
juntos de variables para los que sean pequefios tanto los coeficientes de coste
d; como los de la primera restriccién c;. Este tipo de variables es, individual
mente, poco adecuado para formar parte de alguna solucién, debido a que en la
ordenacién que se hace en el primer paso, aunque el coeficiente g, sea bastante
pequeiio, es poco probable que, en el caso en que c; sea pequeiio, el cociente
gj/c; resulte de los menores independientemente del coste d;j. Andlogamente,
en el tercer paso la incluisén de este tipo de variables puede resultar dificil, ya
que para ello seria necesario afiadir alguna de las variables que, a pesar de tener
un coeficiente adecuado en la 1* restriccién, se sabe que tienen un coeficiente
de coste d; poco prometedor. Este no seri el caso en este cuarto paso en el
que, al considerar a la vez un conjunto de variables de este tipo, el intercambio
con alguna variable cuyo coeficiente de coste no sea suficientemente pequefio
puede realizarse ficilmente.

Este cuarto paso fallari (anilogamente al tercero), si en el proceso de
intercambio no se encuentra una nueva solucién que satisfaga ambas restriccio-
nes.
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Finalmente y mientras se produzca alguna mejora, se anadirdn a la
solucidén todas aquellas variables que, no perteneciendo a la misma, tengan
coeficiente de coste negativo y cuya inclusién en la solucién no haga violar la
segunda restriccién, reduciendo posteriormente la nueva solucién obtenida a
una solucién minimal.

La complejidad del peor caso de esta heuristica es de O(n®). En concreto,
esta cota se corresponde con el coste del tercer paso en el que, en el caso peor,
se intentardn intercambiar todas las variables de S? por todas las de S3, y
cada uno de estos intercambios puede dar lugar a ajustes en S1!, §% y §3 de
coste O(n). En los dos primeros pasos el coste ser4d como méximo O(nlogn),
ya que se realiza una ordenacién y un recorrido secuencial. En el cuarto paso
se realiza un recorrido de orden O(n2) en el que se estudian los intercambios
entre S? y S3 (sin analizar reajustes).

PROBLEMAS (KP2)

Debido a la estructura de estos problemas, es dificil conocer a priori cual
de las dos restricciones resulta més dificil de satisfacer, pudiendo dnicamente
asegurar que, a medida que aumente el término independiente sy la primera
restriccién de (K P2) resultard més dificil de satisfacer. En cualquier caso,
un procedimiento para encontrar una solucién posible deberi tener en cuenta
este hecho y considerar algiin tipo de ordenacién que refleje la magnitud de los
coeficientes relativa a la influencia de la restriccién en la que intervienen.

Para satisfacer la 1® restriccidn interesa ordenar las variables segin orden
creciente de dj/c;. Andlogamente, para la 22 restriccién habria que hacerlo por
orden creciente de d;/g;. Ahora bien, para que las dos restricciones tengan una
ponderacién similar habrid que normalizar ambos términos independientes con
lo que las ordenaciones resultarin en funcién de los cocientes djco/c; y d;90/9;
respectivamente.

Ahora bien, teniendo en cuenta que las dos restricciones no resultan igual-
mente “vinculantes” en el sentido de que una de ellas es mds f4cil de satisfacer
que la otra, resulta razonable utilizar una ordenacién que potencie conseguir
una solucién que satisfaga la restriccién mdés “dificil” sin llegar a penalizar la
que resulte mds “ficil”. Esto puede conseguirse multiplicando cada uno de los
cocientes anteriores por un factor y; que sea tanto mayor en la medida en que
la restriccicén a la que va asociado resulte més “dificil”. Teniendo en cuenta
que las cotas inferiores obtenidas para los problemas del tipio (K P2) reflejan
la dificultad para satisfacer cada una de las restricciones, ya que estas cotas
aumentan a medida que la restriccidn a la que estdn asociadas resulta mds
dificil de satisfacer, parece adecuado que los factores y; guarden proporcién
con dichas cotas.

A continuacién exponemos una heuristica para problemas (K P2) que
tiene en cuenta las consideraciones anteriores.
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Sea N = {1,..,n} el conjunto de los fndices de las variables ordenados
segln valores crecientes de u;d;.co/c; + pad;go/g;, siendo py y po tales que
prtpe =1y py/uz = znel/22 ;.

Sea el vector z definido por: z; = 1,V5 < s5,z; = OV5 > s donde s = min

J J
{7e N/kE1 c;2coy kE 95 > go}
= =1

Si z no es solucién posible para (K P2), la heurfstica falla.

La heurfstica anterior puede fallar, ya que al existir coeficientes nega-
tivos, tanto en la 1* como en la 2® restriccién, el procedimiento no asegura la
obtencién de una solucién posible. Sin embargo, la ordenacién que utiliza fa-
vorece la obtencién de una solucién posible, ya que aparecen, casi seguramente,
primero las variables que tienen un coeficiente positivo en las dos restricciones
y después, las que tienen un coeficiente positivo y uno negativo. Hay que re-
saltar que esta heuristica no ha fallado en ninguno de los problemas en los que
la hemos utilizado.

La complejidad del peor caso para esta heuristica es de orden O(nlogn)
que se corresponde a la ordenacién previa al recorrido secuencial que se realiza
en la misma.

4. RESULTADOS COMPUTACIONALES

En esta seccicén presentamos los resultados computaciones obtenidos con
los algoritmos y heuristicas propuestos anteriormente. Hemos aplicado estos
procedimientos a los dos tipos de problemas de knapsack con dos restricciones
que aparecen en la aplicacién de la variante del algoritmo BISA [Barci85| a
problemas de Set Partitioning propuesta en [BaFe88|.

En particular, dado un problema x:;n_c:z

de set Partitioning(SP) z€{0,1},7€N
J H ¥

donde ¢ € Z™*, A es una matriz de dimensién (mzn) cuyos elementos son 0
6 1y e € R™ cuyos elementos son todos 1, hemos considerado los siguientes
problemas duales.
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(D1)  max mincz + u(e — Az) = max ue+ min (c — ud)z
u z€X u z€EX

cT 2 ¢y €T 2 ¢
9z < go 9z < go
(D2) max mincz+ u(e — Az) =max ue+ min (c — ud)z
u z€X u z€X
¢z 2 ¢ cx 2 ¢y
gz 2 go 9z 2 go

En ambos casos la restriccién gz < go o gz < go viene implicada por
el conjunto de restricciones originales; en (D1) las componentes del vector g
indican el nimero de elementos no nulos de las columnas de A y gy es el nimero
total de filas de dicha matriz, mientras que en (D2) se trata de la restriccién
subrogada obtenida por la aplicacién del algoritmo de Dyer [Dye80] al problema
original (SP).

La restriccién ¢z > s; impone que las soluciones obtenidas tengan un
valor de la funcién objetivo del problema original mayor o igual que el valor

del entero inmediatamente superior al valor de la mejor cota inferior de (SP)
conocida.

La resolucién de estos problemas duales via optimizacién subgradiente,
conlleva la resolucién de una sucesisén de subproblemas cuya estructura es
la de (K P1) y (K P2) respectivamente; en particular, dado un vector u de
multiplicadores los subproblemas que deben resolverse son:

(RLlu)min cz + u(e — Az) = ue+min (c — ud)z
zeX z€X

9z < go 9z < go
cT 2 o ¢z 2 co

(RLZu)Teui cz + ule — Az) = ue+min (c — uA)z

gz 2 go gz 2 go
T 2 ¢y ¢T 2 Co

En (RLlu) los coeficientes de la funcién objetivo (c — uA) no estén res-
tringidos en signo, y los coeficientes y los términos independientes de las dos
restricciones no son negativos. En particular, en el caso de (RLlu), los coe-
ficientes d; de la funcién objetivo son los costes reducidos del problema (SP)
asociados al vector de multiplicadores u; el término independiente de la primera
restriccién sg se corresponde con el niimero entero inmediatamente superior a
la mejor cota inferior conocida para el problema original (SP), y los coeficientes
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de esta restriccién son los coeficientes de coste del problema original. En la se-
gunda restriccién, el término independiente indica el nimero de restricciones
del problema original (SP), mientras que los coeficientes que intervienen son el
nimero de elementos de cada una de las columnas de la matriz de restricciones

A.

En concreto, en la primera restriccién los coeficientes serin ntimeros natu-
rales y en la segunda niimeros reales no negativos. Los términos independientes
son nimeros naturales. Es evidente, por tanto que (RLlu) es un caso parti-
cular de (K P1), donde, para una mayor generalidad, todos los coeficientes se
consideran nimeros reales.

En el caso de (RL2u) los coeficientes d; de la funcién objetivo no estin
restringidos en signo ya que, de nuevo, se trata de los costes reducidos asocia-
dos al vector de multiplicadores u. Tampoco estdn restringidos en signo los
coeficientes de la segunda restriccién, siendo, en cambio, los coeficientes de la
primera ndimeros reales no negativos. En particular, la interpretacién de la
primera restriccién es exactamente la misma que en el caso de (RLlu).

La segunda restriccién es la subrogada obtenida por la aplicacién del
procedidmiento de Dyer. Lo tnico que puede asegurarse sobre esta segunda
restriccién es que, debido al procedimiento utilizado para su obtencién [Dye80],
todos los coeficientes est4n normalizados respecto a la norma euclidea.

Se trata, por tanto, de un problema que tiene una estructura similar a la
de los problemas del tipo (K P2') que como ya se ha visto pueden transformarse
en los de la clase (K P2) mediante un cambio de variable. En este caso, haciendo
y; = 1—z;Vj tal que el coeficiente de coste (c — uA); sea negativo, se convierte
(RL2u) en un problema equivalente en el que los coeficientes de la funcién
objetivo son todos no negativos. Resulta por tanto evidente que (RL2u) es un
caso particular de {K P2).

La experiencia computacional se ha realizado en un VAX/VMS8600. Para
ello hemos generado aleatoriamente una bateria de 45 problemas de Set Par-
titioning y hemos formulado los dos tipos de problemas duales asociados ex-
puestos anteriormente. La resolucién via optimizacién subgradiente de dichos
problemas duales nos ha llevado a resolver dos sucesiones de problemas de
Knapsack con dos restricciones, asociadas a cada problema original de Set Par-
titioning, una de ellas en las que los problemas tienen ambas restricciones del
mismo sentido.

Para exponer los resultados hemos agrupado los problemas segin sus
dimensiones. Los 9 primeros problemas tienen, aproximadamente, 20 filas y 40
columnas, los 9 siguientes 20 filas y 60 columnas, los problemas P-119-P-27 40
filas y 90 columnas, P28-P35 11 del cuarto 50 filas y 100 columnas y P36-P45
100 filas y 200 columnas. Las densidades de los distintos problemas son, en los
dos primeros grupos, préximas al 11%; en el tercero algo inferiores al 6%, para
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los 8 primeros problemas, y superiores al 15%, para los cuatro ltimos; en el
cuarto y quinto grupo, aproximadamente, del 10 y 8%, respectivamente.

En las tablas 1-4, presentamos con detalle los resultados obtenidos por
la aplicacién de los algoritmos propuestos para resolver las dos versiones de
problemas de Knapsack con dos restricciones que hemos estudiado. En las tres
primeras columnas presentamos los resultados del algoritmo y la heuristica para
los problemas en los que las dos restricciones son de sentido distinto, mientras
que en las tres dltimas se exponen los resultados para los problemas con dos
restricciones del mismo sentido. Teniendo en cuenta que ambos algoritmos se
han utilizado en procedimientos iterativos, los resultados que presentamos se
corresponden con su comportamiento medio. En concreto, di f1 y di f2 indican
las diferencias medias relativas entre el valor de la solucién de la heurfstica
utilizada y el éptimo del problema. En las columnas 2 y 5, neliml y nelim?2
indican el nimero medio de variables eliminadas en cada iteracién al aplicar
los procedimientos de eliminacién de variables a las soluciones obtenidas por
las heuristicas y en las colcumnas 3 y 6, t1 y ¢2 indican los tiempos medios por
iteracién requeridos por los algoritmos de enumeracién implicita.

El procedimiento de Dyer [Dye80] para la obtencién de la restriccién
subrogada puede, eventualmente, proporcionar el 6ptimo del problema original.
En los casos en los que ello ha ocurrido no hemos formulado el problema dual
(D2) y, en consecuencia, no presentamos los resultados referentes al segundo
algoritmo. Tampoco exponemos resultados para los problemas de ambos tipos
que no han superado las 200 iteraciones en el tiempo limite de 60 minutos.

TABLA 1

dif1 nelim1 tl dif2 | nelim2 ©2
pt 0.771 | 28.12 | 0:02.98 | 16.017 | 224 | 0:00.04

p2 0678 | 21.25 | 0:0023 | — - -
p3 | 0922 | 843 [0:0973 | 563 137 | 0:00.42
p4 0.442 | 14.97 [0:0025 | 12425 | 214 | 0:00.06
ps 1016 | 28.16 | 0:04.63 | 14.79 538 | 0:00.76
p6 0026 | 045 | 0:00.03 — — —
p7 0.272 2.34 0:00.13 — —- —
p8 0.171 4.15  0:00.98 -
P9 0.293 | 2135 |[0:00.14 | 501 1151 [0:00.18
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TABLA 11

dif1 neliml tl dif2 nelim2 2
plo 0.131 33.22 | 0:00.63 - - -
pll 0.122 21.57 | 0:01.65 | 5.56 1.17 0:08.54
pl2 0.319 33.24 | 0:00.07 | 4.53 12.65 0:00.01
pl3 0.172 47.31 | 0:00.02 - - -
pl4 2.480 51.24 | 0:00.17 | 5.48 6.27 0:00.08
pls 0.697 37.11 | 0:00.11 3.711 12.46 0:00.14
pl7 0.361 19.25 | 0:00.08 - --- -
pl8 0.516 764 | 0:00.08 3.51 18.14 | 0:00.02
p19 0.213 24.86 { 0:00.25 3.132 1943 | 0:00.01
p20 0.370 30.36 | 0:02.25 2.719 18.66 | 0:00.06
p21 2.230 10.18 | 0:06.67 --- - -
p22 0.760 15.41 | 0:00.08 3.494 14.51 0:00.06

TABLA IIT
dif1 nelim1 tl dif2 nelim2 19

p23 1.050 12.69| 0:00.37 1.822 2.35 0:00.07
p24 - - - 1.944 5.46 0:00.40
p25 1.230 2171 0:00.56 —- — ——
p26 0.850 11.73 | 0:00.05 - - ---
p27 - - - 2.012 45.37 | 0:00.19
p28 | 1.935 42.57 | 0:02.28 | 7.500 23.12 | 0:00.59
p29 | 1.309 0.36 | 0:03.71 - e -
p30 | 2.254 46.89 | 0:09.69 6.957 31.40 |0:00.42
p31 | 1.763 21.35 | 0:04.31 --- - -
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TABLA IV

dif1 neliml tl dif2 nelim2 t2
p32 0.130 34.47 [0:04.71 - - -
p33 0.730 75.43 10:00.16 | 1.866 54.11 0:00.38
p34 1.740 4221 |0:11.40 - - ---
p35 1.480 71.73 | 0:02.00 2.757 46.29 0:00.83
p36 1.630 54.11 10:0640] 2473 58.31 0:00.58
p37 1.460 4352 |0:01.21| 3.029 36.92 0:00.18
p38 1.010 4191 [0:03.83 -— - -
p39 2.030 :36.44 | 0:05.611 1.195 61.47 0:00.01

p40 - - - 3.576 | 14542 0:00.03
p4l - - --- 4.305 68.16 | 0:00.02
p42 - - - 2.601 127.74 | 0:00.04
p43 - - --- 3.518 | 130.69 0:00.05
p44d -— - --- 3.354 | 142.45 0:00.02
p4s -— - --- 3.345 139.52 0:00.01

De los resultados expuestos en las Tablas 1-4 podemos deducir el buen
comportamiento general de los dos algoritmos utilizados. Como se puede apre-
ciar, la calidad media de las soluciones posibles obtenidas por las heuristicas uti-
lizadas en ambos casos es altamente satisfactoria. Debemos resaltar, asimismo,
el gran ninero de variables que, en media, se eliminan en cada iteracién y la
eficiencia de los algoritmos empleados que se refleja en el reducidisimo tiempo
medio de cédlculo por iteracién.

Consideramos, por tanto, que en media, las dos versiones resuelven los
problemas con un esfuerzo computacional bastante reducido. Las heurfsticas
propuestas en los dos casos, proporcionan soluciones posibles que, cuando no
se trata del 6ptimo, estdn muy préximas al mismo y los procedimientos de
eliminacién utilizados han permitido eliminar gran nimero de variables.

-Hay que sefialar, sin embargo que, el comportamiento de los algoritmos
utilizados decae ligeramente, a medida que aumenta el valor del término in-
dependiente de la restriccién cz > sq. Ello se manifiesta especialmente en
los problemas con dos restricciones de sentido distinto; en particular, no se
han conseguido superar las 200 iteraciones del algoritmo utilizado en el tiempo

205



limite de 60 minutos para ninguno de los 6 ltimos problemas; sin embargo,
con la formulacién con las dos restricciones del mismo sentido sélamente los
problemas 32, 34 y 38 no han superado dicho lfmite de iteraciones en el tiempo
limite. Teniendo en cuanta la significacién que adquiere la restriccién cz > s
en el contexto de esta experiencia computacional, lo anterior est4 plenamente
justificado, puesto que a medida que aumenta el valor de la cota inferior para
los problemas y, por tanto, nos acercamos al valor 6ptimo de los mismos, los
conjuntos de soluciones posibles para las relajaciones formuladas, son cada vez
més restringidos, con lo que aumenta la dificultad para encontrar soluciones
posibles. Consideramos, por tanto, que esta disminucién en el rendimiento de
los algoritmos debe achacarse a la rigidez de las formulaciones de los problemas
duales y no a los algoritmos utilizados.

Teniendo en cuenta que para los problemas que se han conseguido re-
solver con las dos formulaciones estudiadas no se pueden apreciar diferencias
significativas en el comportamiento de los algoritmos y heurfsticas utilizadas
consideramos que, en ningin caso, debemos considerar que (debido a que hay
un nimero superior de problemas no resueltos en el tiempo limite) el primero
de los algoritmos resulta menos eficiente que el segundo. Por el contrario,
pensamos que ello simplemente refleja que la segunda de las formulaciones uti-
lizadas resulta mds adecuada que la primera para la resolucién de los problemas

(SP).

Por todo lo anterior, consideramos que tanto por la calidad de los resul-
tados obtenidos como por los requerimientos computacionales de tiempo de los
dos algoritmos utilizados, en ambos casos, su comportamiento ha sido eficiente.

Ademads la utilizacién de ambos algoritmos resulta muy prometedora, es-
pecialmente, teniendo en cuenta que los dos tipos de problemas de knapsack
con dos restricciones que hemos estudiado aparece en distintas formulaciones de
relajaciones lagrangianas asociadas a otros tipos de problemas diferentes de los
de Set Partitioning. En particular, como ya hemos comentado anteriormente,
estos tipos de problemas pueden aparecer en distintas relajaciones lagrangianas
asociadas a problemas de localizacién de plantas con restricciones de capacidad,;
en concreto, algunas de las relajaciones lagrangianas a partir del “variable split-
ting” [BaFeJo86], presentan una estructura de problemas de kanpsack con dos
restricciones. Lo mismo ocurre, en el caso de algunas relajaciones lagrangianas
asociadas a problemas de spanning trees minimales sometidos a restricciones
complementarias[BaJoMi87].

Finalmente, una linea de trabajo que resulta sugerente de la experiencia
realizada consiste en estudiar las posibles mejoras en las heurfsticas y en los
métodos de eliminacién de variables, asf como la aplicacién de los algoritmos
obtenidos a relajaciones lagrangianas que se deriven de los problemas que se
acaban de mencionar o a otros tipos diferentes de problemas.
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