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SOBRE LA REPRESENTACION DE UN
CONJUNTO MEDIANTE ARBOLES ADITIVOS

ANTONI ARCAS PONS

Universitat de Barcelona

En este trabajo se estudia el problema de la representacién de un con-
Junto mediante drboles aditivos, en el sentido de hallar una formaliza-
ci6n que permita abordar el mismo desde la perspectiva general de los
métodos geométricos de respresentacién del andlisis multivariante.

On the additive tree representations
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1. INTRODUCCION

Dentro de los métodos de andlisis multivariante cabe resaltar el desarrollo
que, en los dltimos afios, han gozado los métodos geométricos de representacion.
Este desarrollo ha sido fruto, fundamentalmente, de las necesidades de uti-
lizacién de tales métodos en las ciencias experimentales. Ejemplos de trabajos
teéricos y de aplicacién en este sentido son: Alonso [1], Buenman [4], Dallot
[10], Torgerson [21], Sattath y Tversky [18], Pruzansky et al. [17].

Los métodos de representacién tendrin por objetivo la identificacién de los
elementos de una coleccién, en general, heterogénea de objetos, sobre la que
tenemos definida una disimilaridad, en un espacio geométrico modelo en el

sentido siguiente: Si S = {s1...,s,} conjunto de objetos, 6 disimilaridad
definida sobre S y (X, d) espacio geométrico modelo, se trata de hallar una
funcién

(1) ®:(S,6) — (X,d)
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de modo que d(®(s;), ®(s;)) se aproxime a §(s;, s;) utilizando algin criterio de
ajuste.

En caso de que

(2) 8(siy 85) = d(®(s:), (s5))

tendremos una realizacién de S sobre X, entendida como una aplicacién inyec-
tiva e isométrica.

Se pueden considerar dos grupos de representaciones segtn el tipo de espa-
cio geométrico modelo: modelos espaciales o continuos y modelos en 4rbol o
discretos. El objetivo de los primeros, es la representacién de cada objeto como
las coordenadas de un punto en un espacio euclideo, de modo que las distan-
cias entre los mismos reflejen la disimilaridad observada, mientras que en los
modelos discretos se trata de representar cada objeto como un vértice de un
grafo conexo, de modo, que las relaciones entre los vértices en el grafo reflejen
las relaciones de proximidad observadas.

2. CONCEPTOS PREVIOS Y PLANTEO DEL PROBLEMA

Definiremos a continuacién dos tipos de distancias que utilizaremos en el
trabajo:

Definicion 2.1.

Una distancia d: S x § — R es ultramétrica si:

Vz,y,z€ S
(3) d(z,y) £ max {d(z,z2),d(y,2)}

Definicién 2.2.

Una distancia d: S X $ — R es aditiva si:

Vz,y,z,t € S

(4) d(z,y) + d(z,t) < max {d(z,z) + d(y, t),d(z,t) + d(y,2)}
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Proposicion 2.1.
Si d es distancia ultramétrica, también es distancia aditiva.

Demostracion:

Consideremos z, z, z elementos de S y supongamos que

(5) d(zay) < min {d(z,2),d(z,¢), d(z,2),d(y, t),d(2,t)}

Por ser d distancia ultramétrica se verifica que

d(z,2) = d(y,2) y d(z,t) =d(yt)

de donde

(8) d(z, z) + d(y,t) = d(z,t) + d(y, 2)

Por otro lado

(7) d(z’ t) < max {dly, 2), d(y, t)}

y, utilizando (5}, (6) y (7) se deduce inmediatamente

(8) d(z,y) + d(z,1) < d(z,2) + d(y, t) = d(z,t) + d(y, 2)

Dada cualquier cuaterna (z,y,2,t) se ha comprobado que podemos elegir
dos pares que cumplen la condicién (8), resultando, por tanto, inmediata la
verificacién del axioma (4), por lo que d es aditiva.

Proposicién 2.2.

Si u distancia ultrmétrica sobre S y ¢ : S — R funcién de S en R ver-

ificando: : —(p(si) + ©(s;)) < u(si,s;),7 # 7 la distanciad : § xS — R
definida como
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d(si, s5) = ulsi, s5) + (i) +p(s;) si i#7
d(s,', S,‘) =0

es distancia aditiva.
La demostracién es inmediata.

El problema que se plantea en este trabajo consiste en demostrar que existe
una realizacién entre (9, d), siendo d distancia aditiva, y un determinado mo-
delo de 4rbol que denominaremos drbol aditivo. De este modo se obtendr4 una
formalizacién de las representaciones mediante arboles aditivos. También se
hallardn, en base a esta formalizacién, las relaciones con las representaciones
mediante drboles ultramétricos.

Es de resaltar la existencia de otros tipos de formalizaciones como la de-
sarrollada por Buneman [4] en donde se estudia la representacién mediante
drboles aditivos utilizando modelos conjuntistas, en una linea parecida al es-
tudic de arboles ultramétricos mediante jerarquias indexadas. La principal
ventaja que conlleva este estudio respecto al trabajo anteriormente citado es
que se ajusta mejor a los planteamientos intuitivos con relacién al problema de
la representacién en el sentido indicado en (1)

3. REPRESENTACIONES MEDIANTE ARBOLES ADITIVOS

Definiremos previamente el concepto de arbol aditivo como modelo de repre-
sentacién.

Definicién 3.1.

Dado (5, d) donde S es un conjunto a representar, d una distancia definida
en S, supongamos que existe un conjunto finito T tal que SN T = ¢, y con-
sideremos V = S UT al que denominaremos conjunto de vértices; si existe
Gy Cc V xV verificando

a) Gy grafo conexo sin ciclos.

b) Si (z,y) € Gv entonces (y,z) € Gv.

¢) Si{z,y) € Gv,(z,2) ¢ Gv,Vz € V,z # y, entonces z € S (z vértice
terminal).

d) Existe d*: V x V — R, distancia sobre V, verificando:
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m—1
dl) d*(ﬂi,y) = E d*(zi)zi-i-l)‘ml =%, Tm =Y, (xiazi+l) € GV
=1
parat=1,...,m—1

d2) |*s =

diremos que (Gy,d*) es una representacién en 4rbol aditivo asociada a (S,d)

Los resultados que se exponen a continuacién muestran que dada d distancia
aditiva sobre S, existe una realizacién entre (S,d) y un determinado 4rbol
aditivo (Gy, d*).

Se debe demostrar previamente el siguiente lema:

Lema 3.1.

Dado S conjunto finito, d distancia aditiva definida sobre S existe
(z0,y0) € § x S tal que
(11) d(zo,y0) + d(z,t) < d(zo, z) + d(yo,t) = d(zo, t) + d(yo, )

¥(z,t) € S x S de modo que {zo,yo} N{z,t} = ¢

La demostracién se efectda por induccién sobre el cardinal S(|S| = n), re-
sultando inmediata en el caso en que el mismo sea n = 4. Si se considera cierto

el lema para un conjunto de cardinal n — 1, para un conjunto S de cardinal n,
consideramos

§'=8-{y}

siendo y un elemento cualquiera de S. Por hipétesis de induccién podemos
encontrar (zo,yo) € S’ x S’ tales que

Y(z,t) € 8’ x §' verificando {zo,y0} N {2,t} = ¢
d(an yO) + d(z, t) < d(x07z) + d(yO:t) = d(xOx t) + d(yO) z)

Si d(zo, yo) + d(y,t) < d(zo, y) + d(yo, t) = d(20,t) + d(yo, )
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Vi € S’ tal que t ¢ {z0,y0}, la proposicién quedara probada, siendo (zo, yo) la
pareja buscada satisfaciendo las condiciones del lema. Si por el contrario existe
zp € S' tal que

d(.’l?o, y) + d(yOa ZO) < d(zO) yO) + d(ya Zo) = d(zo,ZO) + d(y) yO)
se demuestra primero que
d(.’Eo, y) + d(yO; 2’) S d(ZO: yO) + d(y; Z) = d(xO; 2) + d(y) yO)
si z ¢ {zo,y} v, a partir del mismo, el resultado mis general
d(:EO) y) + d(ZI;ZZ) S d(IO, 21) + d(y722) = d(zO) 22) + d(y)zl)

V(21,22) € SzS tal que {21, 22} N {z0,y} = ¢

con lo cual quedara probado el elma, siendo (z¢,y) la pareja que cumple las
condiciones del mismo.

Teorema 3.1.

Dado (S, d) con d distancia aditiva asociada a S, existe una realizacién de
(S,d) en un 4rbol aditivo, y reciprocamente, dado (G, d*) 4rbol aditivo dl"s es
distancia aditiva.

Demostracion:

Sea (S,d) con |S| = n, y d distancia aditiva asociada a S. La demostracién
se realiza por induccién sobre n

a) Caso n =4

Sea S = {=z,y,2,t} ¥

(12) d(z,y) + d(2,t) < d(z,t) + d(y, 2) = d(z,2) + d(y,1)
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Veamos que existe un arbol aditivo (Fig. 1) asociado a (S, d)

FIGURA 1

Planteado el sistema de ecuaciones, en base a imponer dI*S = d, se obtienen
como soluciones:

a =1/2.(d(z,y) + d(z,t) — d(y,t))
B =1/2.(d(z,y) + d(y,t) — d(z,1))
v =1/2.(d(y, 2) + d(2,t) — d(y, 1))
§ =1/2.(d(2,t) + d(y,t) — d(y, 2))
e =1/2.(d(y, 2) + d(z,t) — d(z,y) — d(z,1))

que, a partir de (12), son positivas. La construccién del 4rbol aditivo resulta,
ahora, inmediata.

b) Caso n >4

Veamos que si es cierto para |S| = n — 1, también es cierto para n.

Sea (z,y) verificando las condiciones del lema. Consideremos S’ = S — {y},
y la distancia d; = d|s: que verifica, evidentemente, el axioma aditivo. A partir
de la hipétesis de induccién se puede asegurar la existencia de un arbol aditivo
que representa al par (S’,d;). Se trata de efectuar una “ampliacién” del arbol
(Fig. 2) introduciendo “y”, al igual que un nuevo vértice del conjunto 7' en el
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camino entre “z” y “r;”, con (z,r;) elemento del drbol aditivo asociado a S'.
Se elige zeS’ y se hallan valores «, 8, 8’ (Fig. 2) que verifiquen dl*S =d.

(13)

FIGURA 2
Para ello se plantea el sistema
d(z,y) =a+p
(14) dly,z) =a+p + "
d(z,2) =+ p" + 5"

cuyas soluciones son:

B =12 (d{y, =) + d(z,2) — d(x,9) - 24°)
(15) B=1/2-(d(s,2) + d(z,y) - d(y 2))
o =1/2-(dy,2) + d(z,y) - d(z,2))

comprobandose ficilmente, a partir del lema, que las soluciones son no negati-

vas. La distancia a través del drbol entre “y” y otro elemento 2'¢S’ es
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a+p +d(z,2') - (B+B')

sustituyendo en (15) resulta

d(z,2') + d(y, 2) — d(z, 2)

y, por la eleccién del par (z,y), se verifica

d(z,y) + d(z,2') < d(z,2) + d(y, 2') = d(z,2') + d(y, 2)

resultando finalmente

d(z,2') + d(y, 2) — d(z,2) = d(y,2')

quedando comprobado (13).

Para demostrar el reciproco, dados z,y,z,t € § y suponiendo

(18) d(z,y) + d(z,t) < d(z,2) + d(y, t) < d(z,t) + d(y, 2)
se consideran

Vi ={v€V| v pertenece al camino entre z ey (v # z,y)}
V, = {v € V| v pertenece al camino entre z yt (v # 2,t)}
De este modo es sencillo probar: a) z e y no pueden pertenecer ambos a Vb).

Si zeV, e y ¢ V2 entonces las desigualdades (16) son igualdades c) Si z,y ¢ V2

entonces d(z,t) + d(y, z) = d(z, z) + d(y,t), quedando con ello demostrado el
teorema.

Se puede comprobar, asimismo, que el 4rbol aditivo asociado a (S, d) tendra
una configuracién dnica.

Dado un arbol aditivo, es ficil demostrar (Arcas [2]) que se puede definir
una funcién.

(17) ®:V — R?

inyectiva, de manera que para cada par de puntos (u,v) € Gy con ®(u) =
(@1(u), @2(u)) v ®(v) = (®1(v), P2(v)) (Supongamos por ejemplo @;{u) <
Dy (v) y P2(u) < ®2(v)) existe un conjunto Py, tal que
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Puv = {(@1(u), @) |a € [@2(u), 22(v)]} U {(e, Bo(v)|ex € [@1(u), 1(v)]}

verificindose

(18) d*(u, v) = [®2(u) — D2(v)|
y de modo que dado (z,u) € Gy con z vértice terminal,

D2(z) < @2(u)
se puede comprobar entonces

Teorema 3.2.

Dado (S,u) con u distancia sobre S, existe un 4rbol aditivo tal que el con-
junto de vértices terminales coincide con los elementos de S y Do(sy) =...=
D, (sy,) siy sélo si u es distancia ultramétrica

Si u es ultramétrica, la construccién del 4rbol aditivo se realizard utilizando
el algoritmo fundamental de clasificacién (Cuadras,|6]). El reciproco se de-
mostrard directamente a través de las propiedades del 4rbol. El 4rbol resultante
se denominard 4rbol ultramétrico o dendrograma.

Como consecuencia de los resultados anteriores, es inmediato comprobar en-
tonces

Teorema 3.3.

Dada d distancia aditiva, existe una distancia ultramétrica v y una funcién
¢ :8 — R de modo que

(20) A(sir 55) = ul(si, 3,) + plo:) + pls;) si s # 5

Quedarén de este modo explicadas las relaciones entre las representaciones
asociadas a distancias aditivas y distancias ultramétricas.
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4. CONCLUSIONES

— Se ha desarrollado una formalizacién sobre las relaciones entre una distancia
aditiva (verificando el axioma del cuarto punto) y un érbol aditivo, en el sen-
tido de demostrar que la obtencién de una distancia aditiva sobre un conjunto
permite obtener una realizacién en un espacio geométrico modelo constituido
por un arbol aditivo.

— Se han hallado en términos de la misma formalizacién las relaciones entre
representaciones mediante drboles aditivos y drboles ultramétricos.

— Las relaciones (20) permiten pensar en la posibilidad de abordar el proble-
ma. de la representacién espacial de distancias aditivas de forma paralela al caso
de distancias ultramétricas, en el mismo sentido que los trabajos de Cuadras
(7] y Ohsumi y Nakamura [16].
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