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CONSTRUCCION DE DISTRIBUCIONES CON MARGINALES
MULTIVARIANTES DADAS

PEDRO SANCHEZ ALGARRA
UNIVERSIDAD DE BARCELONA

Este trabajo discute cilertos aspectos acerca de la construccidén de distribuciones multiva-
riantes con las marginales multivariantes fijas. Se prueba un resultado general que permi-
te la construccidn de pseudodistribuciones, que sin embargo no es adecuado para construir

distribuctones mediante familias paramétricas conocidas. Entonces se propone una nueva fa-
milia, dependiendo sobre una funcién real continua y un pardmetro. Algunas propiedades de

este sistema son estudiadas y relacionadas con otras familias.

Keywords: MULTIVARIATE DISTRIBUTIONS,
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1. INTRODUCCION,

Sean F(x), G(y)

cién de probabilidad. La clase de distribu-

dos funciones de distribu-

ciones bivariantes F cuyas marginales son
F(x), G(y), llamada clase de Fréchet, ha si-
do bien estudiada por diferentes autores --
(Fréchet, Hoeffding, Dall'Aglio, Kimeldorf,
Sampson, Ruiz-Rivas, etc.). Véase /12/ para

una amplia exposicibén de este tema.

En este trabajo se estudia la siguiente generali
zacién: sean F(xl,...,xm), G(yl,...,yn) dos
distribuciones multivariantes m y n dimensio
nales respectivamente; nos interesa encontrar
las distribuciones H(xl,...,xm,yl,...,yn) cu-
yas marginales son F y G, es decir,

H(xl,...,xm,w,...,w) = F(xl,...,xm)

(1)

H(m,...,w,yl,...,yn) G(yl,...,y )

n
Sin embargo, este problema no es una mera ge-
neralizacién del caso m = n = 1. En efecto,
resulta que para m + n > 2, la generaliza-
cibén de las cotas de Fréchet, la generaliza-
cibn del sistema FGM (Farlie-Gumbel-Morgens
tern), etc., da lugar a pseudodistribuciones
de probabilidad, es decir, a funciones

S:Rk - R tales que:

a) lim S (xl,...,xk) =0 i=1,...,n
X =00
i
b) S es creciente en cada variable. (2)
c) Fi(xi) = 1lim S(Xl""'xk)
X >0
Vi#i

es una funcidn de distribucién de probabili
dad.

De hecho, en los casos citados, la sustitu-
cién de las funciones univariantes por fun-
ciones multivariantes, nos permite obtener
pseudedistribuciones gue cumplen la condi-

cién més fuerte.

c') lim S(xl,...,xm,yl,...,yn)=F(xl,...,xm)
Vyi~>oo

éim+i(xl,...,xm,yl,...,yn)=G(yl,...,yn)
i

Esta condicibén es imprescindible para el pro

pdsito de este trabajo.

Toda funcién de distribucién de probabilidad

F(xl,...,xk) debe cumplir /8/ que dado el in
k -—

tervalo de R, (al,a1+hl]x....x(ak+hk] ,la

siguiente cantidad
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AF = F(a +hl,....,ak+hk)

1
- F(al,a2+h2,....,ak+hk)-...—
- F(a1+h1"'"ak-1+hk—1ﬁ£»”'+

+(-1k, Flag, ... a;)

verifique

AF 2 0

En el caso absolutamente continuo esta con-

dicidn es eguivalente a aue:

3F
axlaxz . axn

Una pseudodistribucidn S verifica las condi-
ciones (2), pero no necesariamente la (3) --—
@orresponderia, por tanto, a una medida con
signo) .Se nueden construir distribuciones vy
pseudodistribuciones a partir de un teorema
gue enunciamos secuidamente.

Teorema l: Sea U(ul,....,uk) una funcidn de
distribucidn continua con marginales unifor-
[0,1]

de distribucidn de probabilidad continuas.

mes en , Y sean Fl,...,Fk funciones

Sea H la funcidn construida mediante el cam-

bio u; = Fi(xi) en U, es decir,
H = UO(Fl,...,Fk) (4)

Se verificar

1) Si cada Fi es distribucidén unidimensional,

entonces H es una distribucién k-dimensio

nal.

2) Si cada Fi es distribucidn ni-dimensional,

entonces H es una pseudodistribucibén N-di-

mensional, siendo N=nl+....+n

k*

Demostracidn:

Como

|
o

lim U(kl""’kk)
ui~0

lim U(ul,...,uk) =u
u.—1

.J.

J#L

U(ul,...,ui+h,...,uk)—U(kl,...,ui, ..uk)zo

deducimos facilmente cue H verifica las condi

ciones (2). Por otra parte, si hacemos

F.{(a.+h.) = u.+d.

i1 i 71
Como U verifica la condicién (3), H también
la verifica. Luego acueda probada la primera
parte.

Suponcgamos ahora gue cada Fi es ni—dimensio-

nal. Entonces, como

lim F_(x_ ,...,X ) =0
X~~~ 1 Pn
i P
tenemos que
lim H = U(Fl,...,O,...,Fk) =0

X_+—o
i

Por otra parte

lim F_(x ,...,xp ) =F_ (x_)

X = Py n P; Py
Pj P
Vi#i
lim F_(c_ ,...,x% } =1
x_ P A %
q. g
J
¥j

Tenemos también que

1im H=U(1,...,F_ (x_),.
X > ® . P; Py

¥iFP;

.., 1) = F (xD )
i i i1

Se comprueba también sin dificultad que H es
creciente en cada variable. Sin embargo, la
condicidén (3) en general no se cumple, salvo

cue U sea lineal. Veamos un contraejemplo.

Consideremos la distribucidn con marginales

uniformes

U(ul,u2)=ulu2(l+l/2(l—ul)(l-uz))

y las funciones de distribucién

F(x,y) = xy O0s<x, y=<l
G(z) = z O<z<l
Entonces:

H{x,y,2)=xyz (1+1/2(1-xy) (1-2))

5°n
0x 0y Bz

= 1+1/2(1l-xy-2z+3xyz

que es negativa para ciertos valores x,y,z
(por ejemplo, pmara x =y = 0.98, z = 0.1).

Luego H no es una distribucidn.
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CLASE DF FRECHET DE PSFUDODISTRIBUCIONES.

Sean F(xl,...,xm ). G(yl,...,yn)

buciones. Llamaremos clase de Fréchet 6’ al

dos distri

conjunto de pseudodistribuciones

S(xl,...,xm,yl,...,yn) cuyas marginales sean

F, G, es decir, que verifiguen (1).

Dados dos sucesos A, B, de ovrobabilidades

P(A), P(B), la bien conocida desigualdad
max{P(A)+P(B)-1,0}<P(A B) < min{P(A),P(B)}

nos lleva, como en el caso bivariante, a --

considerar las siguientes funciones

max{F+G-1, 0}

s* = min{F,G}
llamadas cotas de Fréchet. Para toda S e
se verifica
s” <s <st (6)

- +
Sin embarqo, salvo que m=n =1, § vy S

no son distribuciones sino tan solo pseudo-

distribuciones. En efecto, supongamos que
para ciertos nfimeros reales xl,xz,y,a>0,b>0,
c>0 se verifica

G(y)SG(y+c)sF(xl+a,x2)

G(y)SF(xl,xz)<F(xl,x2+b)SG(y+C)SF(Xl+a,X2+b)

Tales desiqualdades son compatibles entre

Cat
si. Tomando entonces la cota S tenemos

88¥=G (y+c) =G (y) -G (y+C) -F (X, , x,+b) +G (y) +
+G{Y)+F (X ,%,) =G (y) =F (%y,%X,)~

—F(xl,x2+b)<0

Andlogamente se comprrueba que S~ no es en
general distribucidn de probabilidad.

otro elemento destacado de I es

que corresponde al caso de independencia es
toc&stica entre (Xl,...,Xm) v (Yl,...,Yn).
Evidentemente en este caso H® da lugar a --

una verdadera distribucidn de probabilidad.

Respecto a las cotas cue son distribuciones,
podemos sequir dos caminos para obtenerlas.

En primer lugar, como a nartir de
F(Xl""’xm) obtenemos, ror paso al limite,
sus correspondientes distribuciones margina-
les FirveeobFpooy andlogamente obtenemos
Gl,...,Gn, entonces podemos construir la
cota superior
HY ={min F, (x,) F_(x ), G,(y,) G (y,)
i 1 177ty m’ ’ lYl r ey nyn
y los (2m+n—l_1) elementos

/12/), verific&ndose entonces que para toda

minimales H (vé&ase

distribucién H cuyas marainales sean

Fl""’Fm' Gl""’Gn’ (en particular aque--
llas cuyas marginales m y n variantes sean

F, G), verifiaue (casi seguramente)

+ P
H < H (cota méaxima)

- (7)
H = H (elemento minimal)

Sin embargo, no todas las distribuciones ve-
rificando (7) tienen marginales F, G. Por

ejemplo, basta considerar H y cualquier H .

En seqgundo lugar podemos caracterizar los
elementos méximo y minimo de la clase biva-
riante de Fréchet con marginales dadas con-
tinuas, comoc la distribucidn H' definida so-
bre (X, ¥Y) si y s6lo si F(X) = G(Y) {c.s.)y
la distribucién H si y s6lo si F(X)=1-G(Y)
(c.s.). La generalizacifn de esta idea nos
lleva al estudio de las distribuciones sin-
gulares ut v H (si existen) correspondien-

tes a las relaciones funcionales

F(X

]

l,...,Xm) G(Yl,...,Y ) (c.s.)

n
F(Xl""’xm)

l—G(Yl,...,Yn) (c.s.)
respectivamente.

Sin embargo, en el caso no bivariante, estas
relaciones podrian no ser posibles. Por ejem

plo:

Sean Xl’ X2 v.a. independientes y uniformes

en (0,1), Y también uniforme en (0,1). En-
tonces es imposible la relacidn funcional
F(Xl’XZ) = Xl'X2 =Y = G(Y)

pues la funcidén de densidad de la variable
Z = Xl'XZ es f(z) = -&n(z),
la distribucién de Z no es uniforme y no pue

0<z<1, luego

de coincidir con la de Y.
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3. ALGUNAS FAMILIAS PARAMETRICAS DE PSEUDO-
JISTRIBUCIONES.

Dado que la clase de Fréchet es muy amplia,
como en el caso bivariante, nos interesari
hallar familias paramétricas ;& < F , de
pendientes de un cierto parémetro 8 y que
sean funcionales en F, G. Un camino natural
para construir tales familias consiste en
adaptar a nuestro caso el sistema FGM, el
sistema Cuadras-Augé, la familia trasladada
de la normal, etc. Sin embargo, veremos que
s6lo llegamos a obtener pseudodistribucio--
En la seccidn

nes. siguiente proponemos --

una nueva familia, que es capaz de propor--
cionar verdaderas distribuciones de probabi

lidad con marginales multivariantes.

3.1, SISTEMA FoM

La representacidén uniforme del sistema FGM
(Farlie-Gumbel-Morgenstern) es /12/

U(u,v)= uvllta(l-u).(l-v)] =-1l<o=l (8)

Utilizando (4) obtenemos la pseudodistribu-

cidn

H = FGL1+a(1-F) (1-G) ] (9)
Para comprobar que H no es en general una
distribucién, tomemos m = 2, n =1, supon

gamos F, G
f, g

absolutamente continuas y sean

las funciones de densidad, F_ , F
Xy Xy

las derivadas parciales 17 %

respecto x

Entonces

3
= fg[l+a(l—2F)(1—2G)]—2&.FX FX

axlaxzay 1 72

- 20.F_ F_ g(1-2G) (10)
X1 Xy

La primera parte de (10) es analoga al caso

m = n = 1, Sin embargo, ahora aparece un
término negativo que impide que se cumpla

(3).

3,2, SISTEMA DE CUADRAS-AUGE

La traslacidn uniforme de este sistema es

/6/.

si uzv u,vef0,11]

(11)
1-8
u.v

si u<v 0<0<1

Utilizando (4) obtenemos la pseudodistribu-

cidn
Fl_eG si F(x X )=G(y y.)
IR R 17 1Yy
H =
Fel? siF(x X ) <Gy )
yree ¥y 1t Yy
(12)
Sea m=2, n=1, y tomemos 6 = 1/2. En-
tonces
2f F ~ FXIFXZ
.G si F2 G
4F3/2
3% _
] xlax2 12
£.G si F< G

Estudiemos el salto de esta funcidn en la re--

gidn tal que F = G.

2fF-Fx . Fx

lim £f61/%-1im ————37%——2.G = Fl/z-—~——1%72-=
F-+G F>G 4F F
F<G F>G

La derivada de H en el sentido de Schwartz
/13/ es

2fF-FxlFx
.g si F>G
= w2
N = +Ad
a3 %, 0y A {F=G}
1/2£4G si F<G
(13)

donde 6{F_G}es la distribucidén de Dirac en la
T m+n (13)

de ser negativa, concluimos que (12)

regién de R tal que F=G. Como pue-
no es,

en general, una distribucién.

3.3, OTROS SISTEMAS DE PSEUDODISTRIBUCIONES.

Por idéntico camino al seguido en los aparta
dos anteriores, podemos construir otras pseu
dodistribuciones. Por ejemplo, el método de
traslacién de Mardia proporcionaria la fami-
lia

1 1

Hp = N(B "F, B "G) (14)
donde N es la funcidén de distribucidén de la
1,1; o),
coeficiente de correlacidn,

de distribucidén N(0,1) /10/.

normal bivariante N(0,0; o es el

B es la funcidén
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L.a familia bivariante de Ali, Mikhail y Hag
/1/ nos permite definir el sistema

_ FG
Hy = _ (15)

1-8(1-F) (1-G)

Finalmente, la familia propuesta por Ruiz-
Rivas /10/ da lugar a
-6 -8 -1/6
He = max{F +G “-1, 0} si -1<6<0
= F.G. si 8 =0 (16)
= F-(max{F%+(1-6)%-1,01 /% si o0<e1

donde, en todos los casos, F y G son distri-
buciones en R™ y rR™. (para construir otras

familias, consfiltese /4/, /10/).

Sin embargo, (14), (15), (16) no son distri-
buciones, y por lo tanto no sirven para cons
truir distribuciones con marginales multiva-
riantes, aunque, de acuerdo con el Teorema 1

dan lugar a pseudodistribuciones.

4, UNA FAMILIA DE DISTRIBUCIONES CON MARGI-
NALES MULTIVARIANTES.

En esta seccidn construimos una familia bi--
variante que depende de un par&metro a y una
cierta funcién Q . Podremos construir distri
buciones con marginales multivariantes utili
zando el Teorema 1, salvo gue con una adecua
da eleccidn de Q conseguiremos evitar los -
inconvenientes expuestos en la seccidn ante-
rior.

Sea Q(x) una funcidn continua sobre el in--
tervalo [-1/2, 1/2] , positiva sobre
(-1/2, 1/2), tal que:

a) Q(-1/2) =Q(1/2) =0 (17)

b) Q(xX) es K = max{m,n} veces derivable;

su primera derivada, g(x) = Q'(x), es
una funcién impar y mondtona en el inter
valo [-1/2, 1/2] (18)
Ejemplos interesantes son:
2x + 1 ~-1/22x<0
1) Ql(x) = (19)
-2x + 1 0<x<1/2

que en realidad no es derivable en x = 0,

pero esto no serd ninglin problema para lo =--

que haremos después.

1 - 4x2

2) Q2(x) -1/2sx<1/2 (20)

3) Q3(x) cos (xm) -1/2sx<1/2 (21)

4,1, cASO BIVARIANTE.

Definamos la siguiente familia bivariante con
marginales uniformes

= u.u +a2
2

Ul uy) = u) 0(u;-1/2) Q(u,=1/2) (22)

La funcidén de densidad es
2
u(ul,uz) = l+o q(u1—1/2)q(u2—1/2) (23)

La condicién (18) implica que el minimo de
a(x) .q(y) es q(-1/2) q( 1/2) =-q*(-1/2). Lue
go, a fin de que (23) sea positiva es necesa
rio que o verifique

-q(-1/2) tsasq(-1/2) 7t (24)

Sean ahora F(x), G(y) dos distribuciones --
univariantes. (22) nos proporciona entonces

la familia bivariante

Hy (%,¥) = F(x)G(y) +a’Q(F(x) =1/2)Q(G (y) -1/2)
(25)

donde o verifica (24). La correspondiente

funcidn de densidad, en el caso de que F, G

sean absolutamente continuas, es
h(x,y) = £0x0g(y) [1+a’q(F(x)-1/2)q(G(y) -1/2) ]
Es fécil comprobar que (25) es una familia

paramétrica de distribuciones cuyas margina-
les son F, G.

4,2. CASO MULTIVARIANTE.

Sean F(xl,...,xm), G(yl,...

ciones multivariantes absolutamente continuas.

,yn) dos distribu

Aplicando (4) pero tomando (22) obtenemos la

familia uniparamétrica

H(xl,...,xm, yl,...,yn) = F(xl,...,xm) G(yl,...,yn)

+02Q[F(xl,...,xm)—1/2] 0 [G(y se-vay)-1/2] (26)

De entrada, (26) es una pseudodistribucién que,

para ciertas formas de Q dard lugar a una --
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distribucidn con marginales F, G. Observamos,
previamente, gque si n=3, y F es derivable, -

las derivadas de Q(F) son

2
20(8) Q' (F) .Fx 9@ Q" (F) Fx. Fx.,+Q' (F) Fx, x
1 1772 172
9x 9X, 9%
1 1772
%)
—= = Q"' () FX, FX. Fx +Q" (F)FX. Fx.X. +
1772773 177273
8x18x23x3

" " ]
+Q (F)szFxlX3+Q (F)Fxlszx3+Q (F)Fxlx2x3
Hemos visto que los sistemas anteriores pre-
sentaban dificultades, precisamente porque
las derivadas compuestas de orden superior
generan términos negativos en la funcidn de

densidad. Estudiemos pues la familia (26).

En primer lugar tomemos Q = Ql

Entonces Q' = qqs Q" = Q"' = ...

(véase (19)).
= 0, con —--
lo cual obtenemos la familia de densidades

hix,y) = £(x)g(y) +4a’E(x)gly) si F(x), Gly)>1/2

6 F(x), Gly)<1/2

= f(x)g(y)—4a2f(x)g(y) en caso contrario
ﬂmhx=(ﬁ““mﬁ,y=wyn”%LS@m(ML
o debe cumplir

-1/2 2 a < + 1/2
Tomemos ahora Q = Q2 (ver(20)). Obtenemos la

familia de distribuciones

H(x,y) =F (x) G(y)+ 160°F (x) [1-F (x) 1G(y) [1-G(y) ] (28)

n
X € Rm v eR —a<o<a

donde (-a, a) es un intervalo que en gene--
ral dependerd de las distribuciones margina-
les F, G. Obsérvese que (28) es andlogo al
sistema FGM (ver (9)) salvo los limites de va
riacién del pardmetro a. Por otra parte,

Qé = 9y QE = -8, QE' = 0, luego

" 0,(F-1/2)

= —8[Fx1Fx2...xm+Fxlx2Fx3...xm+...

Bxlaxz...BXm

Fx,ooox  FX_ ...
m

1 1 + FX ...X

Lo ¥ FX +(F-1/2) £1

Derivando (28) obtenemos la funcién de densidad

h = £.g+640°TK(F) + (F-1/2) £1L(G) +(G-1/2) g (29)

n
X € R v € R —asasta

donde K(F), L(G) son funcionales positivos

en F, G, puesto que las derivadas parciales

Fx. _..x, sonno negativas y ademds no de-
11 Tk

crecientes en cada variable.

A continuacidn vamos a construir un procedi-
miento para calcular a. Sin pérdida de gene-
ralidad podemos considerar las traslaciones
uniformes /12/ u, = Fo(x), vj = Gj(yj), que
nos define sendas distribuciones u, v
ro,11", ro,11"
f=qg=1.

sobre

respectivamente. Entonces es

Calculemos los extremos de (K(U) + (U-1/2)),

etc.,
8, = s;g{xun+4u—1/2)}:(K(U)+1/2)u.:l>o
Xe 1

6, = inf{L(V)+(V-1/2) }=(L(V)-1/2)  _ <0
veR i

por ser U,K(U), V,L(V) funciones crecientes
en cada variable. A fin de que (29) sea p-si

tiva deberd cumplirse
1+640%5_6_>0
172
es decir
|u|g(8/351732)‘1 = c
Andlogamente, si calculamos

5'l= in%{K(U)+(U—l/2)}=(K(U)—l/2)uA:O<O
XeR 1

6'2= suR{L(V)+(V—1/2)}=(L(V)+1/2)V.:l>0
YeR i

obtehemos la desigualdad
|a|<(8/—6'l.6'2)_l =d

Asi, el intervalo de variacidén de es
[-a,+a] siendo
a = minf{c,d}

gque puede calcularse en cada caso concreto.

Por ejemplo; dadas las distribuciones
F(xl,xz) = Fl(xl)F2(X2)’G(Y) (m=2,n=1), es
fécil ver que 61 = 3/2, 62 = -1/2, 6i = -1/2,
8\, = 1/2, luego a = (a/37) "1,

de una distribucién trivariante con margina-

les F = Fl'FZ’

La densidad

G serd entonces
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hix,v) = £(x)gly) +

+6402[F (%) +(F(x) =1/2) £(x) 17 (G(y) -1/2) g(y) ]

xeRz, yeR, -(4/3)_lsas(4/§)_l

Sin embargo, cambiando las marginales, puede

variar el valor de a.

Finalmente, tomemos Q3(x) = cos(x[) . Vamos
a considerar tres casos:
a) m=n =1
h=f.q{1+a T senl T (F-1/2) Jsen[1(G-1/2) 1} (30)
-1 casz

b) m=n = 2

h=f.g+{Hsen[H(F—l/2)]f+Hzcas[H(F—l/2)]Fx
1

{TlsenlT(G-1/2) g+T2coslN(G-1/2) 16 G
Y1 ¥

f£a =<

|
=
=

c} Para m, n > 2 aparecen expresiones nega-
tivas que podrian impedir que (26) fuera

una distribucién.

OTRAS FAMILIAS DE DISTRIBUCIONES CON MAR-
GINALES MULTIVARIANTES.

Finch y Groblicki /17/ introducen un método
de construccién de distribuciones bivarian-
tes que puede ser generalizado al caso de
marginales multivariantes. Sea r(u,v) wuna
funcién definida sobre el cuadrado unidad -
tal que

1
r{u,v)dv = 0 .{ r(u,v)dau = 0 (32)
0 0

r(u,v) 2 -1 (33)
Entonces es evidente que
H(x,y) = £(x) g(y) [1+x(F(x),G(y))] (34)

da lugar a una familia bivariante con margi-
nales F, G.

Una densidad de la forma (33) fue propuesta
previamente por Cohen y Zaparovanny /3/ to-

mando

r(u,v) = c[h(u,v)—hl(u)—hz(V)+l] (35)

donde h(u,v) es una densidad sobre el cuadra
do unidad con marginales hl’ h2. La constan-

te ¢ se calcula de modo gque se cumpla (33).

Cohen /2/ generaliza la familia (34), donde
r(u,v) es (35), al caso de marginales multi-
variantes como sigue:

Sean u = (ul,...,um), v = (Vl,...,Vn), h(u,v)
una densidad sobre el hipercubo unidad de di
mensién m + n con marginales hl(u), hz(v).

Consideremos entonces la funcidn

p(u,v}) = h - hl - h2 + 1

y los cambios de variables

]
—
=

u. = u.(xl,...,xm) i

v, = vi(yl,...,y ) i=1,...,n

n

Indicando x = (xl,...,xm), Y = (Yqree-0¥ )y

dx = dxl""’dxm ‘dv = dvl,...,dvn, etc., y
simbolizando (36) con la notacidn u = u(x),
v = v(y), supongamos que los jacobianos de

las transformaciones (36) son
J, = £ J, =g (37)

donde f£(x), g(y) son densidades marginales.

Entonces

1 +oo
1 .y h(u,v)dv = h(u,v(y))szy =
0 -0

o0
j gly)h(u,viy))dy

1 +
: J;hz(V)dv - j_mhz(v(y))szy -

+oo
j g(y)hz(v(y))dy

—co

=
i

"
Il

Ademds es fdcil ver que

+oo
j' f(x)gly)plu(x), viy))dxdy = 0

—0

relacidn que nos permite definir la familia

hix,y) = £(x)gly)[1+cp(u(x),viy))]

xeR", yeR (38)
cuyas densidades marginales son f(x), g(y).

Por otra parte, la generalizacidén de (34) po
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dria consistir en definir una funcién r(u,v)
sobre [O,l]m+n verificando (con el cambio
oportuno de notaciones) las relaciones (32),
(33). Eligiendo una transformacibén de varia

bles (36) que verifique (37), tendremos

1
0 = j r({u,v)dudv =
0

oo
»s r(u (x),v(y)) f(x)g(y)dxdy (39)

—c0

Luego podremos definir la familia

hi(x,y) = £(x)g(y).[1+r(u(x),v(y))]

XeRm, yeRn (40)

que comprende (37) como caso particular.

La familia propuesta en (26) es similar a
la (40}, pero (26) tiene la ventaja de ve-
nir expresada en términos de las funciones
de distribucidén. Ademds, a través de la fun
cién (@ , podemos obtener diferentes solu-

c.ion.s concretas.

f.,_DEPENDENCIA Y CORRELACION.

La familia (26) goza de algunas propiedades

=21 :ives a la dependencia estoclstica y a

o~r=lacibn que vamos a estudiar.

"+ + DEENDENCIA F-QORTANTE.

Su on . 0s que F, G son F-ortantes depen-

i tes, e¢s decir, /9/

P ,...,xm) > Fl(xl) ....... Fm(x]
do- e Fl,...,Fm son las distribuciones mar
g s -2 F. Andlogamente para G. Entonces,

5 v’ lente que, dado que Q es positiva,
H(xl,...,xm, yl,...,yn)
> Fl(xl)...Fm(xm)Gl(yl)....Gn(yn)
Luego la familia (26) conserva la dependen-

cia F-ortante.

B.2. COVARIANZA Y CORRELACION.

En el caso m = n = 1, tengamos en cuenta

la siguiente férmula para la covarianza /9/

Oxy = J‘z(H(x,y) - F(x)G(y))dxdy (41)
R
Luego
Oy = a2 f Q(F(x) -1/2)Q(G(y) -1/2) dxdy
Rr? (42)

y por lo tanto la covarianza es proporcional
2
a o .

Si las marginales son uniformes y tomamos
Q = Ql’ obtenemos oxy = a2/4 y el coefi-

ciente de correlacidn es

.2 1 1
P 3o 5 sos + 5
Final t ara Q = Q, es ¢ E 2/1'[2
inalmente p 3 €8 Oy o
2
48a _ X S
Py = _Ej— T o<

©.3., OTRA MEDIDA DE DEPENDENCIA,

Centrandonos tambié&n en el caso bivariante,
es interesante estudiar la medida de depen-

dencia estocdstica

6 = gf [H(x,y) - F(x)G(y)1dr(x)dG(y) (43)
2
R

Sustituyendo

6=02 f Q(F (%) -1/2) Q(Gly) -1/2) &£ (x) dGly) (44)
2
R .

Como B verifica (ver /5/)
6 = P(IX<X'InlY<Y']) - 1/4

donde (X,Y) son variables aleatorias inde-
pendientes de (X',Y'), ambas con distribu-
cidén H(x,y), es fdcil ver que 8 es invarian
te por transformaciones monétonas de las va
riables. Luego bastard calcular (44) en el
caso de marginales uniformes. Pero entonces
8 coincide con el coeficiente de correla--
cibn. Luego, tomando Ql’ Q2, Q3 obtenemos
respectivamente

_ _ 2,2
el = 8a 62 = 12a 83 = 480"/

14C
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