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SOBRE LA AMPLITUD DE PASO MULTIVARIANTE EN

PROGRAMACION NO-LINEAL CON CONDICIONES LINEALES
L. F..ESCUDERO
CENTRO DE INVESTIGACION UAM-IBM MADRID

kn este trabajo se describe un nuevo método para la obtencién de la amplitud de paso de la -
direceidn de bisqueda en programacidn no-lineal con condiciones lineales. Tradicionalmente,
se considera la amplitud de paso como un escalar con valor estrictamente positivo, tal que -
el nuevo punto también sea factible y suficientemente descendente. En su lugar, se propone
en este trabajo una amplitud de paso multivariante tal que se limita, independientemente, la
amplitud de cada elemento superbdsico de la direccién de bisqueda; como resultado se permite
la activacidén de mds de una variable superbdsica en la misma <teraciédm.

Keywords. BASIC, SUPERBASIC AND NON-BASIC VARIABLES, DIRECTION OF SEARCH

MULTIVARIATE STEPSIZE.

1. _INTRODUCCION:

Sea el problema de programacibén no-lineal -

sin condiciones

min{F (X) : XeReR"} 1.1y
donde
RA{X|AX=b, U2X=2L} (1.2)

tal que A es la matriz m.n de condiciones, b
es el vector indevendiente, U y L son los --
vectores de acotacién del vector solucidn X,
y F es una funcién de clase 22 en Rn, al me-
nos para el conjunto R de puntos factibles,
tal que el nivel LI{X)A{XeR: F(X)<F(X)lpara -
¥XeR estd finitamente acotado v cerrado.

Sean M y J los conjuntos de condiciones varia
bles, respectivamente. Sea BS el conjunto de
variables no-activas para el.punto factible
X, y N el conjunto de variables activas (i.e,
jeN implica que ij=Lj 6 §.=Uj en la resolu--
cidn del problema (1.1)-(1.2) en el espacio -
definido por el conjunto BS). Sea X" un punto
minimo local débil en (1.1)-(1.2); i.e.,X* es
un punto en el conjunto R para el que 38>0
tal gue F(X*)<F(X) ¥XeR:||x-X"||<§ . (El pun-

* - - > s :
to X serd un minimo local fuerte, si la rela-

cidn anterior es de estricta desigualdad pa
ra X*#X). Nota: ||§|[ es la raiz cuadrada de

la distancia euclidea del vector a.

Dado que el conjunto R est& definido por el
sistema lineal de ecuaciones (1.2), se puede
efectuar la caracterizacidn de todos los mo-
vimientos factibles activos desde un punto -
factible, sea X dadas las propiedades de los
subespacios lineales. Sea el movimiento fac-
tible desde X en el espacio definido por el
conjunto BS; dado que AX=b, AX=b, X=X+, vy
Xj=§j v¥ieN, resulta que

Ad=0, Id=0 (1.3)

donde 4 es la direccién de biisqueda desde X
a X, e I es la matriz n.n de limites activos
en X para ﬁ=|ﬁ| , tal que I es la matriz uni-
taria n.n de la que se ha eliminado la fila

relativa a la j-ésima variable para ¥i¢N.
Dada la condicién (1.3) para cualquier direc
cidén factible activa, el vector d puede ex--

presarse tal que

d=zd (1.4)
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éonde 7 es una matriz n.s para s=n-m-n de
rango completo en columnas, tal que éstas -
forman la basé del espacio nulo del rango =~
de la matriz (At,ft)t (i.e., AZ=0, IZ=0 y
dS es un vector ton dimensidn s) denominado

direccidn de bilisqueda superbdsica o reduci-

da. Es preciso notar que cualquier vector
ds produce una direccidn factible activa 4;
por otra parte, un vector d que no pueda ex
presarse por (l.4) no es una direccidn fac-
tible activa en el espacio definido por el
conjunto BS.

Sea h el vector (con dimensidn s) del gra--
diente reducido tal que

h=2%g (1.5)
donde §=g(§) es el vector (con dimensidn n)
del gradiente de F evaluado en X. Es preci-
so notar que (ver /6/, /14/, /16/ entre --
otros) una condicidn necesaria para que el
punto X sea un minimo local débil consiste
en QUe éste sea un punto estacionario res--
tringido; i.e., l|h | = 0; esta condicidn
es equivalente a indicar gue el gradiente 5
se expresa como una combinacidén lineal de

las filas de las matrices A e I, tal que
g = Atu+ita (1.6)

para los vectores p y A (con dimensiones m
v n, respectivamente) denominados multipli-
cadores de Lagrange de las condiciones vy
limites activos respectivamente. En base a
(1.6), resulta que

A= QN-Ntu (1.7)

donde §N es el gradiente del conjunto N de
variables activas, y N es la matriz m.n re-
lativa a dicho conjunto en la matriz A, tal
que g-t = (é;s,ég) y A=(BS N) donde BS es
la matriz m.(n-n) relativa al conjunto BS.
El vector u debe satisfacer el sistema li--
neal ‘

- t
gpg = (BS) ™n (1.8)

Sea G=G(X) la matriz n.n Hessiana de F eva-
luada en el punto X. Se denomina matriz --
Hessiana reducida a la matriz, sea H (éon -

dimensién s.s) tal que

H = Z GZ (1.9)

El conjunto suficiente de condiciones a sa-
tisfacer por el punto X para ser un punto
minimo local d&bil en el problema (1.1)-(1.2)
es el siquiente para casos no-degenerados --
(ver referencias arriba indicadas):

(1) X es factible; i.e.,X satisface (1.2)

(ii) X es un punto estacionario restringido,
i.e.,X satisface (1.6) y: por tanto,
Il nlf = o.

(iii) La matriz G es positiva definida para
toda direccidn factible activa, 4 en
el espacio definido por el conjunto BS.
Dada la expresidn (1.4), esta condicidn
es equivalente a indicar que la matriz
Hessiana reducida H (1.9) debe ser po
sitiva definida.

(iv) Los elementos del vector A de los multi
plicadores de Lagrange deben ser A.>0
para jeN|X.=L, A.<0 para jeN|X.=U..
r JeN|Xy=Ly vy A4<0 p jeN|X =0,

La estructura de este trabajo es la siguiente.
La Seccidn 2 estd dedicada a la motivacidn de
la amplitud de paso multivariante. La seccidn
3 estd dedicada a la caracterizacidn de la ma
triz Z en problemas de gran escala. En las Sec
ciones 4 y 5 se describe el algoritmo para - .
la obtencidn de la amplitud de paso multiva-
riante. La Seccidn 6 discute la convergencia.
La Seccidn 7 presenta algunos resultados vy,
finalmente, en la Gltima seccidn se discute’

el campo de aplicacidn.

2 * .

La metodologia general para obtener x* a par
tir de un punto factible X y su conjunto aso-

ciado BS, es la siguiente:

(1) Obtener una direccidn superb&sica, dS, su
ficientemente descendente; i.e., ds debe sa--

tisfacer la condicidén
(-8t /(IR x| ]a ||)=2o (2.1)
S S

donde o es una tolerancia positiva que impide
que el gradiente y la direccién sean cuasi-or
togonales. Ver en /3/, /S5/, /7/, /8/. /9/,/10/
/14/, /16/ entre otros, los diversos métodos
para obtener la direccidn dS que satisface la

condicidn (2.1).
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(2) Obtener la direccidn de bfisqueda d, uti-
lizando la expresién (1.4)

(3) Obtener el nuevo punto factible para la
iteracibén dada, sea k tal que

xk)y = Reaa  (2.2)

donde o es la amplitud de paso. Tradicional-
mente, se ha considerado que o es un escalar
que:

(i) Impide que el punto X=X(k)

(ain siendo
factible en el sistema AX=b) viole los
vectores limite U y L del conjunto BS;
¥jeN. Dado

que o debe permitir gue a d sea descen

es preciso notar que Xj=§j
dente, resulta de ambas condiciones que

O<asaM (2.3)

donde a, es el limite méximo para no vio
lar la acotacidn de las variables; ver

(2.8).

(ii) Reduce suficientemente el valor de la --
funcidén objetivo, tal gue el método es
globalmente convergente; i.e.,
| |h||+0, k+». Ver més abajo las condi-
ciones que ha de satisfacer la amplitud

de paso.

(4) si u<dM, se comienza en el paso (1) con

la nueva iteracidn; si a=a se activa la va

MI
riable que ha producido la reduccidén en la -
amplitud de paso y, por tanto, se incluye en
el conjunto N y se reduce en una unidad el

cardinal del conjunto BS.

(5) Si el punto es Optimo para el conjunto
BS, se analiza el vector X y, por tanto, el
conjunto N. Si A.<U para jeﬁl§j=Lj, 6 si
Xj>0 para jeﬁlij=Uj, se desactiva dicha va-
riable y, por tanto, se incluye en el conjun
to BS y se reduce en una unidad el cardinal
del conjunto N; se comienza en el paso (1)
con la nueva iteracidn. En caso contrario, =~

se considera que el punto X es el punto X"

La metodologia arriba descrita es globalmente

convergente si la direccidn de bfisqueda 4 sa-

tisface la condicién (2.1) y, ademis, la am-

plitud de paso (2.3) reduce suficientemente

F, e.g. si se cumplen /4/ las condiciones --

GPW /18/, /22/.

(1) |g(X+ad) tal<-ng(X) *a (2.4a)

o, alternativamente /17/, caso de que el -
gradiente sea dificil o costoso de calcular,

|F(X+ad) -F (X+vd) |
a=v

s-ng (%) ta (2.4b)

donde v es un escalar tal que 0<v<o, y
0gn<l.

(i1)  F(R+ad)<F(X)+ (ug (%) Ta)a

para 0<u<0.5, tal que si usn, 3o gque cumple
las condiciones GPW en programacién no-lineal
sin restricciones. Valores tipicos, n=0.9 y

u=10E-04. Las condiciones (2.4a) y (2.4b) --
evitan que o tome un valor excesivamente pe-
quefio; la condicidn (2.4c) impide que tome

un valor excesivamente grande. Ver figura 1.

F(X)
. 1 o
B : F(X+ad)
i
]
i
|
|
1
I
I -
| FR) #pdlda
1
i
4
o 3 3
ACEFTABLE ACE&%ELE
Figua 1~ LIMITES DE LA AMPLITUD DE PASO
Nota: e=1 para 7=0 ; a'<a" pora V>

Existen diversos métodos para la obtencidn -
de la amplitud de paso que satisfaga las con
diciones GPW. La metodologia denominada 1i--
nea de blisqueda exacta consiste en obtener -
el valor de a tal gue se minimice F(X) en la

direccidn 4,
o = arg min{F(X+ad): O<asuM} (2.5)

Es preciso notar que el valor de o que satisfa
face las condiciones GPW para a<«, n=0, u=0 es

precisamente el valor de o obtenido en (2.5).

para dM suficientemente grande. La resolucién
del nroblema (2.5), aungue no es tan compleja
como la minimizacién de F, todavia tiene una

oran dificultad, excepto en casos muy particu

lares.

101



Qtiestti6é - V. 10, n.° 2 (juny 1986)

Alternativamente a la obtencidn de o mediante
métodos exactos, existen los métodos denomi-
nados linea de biisqueda aproximada. La tipo-
logia mds frecuentemente utilizada se basa -
en la obtencidn de o mediante ajustes polino
miales y su posterior modificacién mediante
técnicas heuristicas; ver una amplia panor&-
mica en /4/, y el método mds utilizado en --
/15/. Otro tipo de método que, aunque a ve--
ces requiere mayor nGmero de evaluaciones de
la funcién F, es muy {itil en cierto tipo de
problemas y, en concreto, en la obtencidn de
la amplitud de paso multivariante (ver Sec—-
cibén 4), basicamente consiste en la siguiente
/Y/):

operativa (ver e.g.

(1) v:0 si a,21; en caso contrario

M
y=:rlnuM/ln81; donde [al=a si a

es en
tero y, en caso contrario, ral reboge el va-
lor entero inmediatamente superior.

(2) a:=pY para 0<g<l

(3) Comprobar la condicidn (2.4c) tal que se
incrementa y en una unidad y se ejecuta de
nuevo el paso (2) si la condicién (2.4c) no
se ha cumplido; en caso contrario, el valor
de o es la amplitud de paso en la iteracidn

correspondiente.

Es preciso notar que en la operativa anterior
el escalar ¥ es el primer valor 0,1,2,... que
preserva la factibilidad de la solucidn y sa-
tisface la condicidén (2.4c). En /1/ se demues
tra que existe una combinacidén de B y u , tal
que hay un o gue reduce suficientemente 1la
funcidn objetivo para una direccidn de blsque
da que satisfaga la condicidn (2.1) vy caso -
no degenerado (i.e., el menor valor de a que
satisface la condicidén (4.a) ‘es suficientemen

te pequefio). Valores tipicos, B=0.5 y u=0.1.

La convergencia local de cualguier algoritmo

encuadrado en la metodologia arriba brevemen

te descrita, no depende del valor concreto de
la amplitud de paso que satisfaga e.g. las

condiciones GPW; el ritmo de convergencia de-
pende de la direccidn de blisqueda, d tal que

la secuencia {X} converge a Xf con un ritmo
r si

*
0 < lim sup ilﬁ:i_ll = Q<o

| 1R-x* 1%

El ritmo de convergencia es lineal para r=1

(siendo 0<Q<1) y cuadratico para r=2. La con
vergencia serd Q-superlineal para 9=0 y r=1;
el valor de r para el gue resulte que 0<Q<=

(si existe) define el ritmo de convergencia.

Recientemente se han disefiado algoritmos --
(ver la operativa correspondiente en e.g.
/3/, /14/) en los que se sustituye la utili-
zacidén de la amplitud de paso por la condi--
cidn de gue la direccidn de bisqueda, 4 se
restrinja a una denominada regién de confian
za. En concreto, el problema a resolver en

una determinada iteracidn consiste en

min{F(X+d): Ad=0, U-X>dzL-X} (2.7a)
sujeto a
l1all<e (2.7b)

tal gue el nuevo punto factible seréa X:X+d
en lugar de X (2.2), siendo 6 un escalar que

el algoritmo actualiza dindmicamente.

Aunque todavia no existe suficiente experien
cia computacional, parece que la utilizacidn
de la amplitud de paso produce mejores resul
tados que la regidn de confianza, al menos

para problemas de gran escala (cientos de --
condiciones y miles de variables); por tanto,
el nuevo punto de obtiene con la expresidn -
(2.2). Ahora bien, salvo en circunstancias -
excepcionales, s6lo una variable (en el me--
jor de los casos) que pertenezca al conjunte
BS puede tomar en cada iteracidn el valor de
uno de sus limites y, por tanto, se incluira
en el conjunto N; &ste seria el caso en el -
que ‘la variable, sea Xj = ij+ad. es tal que
el limite Oy de a en (2.3) tiene la expresidn

ay: = aj, oy ={mi§_ak} (2.8a)
keBS
donde
= -X, 2.8b
o l(ak k)/dkl ( )

siendo ak el limite activo en la direccibén -

del signo de dk donde

a, = Uk|dk>0, a (2.8c)

X = Lk[dk<0

k
Por tanto, si e.g. 500 variables que en la
solucién factible inicial X pertenecen al -
conjunto BS, deben pertenecer al conjunto N
en la colucidn 6ptima X*, entonces resulta -

que serian necesarias, al menos, 500 itera--
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ciones para lograr obtener el &ptimo con in-
dependencia del grado de sofisticacidn del
método utilizado para obtener la direccibn
de blsqueda. Mejores resultados se podrfan
obtener permitiendo que se active m&s de una
variable en cada iteracidn, en este --<
caso, la amplitud de paso no es un escalar,
sino que estd representada por un veétor, -
sea [a]# donde el elemento k-é&simo recoge la
amplitud a utilizar en dk para keBS en la
iteracién dada, tal que
X : =X +[a]# d WkeBS
k k k

(2.9)
k

En este trabajo se describe la metodologia a

utilizar para obtener la amplitud de paso —-

multivariante [a]#, tal que el nuevo punfo X

(2.9) sea factible y reduzca suf@cientemente

la funcidn objetivo; el ritmo de convergencia
no resulta modificado y depende de la metodo-
logia a utilizar para la obtencién de la di-
reccidn de blisqueda, d; ver Seccidn 6.

Es preciso notar que las variables deactiva-
das en una iteracidn pueden convertirse en

superbdsicas en alguna iteracidn posterior,

tanto si se utiliza una estrategia multiva-

riante como si se utiliza una estrategia uni
variable. No es posible predecir "a priori”

en qué estrategia se desactivan mas varia--

bles. Intuitivamente, parece que es mis inte
resante activar mas de una variable en cada

iteracidn, si ello implica una mayor reduc-

cibén en la funcidn objetivo. No hemos encon-
trado ninglin caso correspondiente a situacio
nes reales con estructura reticular (ver ---
/11/) en la matriz A, en el que el tiempo de
computo del punto X* sea mayor cuando se --
utiliza la estrategia multivariante que cuan

do se utiliza la estrategia univariable.

3 “eBBuIEB'ZA“'QN “E |e Melglz Z EN EB“B'E_
MAS DE GRAN ESCALA,

Siguiendo un criterio clésico en problemas -
de gran escala /19/, la particién de la ma--
triz A tal que A={BS N) se sustituye por la
particidén A=(B S N), donde B es la matriz
m.m basica, S es la matriz m.s.superbésica

y N es la matriz m.n no-bisica. La direc--
cidn de bilisqueda, d serd factible si se cum

ple la condicidn

Ad = (B S N) (3.1)

[45]

donde la direccidn no-b&sica dN es dN=O por
definicidn, la direccidn bésica dB se utili-~-
za para satisfacer la condicidn de factibili-
dad Ad=0,—y la direccidn superbésica ds debe
ser tal que el nuevo punto X=X+ad reduzca su
ficientemente el valor de la funcidn objetivo
F. Sean B, S y N los conjuntos basico, super-—
basico y no-bdsico de variables que correspon
den a las matrices B, S y N, respectivamente,
donde m=|B|, s=|8| y n=|N| . (Es preciso no-
tar que L.<X.<U., WV¥jeS, y L.=X. o U.=X. para
Vjeﬁ? la gariicién i=(B s N? sg cories;oide
con la particidn A=(B N) en programacidn li-
neal, ya que en ésta no hay mads de m varia--
bles que en el 6ptimo tomen un valor interme
dio entre sus limites.

es libre en

Dado que dN=O y d (3.1), resul-
S

ta que

Hi

-pd (3.2)

-1
d, = -B 'sd
B s

S
tal gue la caracterizacidn, denominada reduc-
cidn de variables, de la matriz Z tiene la ex

presidn

(3.3)

es la matriz m.s de proyeccidn bisica-super-
basica, I es la matriz s.s unitaria, y 0 es
la matriz n.s nula.

El problema (reducido) de minimizacidén de F

en funcidn del conjunto BSABuS, tiene la si-
guiente aproximacidn cuadrdtica
A ti
min{h-d +1/2d4 " H4 } (3.5)

S S S

tal que (1.5) y (1.9) recogen las expresiones

del gradiente reducido h y de la matriz Hes-

siana reducida H. Denotando §t=(§g,§§,§§) re-

sulta que para Z expresada por (3.3), h tiene

las siguientes expresiones alternativas
R =4 - o

Jo= .t

(3.6)
(3.7a)

=g

32}
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donde y, resuelve el sistema lineal de ecua
ciones

- _ it
gy = B g (3.7b)

La obtencién de la direccidn superbésica, dé
suficientemente descendente depende de la es
tructura de la matriz A y, por tanto; de la
estructura de la matriz p . En cualquier ca-

so, el vector h precisa ser calculado utili-
zando alternativamente,

(a) La férmula (3.6), tal que

= g vk ¢S 3.8
P T 9k T, PPk €S (3-8)
eB
k
donde ., recoge el elemento relativo a la

k' k .
fila k' y columna k de la matriz p, y Bk es

el conjunto, denominado conjunto equivalente
basico, que recoge las variables basicas con
elementos no-nulos en el vector columna p

de la matriz p. La f6rmula (3.8) es Gtil --
cuando la matriz p es poco densa; ver en /11/
/12/, /13/ un caso tipico en el que los ele-
mentos no-nulos de p son +l1 con una estructu-

ra reticular.

(b) La f6rmula (3.7a) y la resolucidén del
sistema (3.7b), tal que se utiliza la formu-
lacién LU de la matriz B; ver /7/. Se reco--
mienda esta formulacidn en casos con estruc-
tura general en la matriz A; ver /7/, /8/.,/9/
/10/, /19/.

La direccidn d, denominada direccidn gradien-

S
te, tal que dS: = -h

dg: = -h (3.9)

sblo precisa informacién de primer 6rden y, -
por tanto, su convergencia es cuasi-lineal.la
direccidn ds denominada direccién Newton, tal

que

w5 lE
ag: = - 'h (3.10)

utiliza informacibén de segundo orden. Es pre-
ciso destacar que, aGn en el caso de que las
matrices G M Z sean de poca densidad, la ma--
triz H (1.9) es normalmente muy densa; salvo
en casos especiales, o en problemas de dimen-
sién pequefia, su uso es prohibitivo. En un --
punto intermedio entre las direcciones gradien
te y Newton existe una amplia gama de tipolo--

gias para obtener la direccidn superbisica; --

ver /5/, /1/, /8/, /9/, /10/, /11/, /12/,
/13/, /14/, /15/, /16/, /19/, entre otros.

La formulacidn alternativa de la direccidn
bésica, dB serd de acuerdo con (3.2),

(a) Caso con estructura especial en la ma-
triz A ‘

dgr = _Z_ _ O e vk'eB (3.11)
keS]k'eﬁk

(b) Caso general. Ver /8/.

(1) d: = 54y (3.12a)

(2) Obtener dB como solucidn del sistema
de ecuaciones
Lua, = -d : (3.12b)

donde LU es la correspondiente factorizacidn
de la matriz B.

En cualquier caso, una vez obtenido un nuevo
punto X=X+ad, es posible que una variable ba
sica o superbisica tome el valor de uno de -
sus limites. Si la variable, sea k es super-
bisica, entonces se convierte en no-bisica,
tal que NANu{k} y SAS\{k} . Si la variable,
sea k' es basica, entonces se intercambia ~--
con una variable superbdsica, sea k tal que
BABu{k}\{k'} , SAS\{k} y NANu{k'} vy, como
resultado del pivote (k',k), se actualizan -
las matrices B y S, o alternativamente p , y
la matriz H o su correspondiente aproximacidn;
la metodologia en la actualizacidn matriarcal
dependera de la estructura de la matriz A.

4, AMPLITUD DE PASO MULTIVARIANTE.

La amplitud de paso multivariante (ver 2.2},

s6lo permite, para el caso en que a = q, (ver

2.8), que s6lo una variabledel conjuntoMﬁg -
pueda convertirse en variable activa, salvo -
en el caso excepcional de que se cumpla la --
condicién (2.8a) para mas de una variable; el
esfuerzo computacional requerido (ver Seccidn
2) para obtener el punto Optimo depende fuer-
temente de la composicién de los conjuntos BS
y N en la solucién inicial factible. A con--
tinuacidn se describe un algoritmo que permi-
te la activacidén de mads de una variable basi-
ca o superbisica en la misma iteracidn (en /1/,
/2/, se proponen también algoritmos de tipo --

multivariante), si se cumple la condicidn (4.1)
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tal que

o < dB (4.1)
donde

ap = min{otk, vk'eB} {4.2)

o = min{ak ¥keS} (4.3)
tal que o YkeBS es dado por la expresidn

(2.8b), donde ak, el 1imite activo en la di-

reccidén del signo de dk tiene la expresidn -

B
gerimos utilizar el método tradicional de 11

(2.8¢c); en caso contrario (i.e., o saS), su-
nea de blsqueda aproximada (ver Seccidn 2}.

Mediante una pequefia modificacidén en la ex-

presién (2.8c), sea la siquiente formulacién
de ak el limite activo en la direccidén del
signo contrario de hk.

a, = Uk[hk<0, a (4.4)

X = Lklhk>0 vkeS

k

tal que el conjunto, sea Q de variables ---
cuasi-activas en el conjunto S tiene la ex-

presidn

Ba(keS|)a, k|

<8} 4.5
q ( )
donde la tolerancia Gq serd

5 = min(s, | |X ~[% ~RT

g = min G,IIXS-[XS—h] Hz} (4.6)

tal que para VkeS

min{ (Xs—h) k,a]gsi hk<—e

- _# -
(Xghl, = (X51k_ si Ihklse (4.7)
X - i >
maxi ( S h)k'ak si hk €
P _.1/2
para § >0 (valor tipico, 0.01) y £=ey ’
donde €M es la precisidn utilizada en -

cdlculo con coma flotante (normalmente, —---
10E-15 aprox.). Por tanto, una variable su-
perbdsica ser&d cuasi-activa si su valor ob-
tenido en la iteracibén anterior estd en la
'proximidad' de su limite activo en la di-
reccidn del signo contrario de su elemento
en el gradiente reducido evaluado en dicho
punto anterior; en este caso, la direccidn
dé del conjunto 5, obtenida como parte inte
grante de la direccidn superbdsica dS seglin
la metodologia referenciada en la Seccidn 3,

se sustituye por la expresidn

d = a-X WkeQ

k kK (4.8)

donde a, tiene la expresidn (4.4).
Se puede cbservar que da es una direccidn

descendente (i.e., ﬂ%d5<0), dado que d) tie-
wkeQ. La in--
fluencia del conjuntc Q en la direccién de -

ne el signo contrario de hk

blisqueda d serd muy pequefia; probablemente,

su influencia tambié&n hubiera sidd pequefia

sin la modificacién (4.8); la ventaja de es
ta modificacidn consiste en que la obtencidn
tentativa de la direccidn bésica dB (ver méas
abajo) s6lo utilizara el conjunto Q, (donde
QnéS\Q) y, por tanto, se reduce el esfuerzo

computacional.

t t £t t

‘El nuevo punto factible X =(XB'XQ’XN) puede
expresarse tal que
Xy = Xy (4.9a)
- .
Xy = Xg +<[al >dg (4.9b)
Xp = Xg + dB (4.9c)

donde <ab> es un vector tal que <ab>k=akbk;

donde ahoxa, d, no recoge la direccidn basi-

ca (3.11) & (3%12), sino que es el desplaza-
miento basico (i.e., el desplazamiento del
punto iB al punto Xp); y ra1” es el vector
que recoge la amplitud de paso multivariante

para el conjunto superbdsico §, tal que

1 ¥keQ

&
= 4.10
[a]k ( )

min{a,o ), ng(_)n}

donde ¢ es el limite méximo (2.8b) de la am
plitud de paso de la variable superbésica k,
tal .que su limite activo es dado por (2.8c).

El desplazamiento b&sico tiene la expresidn

dy = —p<[a]#ds> (4.11)
o alternativamente,

dp = -B 's<(al” dg> (4.12)
El desplazamiento dB serd factible en el sen
tido 4 U ,2X_ ,=z2L Yk'eB i -
p;eoquz que k,> k,> ' ¢eB , si se cum

ag = 1 (4.13a)
para

ap. = minfa,, ¥k'eB||dy, [>el} (4.13b)
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tal que se utiliza la expresidn (2.8b) para
Opns donde el limite activo es dado por ---
(2.8¢c) pero dk' es dado, alternativamente,
por (4.11) y (4.12).

Sea o la amplitud de paso tentativa, tal -=
que

a: = gY (4.14)
donde 0<B<1l, y el pardmetro y toma el primer
valor no-negativo 0,1,2,... que, mediante la
utilizacidn de las expresiones (4.9) a --—-

B (4.9¢c) factible

(i.e., satisface las condiciones AX=b y -

(4.12), produce un punto X
(4.13)) y, ademds, cumple la condicidn --
(4.15) para 0<ug0.5; valores tipicos, =-----
B =0.5y u=20.1

t

F(X) s F(X) +uhid= + ubg

2% (4.15)

<[a]#d-
n Qn

Es preciso notar que vy = 0 en (4.14) impli-
ca que se asume que la direccidn superbasi-

ca dé es suficientemente 'correcta’ como

n
para utilizar o = 1 en la primera amplitud

de paso tentativa; ahora bien, si &S<l para

o, = max{ak VK€5n||dK|>E}

< (4.16)

resulta que el primer valor de y sera

y: = rln&s/1n81 (4.17)
En la Figura 2 se recogen los tres casos po
sibles de la amplitud de paso multivariante
para § =2.

Si el punto XB no satisface la condicidn
(4.13) (i.e., a=g"

factible), se actualiza el parametro y tal

no produce una solucidn
que

Y: = rln(gBa)/lhBT (4.18)
y se comprueban de nuevo las condiciones -

{4.13) y (4.15) para el nuevo valor de o da
do por (4.14) con vy dado por (4.18).

>, EXTRAPOLACION DE LA AMPLITUD DE PASO.

Si después de un nimero dado, sea t1 de ten
tativas en la amplitud de paso a ,todavia no

se satisfacen las condiciones (4.13) y --

(4.15), se sugiere extrapolar el valor de Y
tal que

y: = rlnas/lnB'] (4.19)

si BY para y dado por (4.19) es inferior -
al Gltimo valor analizado de o. Es preciso
notar que para LR s6lo es necesario com-
probar la condicidn (4.15), dado que la con
dicidn (4.13) se satisface automaticamente,
ya que por definicidn ag<ap ¥ [ajt = q
ngQn.

En cualquier caso, se asume que el procedi-

miento para obtener la amplitud de pasoc no

- ha dado los resultados apetecidos si a<e (el

punto actual X es cuasi-6ptimo) O, si des—-
pués de un nfimero dado, sea t2 de tentativas
en la amplitud de paso todavia no se satisfa
cen las condiciones (4.13) y (4.15). Valores
tipicos, ;=2 6 3 y t,=6 & 7. ’

El orden en que se analizan las condiciones
(4.13) y (4.15) depende del esfuerzo compu-—
tacional requerido para la evaluacién de las
expresiones (4.11) 6 (4.12) por un lado, vy
la evaluacién de la funcidn objetivo F y la
Gltima parte de la condicidn (4.15) por otro.
En problemas con matriz A muy densa y
funcidén F muy poco densa y no-linealidad muy
suave, es preferible analizar en primer Ilu-
gar la condicidn (4.15). Normalmente, y so-
bre todo si se utiliza la modalidad definida
por la matriz p , es preferible analizar la

condicién (4.13) en primer lugar.

La utilizacidén, alternativa, de las expresio
nes’ (4.11) y (4.12) para obtener dB depende
del criterio en que se basa la utilizaciédn,
alternativa, de las expresiones (3.6) y (3.7)
para obtener h. Es preciso indicar que, sal-
VO en casos particulares, la utilizacién de
la expresién (4.12) requiere un esfuerzo com
putacional excesivo, dado que en cada tenta-

tiva de la amplitud de paso es preciso

4
(a) Computar S<[a] ds>, sea d
(b) Resolver el sistema LUdB=—g
El algoritmo ChLBM, Chacdén Linea de Blsque-
da Multivariante (ver el apéndice), en el -
cual hemos basado nuestra experiencia compu

tacional, asume la disponibilidad de 1la ma

triz p; en caso contrario, la modificacién
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Aply [-==-——=————--—— - |

|

|

l Caso (a)
| .

i

!

|

1

adg

Caso (b)

ad, [——————

Caso (¢)

@dy F-—————

FIGURA 2 - AMPLITUD DE PASO MULTIVARIANTE
(1) : PRIMERA TENTATIVA

Caso (a): a<ea, > lalf =& pao k=12
Caso (b): &> a>a, > lalfl s ; (]} = a,

Caso (c): a>a, —=> [a:],:l =y, para k=12
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es obvia (ver el pdrrafo anterior), aungque

el esfuerzo computacional puede ser excesivo.

0. DISCUSION SOBRE LA CONVERGENCIA.

En primer lugar, es preciso notar que el nG-
mero de manifolds es finito. Una manifold es
td definida por los valores de las variables
activas (i.e., conjunto N). Por tanto, si el
algoritmo converge globalmente en 1la mani--
fold, converqe en el problema. El algoritmo
converge globalmente una manifold si exis
te una iteracidn a partir de la cual se cum-
ple la condicidn (2.1) para la direccibén de

bfiscueda y la condicidn de acentabili--

dad para la amplitud de paso. No es nece-
sario que estas iteraciones sean consecuti--
vas; si no son consecutivas, s6lo se precisa
que el valor de la funcibn objetivo del que
parte cada iteracidn no sea superior al va-
lor obtenido en la iteracidn anterior; &ste

es el caso en que una manifold se repite des
pués de un nGmero de iteraciones debido a --
una interrupcién prematura en su optimizacidén
Y, por construccién del algoritmo, se cumple

la condicién anterior.

Es preciso indicar que no hay amplitud de pa
so multivariante en la 'cercania' del valor
Sptimo de una manifold y, por tanto, el algo
ritmo no altera el tipo de convergencia local.
El razonamiento es el siguiente: Si existe -
una iteracidn a partir de la cual ¢ = 1 cum
ple la condicién de aceptabilidad de la am--
plitud de paso, resulta que { ver /20/,/21/
entre otros) que el algoritmo tiene el tipo
de convergencia local que tendria el procedi
miento utilizado para obtener la direccién -
de bfisqueda si &ste se aplicase a la optimi-
zacidén de una funcidn cuadr&tica sin restric

ciones. Dado que o = 1 implica que a,. 2 1,

resulta que el algoritmo propuesto cosprueba
directamente la condicidn (4.15) vy,

no necesita de la amplitud de paso -
multivariante. Si el algoritmo tiene conver-
gencia global, siempre existe una iteracidn
a partir de la cual a = 1 es aceptable como

amplitud de paso.

El algoritmo propuesto tiene convergencia --
global en la optimizacién de la manifold si
ds satisface (2.1) y el problema no es dege-
nerado (i.e., el menor valor de a que satis-
face la condicibén (2.4a) es suficientemente
inferior a us). El algoritmo analiza un con-

junto de desplazamientos, sea {<[u]kdk>}Vke§

donde {dk}=ds, tal que [aji}zas>0, y, por
tanto, el conjunto es descendente; por otra
parte, 3[a]§ igual a ag (ver Figura 2). En
/1/ se demuestra que, independientemente --
del algoritmo utilizado para la obtencién -
del nuevo punto (ver (4.9), (4.11)-(4.13)),-
existe wuna combinacién de B y u tal que el
primer valor de la sequencia y=0,1,2,...

que satisfaga (4.15) produce un desplaza---
miento que reduce suficientemente la funcidn
objetivo. La convergencia global se obtiene
pues con independencia del procedimiento --
utilizado para la obtencién del desplaza---

miento b&sico.

/. _RESULTADOS COMPUTACIONALES.

En /11/ se presenta un algoritmo para resol
ver un problema del tipo (1.1)-(1.2) en el
que la matriz de condiciones A tiene'estrug
tura reticular. El prototipo, denominado -
NLRNET, utilizado para obtener los resulta-
dos recogidos en /11/, /12/ tiene como com-
ponentes b&sicos: (a) El algoritmo propues-
to para la obtencién de la amplitud de paso
multivariante; (b) El m&todo de Newton Trun
cado precondicionado para obtener la direc-
cibén superbdsica; (c) La identificacién vy
explotacién de conjuntos superbdsicos inde-
pendientes; y (d) La utilizacidn de estruc-
turas de datos para obtener la matriz vir--
tual p que son clésicas en programacidn con
funcidén objetivo lineal. En /13/ se presen-
tan los resultados de un andlisis computacio
nal gque analiza la estrategia de conjuntos
superbdsicos independientes. En esta seccibn,
y al objeto de aislar la influencia de la am
plitud de paso multivariante, se presenta el
andlisis computacional de la utilizacién del
prototipo NLRNET en la resolucién de los ca-
sos descritos en /11/, pero no se utiliza la
estrategia anterior., La Tabla 1 recoge los
resultados de nuestro an8lisis computacional
en el que se compara el procedimiento para -
obtener la amplitud de paso univariante des-
crito en la Seccidén 2, y el algoritmo pro--
puesto para la obtencién de la amplitud de

paso multivariante.

En /1/ se indica que el procedimiento utili-
zado para obtener la amplitud de pasoc multi-
variante identifica rapidamente el conjunto

de variables (y valores) activos. Si por -—-

ello se entiende que el nimero de manifolds
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TABLA |

'RESULTADOS COMPUTACIONALES SOBRE LA AMPLITUD DE PASO

| | | [ 1 |
| | | | {Multivariante| | |
|jCaso | m | n |Manil|__ | wvd |Ratio t]|
| ! | | |manix| t | | |
Y R N i j{secs.) | | |
| [ | | | [ | | |
[PT | 28] 64 5 } 5 | 2 | 1.07] 1.00 |
{PII | 156| 312] 11 | 10 | 25 | 0.96] 1.02 |
|PIII | 182 416| 6 | 6 | 48 | 0.95] 0.98 |
[PIV | 208| 416} 7 | 6 | 72 | 0.92| 0.81 |
|PV | 208] 416] & | 5 | 103 | 6.97] 0.77 |
[PVI | 312| 416} 4 | 4 | 85 | 0.94] 0.84 |
{PVII | 312} 624] 6 | 5 | 293 | 0.98] 0.75 |
|PVIII| 312| 572} 5 | 5 | . 8 | 1.01{ 0.88 |
|[PIX | 312| 416] 5 | 5 | 85 | 0.97] 0.73 |
|PX | 468] 676] 11 | 9 | 142 | 0.98] 0.42 |
|PXI | 520| 884} 8 | 7 | 225 | 0.91] 0.74 |
|PXITI | 572|°728] 5 | & | 201 | 0.93] 0.93 |
|PXIII| 780] 988] 6 | 6 | 250 | 0.94] 0.75 |
|PXIV | 832|1664] 10 | 8 | 603 | 0.96] 0.56 |
|PXV |1196[1872| 12 | 10 | 512 | 0.95| 0.87 |
| | l |

m : # condiciones:

n : {# variables.

manil: # manifolds en la estrategie con amplitud de paso univariante.

manix: # manifolds en la estrategia con amplitud de paso multivariante.

t: Tiempo de CPU (sec.). PL/I OPT(2) , VM/CMS, IBM 4381.

vd: ratio del # variables que se desa:tivan en la estrategia
multivariante en comparacion con la estrategia univariante.

Ratio t: ratio del tiempo de CPU requerido con la estrategia

multivariante en comparacion con la estrategia univariante.
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a optimizar y el nfimero de variables a des-
activar se reduce fuertemente, nuestra expe
riencia computacional no evidencia dichos -
resultados. Esta s6lo estd basada en el ti-
po de problemas descritos en /11/.

Ahora bien, el nfimero de variables activadas
en las iteraciones en las que hay activacién
y no hay pivotaje (i.e., s6lo se activan va-
riables superbdsicas) puede ser muy alto. -
Cuando el punto estd en la 'cercanfa' del
optimo de la manifold, no hay activacién. -
Hay iteraciones en las que las variables su
perbésicas tienen un valor cercano a sus 11
mites y todo el conjunto superbdsico se ac-
tiva en la misma iteracidén. Hay otras situa
ciones en las que ]§l| y |§2| estén en el
rango 60-80 y 45-55, respectivamente,
18,1 v Is,|
superbdsicas de dos iteraciones consecuti--

donde

recogen el nfimero de variables

vas en la misma manifold y a continuacién -
no hay mds activacién. Ello provoca que se
reduzca fuertemente el nfimero de iteracio--
nes y el esfuerzo computacional en cada una
de ellas.

Por otra parte, el nlmero de tentativas que
requiere cada iteracién para obtener una am
plitud de paso multivariante que satisfaga

la condicién (4.15), normalmente, no es su-
perior a 3; el 80% (aprox.) de las iteracio
nes requiere 2 tentativas y s&lo hay 10 ite
raciones que hayan requerido 4 tentativas -
sobre el total de 3687 iteraciones que han

sido necesarias para la resolucidén del con-

junto de problemas analizados. Nota:6 de las

10 iteraciones corresponden a los problemas
PXITII-PXV.

8. _CONCLUSION.

En este trabajo se presenta un algoritmo pa-
ra obtener la amplitud de paso multivariante
en programacién no-lineal con condiciones; -
la metodologia en la que se encuadra el algo
ritmo particiona el conjunto de variables en
b&sicas, superbdsicas y no-b&sicas; la carac
teristica multivariante permite activar va-
rias variables en la misma iteracién. Aunque
esta linea de investigacién es muy prometedo
ra, su campo de aplicabilidad debe cefiirse -
sb6lo al caso de condiciones lineales. En el

caso no-lineal, la funcién a utilizar, deno-

minada funcién de mérito, estd integrada por

la funcidn objetivo del problema y por compo
nentes frecuentemente no-diferenciables bas;
dos en las condiciones; la utilizaci&n del—
algoritmo propuesto es dificultosa en el me-
jor de los casos.

Por otra parte, mayor rendimiento puede pro-
porcionar el nuevo concepto de amplitud de -

paso si la particién de variables en la solu

‘cidn factible inicial se diferencia fuerte--=

mente de la particién en la solucién Sptima;
el nGmero de iteraciones ahorrado puede ser
muy alto.

La estructura de la matriz de condiciones -~

‘tiene una gran influencia en el esfuerzo com

putacional exigidd; a igualdad en el nfmero
de iteraciones, el esfuerzo computaciocnal --
puede variar fuertemente comparando los ca--
sos en los que sea y no sea preciso resolver
el sistema de ecuaciones incluido en (4.12)
en cada tentativa de amplitud de paso. Nues-
tra experiencia computacional con matrices
de condiciones sin estructura especial (y, -
por tanto, utilizando la expresibn (4.12))
no es muy concluyente pero, al menos, indica
que hay que ser muy cauto en la utilizacién

del algoritmo propuesto.

En cambio, el algoritmo tiene su mixima ope-
ratividad en los casos en los que, dada la -
estructura especial de la matriz de condicio
nes, se puede utilizar la matriz ¢ (3.4) bien
con representacién explicita, bien a base de
estructuras de datos sin excesivo esfuerzo
computacional y utilizacidén de espacio; por
tanto, se utiliza la expresibén (4.11) . Hemos
efectuado una extensa experimentacién compu-
tacional (ver resultados en Seccifén 7) en el
caso en que la matriz de condiciones repre--
senta un grafo, tal que en cada columna no
hay mé&s de dos elementos no-nulos, siendo ég
tos + 1; los elementos no-nulos de la matriz
p son tambié&n * 1; se obtiene facilmente la
matriz p mediante estructuras de datos reti-
culares. Aparte de las ventajas que tiene la
manipulacién de estructuras de datos reticu-
lares (e.g., la posibilidad de descomponer -
el conjunto b&sico-superbdsico en subconjun-
tos independientes y, por tanto, con optimi-
zaclones paralelas), la dificultad principal
en este tipo de problemas consiste en el al-
to nfmero de iteraciones con pivote (i.e.,
iteraciones en las que el conjunto b&sico es

activo) y, por tanto, sin posibilidad de mul

110



Qtiesttié - V. 10, n.° 2 (juny 1986)

ti-activar el conjunto superbisico.

En cualquier caso, menor esfuerzo computa--
cional requerido al utilizar las expresiones

(4.11) y (4.12), mayor operatividad de la am

plitud de paso multivariante.

9, REFERENCIAS.

/1/ D.P.BERTSEKAS : "Projected methods for
optimization with simple constraints",

SIAM Journal of Control and Optimization

20 (1982) 221-226.

/2/ R.S. DEMBO "A bending backtracking

linesearch for linearly constrained op-
timization", Yale School of Qrganization

and Management, working paper B74, Uni-

versidad de Yale, Illinois, 1984.

/3/ J.E. DENNIS y R.S. SCHNABEL

methods for unconstrained optimization

and nonlinear equations", (Prentice-Hall,

Englewood Cliffs, New Jersey, 1983).

/4/ L.C.W. DIXON

cal optimization" en: L.C.W. DIXON et.al.

(eds.), Numerical optimization (Birk-
hauser, Londres, 1980) 1-29.

/5/ L.F. ESCUDERO

unconstrained optimization", IBM Scien-

tific Center report G320-3416, Palo Alto

(California), 1980.

/6/ L.F. ESCUDERO :"Lagrange multipliers

estimates for constrained optimization",

QUESTIIO 5 (1981) 173-186.

/7/ L.F. ESCUDERO : "An algorithm for large-

scale quadratic programming and its ex-

tensions to the linearly constrained

case",IBM Scientific Center report SCR-

01.81, Madrid, 1981.

/8/ L.F. ESCUDERO

super-scale linearly constrained non-

linear programming”, European Journal of

Operational Research 17 (1984) 401-414.

"Numerical

"Introduction to numeri-

"On Hessian matrices in

"On diagonally precondi-
tioning the Truncated Newton method for

/9/

/10/

/11/

/12/

/13/

/14/

/15/

/16/

/11/

/18/

/19/

L.F. ESCUDERO : "On diagonally precon-
ditioning the 2-step BFGS method with
accumulated step for linearly constrain-
ed nonlinear programming", European
Journal of Operational Research 18
(1984) 259-274.

L.F. ESCUDERO

utilizacidén del método del gradiente —--

"Revisién critica de la

conjugado y extensiones en la minimiza-
cifn de funciones no-lineales con condi
ciones", QUESTIIO 8 (1984) 165-177.

F.L. ESCUDERO : "On nonlinear replicated
networks", QUESTIIO 9 (1985) 55-74.

L.F. ESCUDERO : "A motivation for using
the Truncated Newton approach in 'a very
large-scale nonlinear network problem",
Mathematical Programming Studies 26
(1986) 240-244.
L.F. ESCUDERO "Performance evaluation
of independent superbasic sets on non-
linear replicated networks", European
Journal of Operational Research 23 (1986)
343-355.

R. FLETCHER : "Practical methods of
optimization"(J. Wiley, Londres, 1980).

P.E. GILL y W. MURRAY : "Safeguard step-
length algorithms for optimization using
descent methods", National Physical La-

boratory report NAC 37, Teddington (UK),
1974.

P.E. GILL, W. MURRAY y M.H.WRIGHT:"Prac-
tical Optimization" (J.Wiley, Londres,
1981) .

P.E. GILL, W. MURRAY y M.H.WRIGHT: "A
note on a sufficient decrease for a non-
derivate steplength", Mathematical Pro-
gramming 23 (1982) 249-252.

A.A. GOLDSTEIN y J.F. PRICE: "An effec-
tive algorithm for minimization, Numeris-
che Mathematik 10 (1967) 184-189.

B. MURTAGH y M. SAUNDERS : "Large-scale
linearly constrained optimization"”, Ma
thematical Programming 14 (1978) 41-72.



Questiidé - V. 10, n.o 2 (juny 1986)
/20/ M.J.D. POWELL : "The convergence of va-
riable metric methods for nonlinear ---
constrained optimization calculations",
en : O0.L. Mangasarian, R.R. Meyer y S.M.
Robinson (eds.), Nonlinear Programming

3 (Academic Press, NY, 1978) 27-63.

/21/ M.J.D. POWELL : "Variable metric methods
A.

Bachem, M. Grotschel y B. Korte (eds.),

for constrained optimization", en :

state-of-
1983)

Mathematical Programming :
the-art (Springer-verlag, Berlin,
288-311.

/22/ P. WOLFE ¢

"Convergence conditions for

ascent methods", SIAM Review 11 (1969)

226-234.

10, +PENDICE,

ALG. «<ITMO ChLBM (Linea de bfisqueda multiva-

riante).

Datos: Par&metros:

tl’tzluISIEISIF(X)
Vectores: U,L,X,E,dB,ds
Conjuntos: §,§,ﬁ y Bk vk eS
Matrices: B,S,N ’

Matriz o estructura de datos p

/* Obtener vectores {a } y {0} W%keBuS */
For ¥keBu§ : If d >0 then a3 :=U_; else a =L,
TR

Ogi= min{ak YkeS) ; api= min{ak, Vk'eB}

If a,<o_ then: utilizar la amplitud de paso

B™ s
univariante, stop ¥
/* Obtener el conjunto Q*/
#
For keS: If h <-e¢ then a' =U_; [X -hl : =
Yke X D A
= min{ (X -h ’
{( ¥ k)' a k}
If Ihk|55 then a'k=W;
[X —E]#: =X
S k k
If h >€ th ‘=L ;[X ~-h] :=
X B e A
= % -h '
max{ ( e k)' al }
§ = mi X #
g = mln{6,||XS-[Xs—h] Py
— - - . = a3 -
Qz_\{Kes||ak xk|saq}, dk. ay xk YkeQ

/* Obtener magnitudes fijas */

= =t
f: = + d
F(X) hQ 0
dpy: = - 01y 1. d vk'eB| (3 ked|Xk' €B,)
k ke§|k%8k k'kTK k
XN: = XN

0 85\0 ; G.: = max {ay VkeﬁnIIdk|>a}

/ * Obtener tentativas amplitud de paso */

If &Szl then y:=0; else Y:=FQnaS/2nS1

t: =0

bl: If t =

tlvase then stop: no se puede ob-
tener la amplitud de paso.

If t = t2 then : yl: = FQnaS/QnBT
If BYl<a then yv: = vyl
a: = g
If a<e then go to bl
- #
For VkeQn B [a]k : =min{u,ak}
»
gk : = [a]kdk
gB‘=m
For k'eB|(3 keénik'eﬂk) :
d,i=d, - 2— _ p..a
k' =k 5 k'k~k
keQ k' eB
If ]dk,|ssvasas then go to el
If dk,>0 then ak,:=Uk,;else ak.:=L

uk,:=|(ak,—xk,)/dk,l

If uk,<gB then gp: = ak,

el: end

If ag<l then : t:=t+l, y:=F£n(gBa)/2nBT;

go to bl
X, : =X + d
Qn Q, -Qn
Xg : = Xg *+ dy
Evaluar F(X)
If F(X)sf+uﬁs gQ then stop: X es el nuevo

n *n
punto

t: = t+1, y: = y+1, go to bl
end.
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