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DISTRIBUCIONES MINIMO INFORMATIVAS, CASO DE ESPACIO

PARAMETRICO FINITO
M.* PILAR GARCIA-CARRASCO
UNIV, COMPLUTENSE DE MADRID

Este trabajo estudia las distribuciones a priori de minima informacién, para un espacio pa-
ramétrico finito, y una funcidn de informacidn generalizada. Concretamente, se generalizan
la definieidén de distribucién de veferencia y el principio de maximizacién de la entropia.
Se estudia la extensidn al caso de transformaciones del pardmetro. Los resultados fundamen—-
tales obtenidos son: la coineidencia de ambos métodos para las funciones incertidumbre de-
eisivas y continuas, y la independencia de las distribuciones de referencia del experimento

para las funciones incertidumbre continuas.
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REFERENCE DISTRIBUTIONS. ENTROPY MAXIMIZATION PRINCIPLE.

1. INTRODUCCION,

Se trata en este trabajo de, dado un espacio
paramétrico, buscar una distribucién a prio-
ri que refleje ignorancia; o visto de otro -
modo, que afiada poca informacién a la propor
cionada por la muestra. La bibliograffa so-
bre este problema, dado su enofme interés en
estadistica bayesiana, es abundante. Podemos
citar entre otros los trabajos /2/, /15/, --
/12/, /13/, /Y. 10/, /1Y/, /3/. v /5/.

Nosotros nos restringimos a espacios paramé-
tricos finitos, lo cual es una restriccién
crucial. Concretamente vamos a extender en
este caso para una funcidn de incertidumbre
‘'generalizada (ver /6/ a /9/) las ideas dadas
para la entropfa de Shannon por /5/ con la
obtencidn de las distribuciones de referen-
cia y por /1l1/ con el principio de maximiza-
cidén de la entropfa. Finalmente, extendere-
mos las ideas y resultados obtenidos al caso
de transformaciones del par&metro.

2. DEFINICIONES Y RESUITADOS PREVIQS.
(Ver /6/ y /9/).

Sea el espacio paramétrico W={w1,...,wm} con
mz 2,

m
Sea P={p=(pl,...,pm)/ Y p;=1, p;>0, ¥i=

i=1
=1,...,m}er®

el conjunto de distribuciones sobre W.
Denotaremos, alternativamente, a los elemen-

tos de P por p(w) o p, siendo p(wi) =p; .
vi=1,...,m,

Definicidn 1, Una funcidn de incertidumbre

es una funcidén no negativa y cbéncava u:
P - R.

Definicién 2. Dada una funcidn de incerti-

dumbre u, la informacifn que un experimento
X da sobre W, cuando la distribucién a prio
ri es p(w), se define:

I,(% p(w)) = ulp(w)) - E, ulp(w/x))

Definicidn 3. Llamaremos qi(w)eP a la dis-

tribucidn sobre W ={w1,...,wm} tal que

qi(wi)=l v qi(wj?=0, ¥ j#i, i=1,...,m.

Definicidén 4. Se dice que una funcién de in-

certidumbre u: P » R es decisiva si y sélo

si u(qi(w)) =0 ¥vi=1,...,m.
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Propiedad 1. Sea u: P +» R una funcidén de

incertidumbre; entonces, u es acotada en P.

3, DISTRIBUCIONES DE REFFRENCIA Y DISTRIBU-
CIONES QUE MAXIMIZAN LA INCERTIDUMBRE.

Definiciones y resultados orincipales. Sea

u una funcién de incertidumbre continua; sea

X un experimento. Denotamos por X(k)

el ex-
perimento consistente en k repeticiones in-
dependientes de X. Consideramos la cantidad
(x(k)

de informacidn Iu ; plw)). Sea C la cla

se de a prioris admisibles, que suponemos
compacta; es decir, aquellas distribuciones
sobre W que estédn de acuerdo con la informa
cibén objetiva inicial que uno est& dispues-
to a admitir. Haciendo infinitas repeticio-
nes de X se llegaria a conocer el valor de
w. Asi, Iu(X(m); plw)) = %EB Iu(X(ky; p(w))
mide la cantidad de informacidén sobre w que
falta cuando la distribucidn a priori es
p(w) . Parece por tanto 1l8gico definir el co-
nocimiento vago inicial sobre w como aguella
distribucidn que maximice la informacidn

(=),
Iu(X i plw)).

Teorema l. Sea u una funcidn de incertidumbre
continua. Entonces,

m
tim 1, x™; p=uem) - § plu)ulg ).

koo

i=1
Demostracién. Llamamos z) = (xl,...,xk) a
la muestra aleatoria simple de tamafio k; en
tonces,
lim I (X(k);p(w))=
k> u
= lim (u(p(w))-E, u(plw/z.)))=

ko0 k

=ulp(w)) - lim E,

ulp{w/z,)) = (1)
k+oo k

considerando para cada k una funcidn de
~

(RN,BN,P) - (Rk,Bk,Pk) que a cada sucesidn
z = (xi)ieN le hace corresponder el vector

2, = (xl,...,xk), y siendo Pk la probabili-
dad que corresponde a la densidad predictiva
p(z) vy lu(p(w/zk))ISM ¥z Vk por ser

u acotada; entonces

(1) = u(p(w)) - lim f u(p(w/Z))dg =
k> RN

y por /14/, pdgina 121,

= u(p(w)) =~ f (lim u(p(w/zk)) dﬁ = (2)
RN ko

Corolario. Si u es continua, Iu(x

Definicidn 2.

Queremos hallar ese limite cuando z, se ha
muestreado de la predictiva p(zk), que es -
una mixtura de las p(zk/wi) con probabilidad
p(w,;); llamando A; ={zeRV/1lim p(w/zk)=qi(w)},

k a0

m
* _ *
P (a)) = jzl P(wj) P(Ai/wj)Zp(wi)

donde P(Az/wj) viene definida por las
p(zk/wj) ¥ keN y j =1,...,m siendo por
/7/, pagina 202, P(A;/wi) =1

m

N
Como los A; son disjuntos y )} P (A;) =
i=1

N
*

=1, P(a;,) =plw)

De aqui, por ser u continua, obtenemos

g{zeRN/lim u(p(w/zk)) = u(qiw)ﬂ' = p(wi); es

k>

decir,

u (ql (w) ) con probabilidad p(wl)

lim u(p(w/zk)) =
k>

u (qm(w) ) con probabilidad p(wm)
¥ por tanto

m
(2) =ulpw) - } plwulg; W)
i=1

), b))

no depende de X y como funcién de P -+ R es

continua.

Definicién 1. Dada la funcifén de incertidumbre

continua u, la clase de a prioris admisibles
compacta C, y el experimento X sobre W, se

dice que la distribucién I (w) es la a priori

() |

de referencia si Iu(X ; Tw)) =
- (@),
= max Iu(X ; plw)).

p(w)eC

Otro punto de vista, defendido por diversos
autores, es gue para buscar una distribucibn
a priori que refleje ignorancia sobre W, ésta
debe ser, por definicién, independiente del
experimento. En este sentido, la distribucidn
mis natural es la dada por el principio de ma

ximizacién de la incertidumbre.

Dada la funcién de incertidum-

bre continua u y la clase de a prioris admisi-

bles compacta C, se dice que la distribucidn
H*(w) es la a priori no informativa si

u(H*(w)) = m&x u(p(w)).

p(w)eC
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Observaciones:

l.- Ambos enfogues, dependiendo y sin depen
der del experimento, tienen ventajas e
inconvenientes, gque han de tenerse en

cuenta en su uso posterior.

2.- Las distribuciones II(w) y I_(w) -no tig
nen en general porque ser Gnicas; afin
siendo u estrictamente céncava, si C#P,
con frecuencia el miximo no es finico.

Ejemplo: Sea m = 2 tal que

ulp) = 1 - méx(p,,p,), C = [0,4] U [5,1]

compacto, en este caso H(w)=H (w) no es
Gnica correspondiendo el méx u(p) =

=1/4 a p, = 1/4 y p, = 3/4

Observaciones del teorema 1. (inmediatas)

1) Para toda funcidn de incertidumbre u con
tinua y decisiva y ¥ experimento X, las
distribuciones a priori de referencia y

las no informativas coinciden.

2) Si existen U, ¥ u, funciones de incerti-

dumbre continuas y decisivas y existe un
(k)

experimento X tal gue I, (X ; pw)) =
1

= Iu (X(k), pw)) ¥k =1, ¥V p(w)eP,

entonces ul(p(w)) = u2(p(w)) ¥ p(w)eP.

3) Si existen u Y ou, funciones de incerti-
dumbre continuas y decisivas tales que

Iul(X, plw)) = qu(X;.p(w)) ¥ experi-

mento X y ¥ p{w)eP,

entonces ul(p(w))

= uy(p(w)) ¥ p(w)eP.
4) Para W discreto y finito y u continua,
la distribucidn de referencia N(w) no de

pende del experimento X considerado.

5) Si u es continua pero u(qi(w)) no es cons

tante ¥ i = 1,...,m, en general II(w) #

I _(w). Basta considerar el ejemplo con
m =2, u(p) =
5 2
=1-(p - 5) ¥ p, 0<p<l, en el cual
_5 1 _2 1
I{w)=(%, g ¥y I (wm=(3, 3)

4, EXTENSION AL CASO
DEL PARAMETRO.

TRANSFORMAC]ONES

Supongamos ahora que dados W, p(w) y X sobre
W, estamos interesados en ¢ = y(w)e ¥, una
funcidén en general no biyectiva de w. Nos in
teresa por tanto solo una parte de la infor-
macidn total proporcionada por X; la idea es
extensién de las expuestas en /3/, /4/ y /8/.
Definicidn 1: Dada una funcién de incertidum
bre u, la informacidn gque un experimento X
sobre W proporciona sobre Y = (W), cuando -

la distribucidn a priori.es p(w), se define:
I,X: ¥; plw)) = ulp()) - E ulp(y/x))

Observaciones 1.

1.- En el caso particular
Ywy=w, T (X;¥;ipW)})=I (X;w,p(w))=

—Iu(X;p(x)), con la notacién de los apar

tados anteriores.

2.- La distribucidén p(y) es obtenida a par-
tir de p(w), mientras que p(y/x) depende
de X, del resultado
Vo= P(w).
calcular I(X;y ;

Xex , de plw) y de
Es por tanto necesario para --
p(w)) dar la distribu---
cién a priori concreta p(w), no siendo -
en general suficiente con especificar X
y p{y) puesto que no podriamos calcular
p(y/x) ni p(x).

3.- Dado que W es finito, para el estudio de
la informacidn sobre transformaciones de
w, vamos a tomar, sin pé&rdida de genera-

lidad, la siguiente notacidn:

W={w wlm,w215...,w2m2, cerWp e s Y

¢i=¢(wij) 3=l .. 0,my i=1,...,h.

117

4.- Dada la idea intuitiva de las distribu-
ciones de referencia y de las no informa
tivas, es evidente que é&stas dependeran
de la transformacidn del parémetro
Y=y (w) sobre la que se trata de obtener
informacién, debiendo extender convenien
temente las definiciones 1 y 2 de 3, co-
mo hacemos a continuacidn.

Teorema 1. Sea u una funcidén de incertidum-

bre continua. Sea Yy :W - ¥ , una aplicacidn

9
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en general, no biyectiva. Sea X un experi-
mento sobre W y p(w) la distribucién a prio
ri. Entonces,

1, pip)) = Lim 1 x®

k—+oo

Vip(w)) =

h
=ulp®) -} pWula, (h)).
i=1

i=

Demostracifn:

(k)

lim Iu(X iYiplw))=

Koo

= lim (u(p(¥)) - B, ulp(¥/z))) =
ko k
= u(p®)) - lim B, u(p(y/z,))
ko %k

Observacifn:

Los datos son p(x/wij) y p(wij); z, una mues

tra aleatoria simple para cada wij' luego

p(xr/wij); plz) =

(=T

p(zk/wij) =

r=1

=} Pz /wiIplwy )i p(y;)=

1,]
m,
i p(zk/wi.).p(w..)
= . = J 1] .
jzl p(wij),p(wij/zk) 5z, ;
my
p(¥;/2z) jzl p(wij/zk) 3

Y u es acotada. Por tanto, de modo andlogo
al teorema 1. de 3. tenemos:

lim E
¥4

ulpp/z,)) =
koo 2k B/

=lim | x WpW/z))p(z )dz, =
R

ke

=lin [ o u(p(¥/z,)) ap = x lim1JQMw/§3)d§=
R R ke

Koo
my mh
R j=1

* N .
Sea A;. ={ zeR /lim p(w,./z)=q..(w)} : por
i3 /k+w p lj/ ) 9 4 ;P
el mismo razonamiento del teorema 1. de 3.,

E(A;j) = p(wij); luego, por ser u continua,
h
(1) = Z. u(qi(w))p(wij)= _Z‘ Py )ulay (¥).
ij i=1
Observacidn:

No parece que el resultado de este teorema
se pueda obtener directamente del teorema
1. de 3 ya que se necesitarfia la hipbtesis

de serx Zk una muestra aleatoria simple para

=  1im ul (W /2) reves ) plap./2,))dP=(1)
f N o u 2 p W13/zk jzlp th zk

cada wi, Yy sin embargo aquf 2, s una mues-
tra aleatoria simple dado wij' Lo que si es
cierto es que p(zk) es la predictiva

desde w como desde .

tanto

Definicién 2. Daaa la aplicacién ¢: W-¥ tal
que wi=w(wij) i=1,...,h dﬁno—

tamos por o la aplicacién a:PmCRm» PhCR tal

que o(p =a(P,.reeerB.  )={d ,0ee,q) con
m 11 4 hmh 1’ "Zh

j=l,...,mi,

i
q. = Y p;., i=1,...,h.
i 321 ij

Observamos gue o es contfinua.

Propiedad 1. (inmediata). Sea CchcRm tal
que C es compacto. Entonces C' = a(C) es com
pacto.

Definicibén 3. Dada la funcidn de incertidum
bre continua u, el experimento X sobre W, la
clase de a prioris admisible compacta C y la
transformacidn y=¢(w), se dice que la distri
bucién Hw(w) sobre W es la a priori de refe-

rencia respecto de Y si

(e (=

y;w;Hw(w»=méx I (X );w;p(W))

Iu(X u

p{w)eC
Definicién 4. Dado un espacio paramétrico W,
una clase de a prioris adhisibles compacta C,
una transformacién ¢ = Y(w) y una funcidn de
incertidumbre continua u, se dice gue la dis
tribucidn Ht(w) sobre W es la a priori no in
formativa respecto de ¢, si u(ll _(y)) =

= mix
py) eC’

u(p(y)), siendo cada p(y) =

=a(pw)), C'=a(C) yIw) tal que a(m¥(w)) =

=1, @) .

Definicién 5. Dado que las distribuciones

'Hw(w) y Hw(w) no son en general fGnicas, defi

nimos los conjuntos respectivos:

Cw={peC/Iu(X(w);w;p) = mix Iu(X(w);w;p')}
p'eC
Cf={peC/u(a(p)) = mix
p'EC'

u(p')}

Observaciones 2:

l.- Por simplificar notaciones, y considerar
que no da lugar a error, hemos denotado
por u tanto u(p(w)) como u(p(y)), siendo
la primera una aplicacidn de Pn -+ Ry la

segunda de Ph -+ R. Mas importante alin es

10
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no olvidar esta simplificacién notacio-
nal en los casos donde aparecen expli-
citamente los valores W, en la expre--
si6n de u(p(w)) como es el caso de --

u(p(w)) = Var w.

2.~ Una vez obtenidos los conjuntos Cw‘ y
Cf , podemos estar interesados en defi-
nir en cada uno de esos casos una dis--
tribucibn sobre W con la idea de elegir,
entre las que son mis difusas respecto
de ¥ , aquellas que son m&s difusas res
pecto de w. Para ello, antes de definir
las, veremos algunas propiedades pre-

vias.

Propiedad 2: Los conjuntos Cw Y. Cf son com-
pactos de R™,

Demostracidn:

a) chCch. C‘p » por lo tanto, C‘!J es acotado
de R".
Veamos. que Cw es cerrado de Rm; o lo
gue es equivalente, qué ¥ sucecidn
pnecw , lim p eCw ; en efecto: lim pnec
n->o n-—o
por ser C cerrado; ademés

()

I (X" ;p; i =lim 1_(x‘®
275y im p ) =lin T (

n-o n-+o

Yivip)=(1)

ya que por el teorema 1 y o y u conti--
nuas, Iu es contfinua de P_ -+ R; adem&s

por ¥ pnecw , (1) = m&x Iu(X(Q);w; p').
p'eC

b) c¥c P s por 1o tanto €¥ es acotado de K"

Veamos que Cf es cerrado de Rm; sea
pnsCf ; basta ver que lim p ecf ;
n--eo n

en efecto: por ser o y u contfnuas, vy

lim p_eC por ser C cerrado,

no>w n

u{a(lim pn))=u(lim a(p ))=lim u(a(p_ ))=
n-»>o n--oo n n-o n

= (1), por ser ¥ pnecf, (1)=méx u(p').
pIECI

Definicifn 6. Dado el espacio paramétrico W,
la distribucibn a priori p(w), la aplicacién
Y=y (w), el experimento X sobre Wy la fun-

cidn de incertidumbre u, definimos la incer

tidumbre e informacién medias, respectivamen
te, como:

u(plw/y)) =

i

Il ~15

L P ulpw/y,))

| 15

I (Xwiplw/y)) = P )T (Xwip(w/d,))

i=1

Observacidén 3:

¥vis=1,...,n plwy,) =

plw,.)
=(0,...,0,—2 ., ——31  o,...,0)
p(y,) p(y,)

Teorema 2. (inmediato). Sea el espacio para
métrico W, la distribucién a priori p(w), -
la aplicacidn § = y(w), el experimento X so

bre W y la funcién de incertidumbre conti-
()

nua u. Entonces, Iu(x i Wi oplw/y)) =
= lim I (X(k); w; plw/y)) =
u
k>
= u(p(w/y)) - .2. p(wij)u(qij(w))-

1,37

Propiedad 3. Dado el espacio paramétrico W,
la aplicacién ¢ = ¢ (w), el experimento X so
bre W, y la funcién de incertidumbre conti-

) X m
nua u, las aplicaciones de PcR <+ R,

ulp(w/y)) e I(X(w) ; w; plw/Y)), son ambas

funciones continuas y cbncavas de p(w)eP.

Demostracibn:

a) ul(p(w/y)) es contfnua como funcidn de
p(w).
Hay que ver que la funcidn f: P» R tal
que f(p{w)) = u(p(w/y)) es continua, en

efecto:

1) para cada i, la aplicacidén gue a cada
p(w) le hace corresponder u(p(w/wi)) es
contfinua de p(w), por ser composicibén de

g,
s . i u
las aplicaciones P —— p ——% R, con

gi(p(w))@(w/\yi) continua . por la observacién

3, ¥y u continua por hipd&tesis.

m,
i

2) p(wi) = ‘21 p(wij) como funcidn de
=

p(w) es continua de P + R.

h

3) f(pw)) = ) p(wi) u(p(w/wi)) es con
i=1

tinua, por ser suma y producto de funcio

nes continuas.

11
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b) u(p(w/yY})) es cbncava como funcidn de

p{w), lo cual se obtiene directamente
del teorema 2.2. de /6/.
o 1x*); Wi plwsp)) =
= - . . .. (w -
ulpw/y)) zj p(wl]) u(qu( })) es con
tinua y c6ncava de p(w) por a) y b).
Definicidn 7. Dadas W, X,y = Y(w), u conti-

nua y C compacto de la definicién 3, decimos

qgue la distribucidn H(w’w)(w) sobre W es de

referencia respecto de
1) () ec?

(Y,w) si

y es tal que maximiza

Iu(X(w); w; p(w/V)) entre las p(w)eCw.

Definicién 8. Dadas W, y= ¥(w) y C compacto
de la definicién 4, decimos que la distribu
cibn Héw’w)(w) sobre W es la a priori no -
informativa respecto de (y,w) si
H*(w’w)(w)ecf y es tal que maximiza
u(p(w/Y)) entre las p(w)ecf .

Teorema 3. (inmediato). Sea u una funcidén
de incertidumbre continua y decisiva. Para
todo espacio paramétrico W discreto y fini-
to, para todo experimento X, para toda cla-
se de a prioris admisibles compacta C y pa-
ra toda aplicacién y = y(w) dadas,
Tw) =1, (w, Vw =1’ v
1 oy = n, W

se veri
fica:
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