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REVISION CRITICA DE LA UTILIZACION DEL METODO
DEL GRADIENTE CONJUGADO Y EXTENSIONES
EN LA MINIMIZACION DE FUNCIONES NOLINEALES
CON CONDICIONES

L. F. ESCUDERO
CENTRO DE INVESTIGACION UAM-IBM

En este trabajo se efectia una revisidn de la apliecacién del método del gradiente congjugado
(disefiado para resolver sistemas de ecuaciones lineales) a la optimizacién de funciones no-
lineales (no cuadrdticas) en el conjunto factible definido por condiciones lineales. Se¢ des—
criben las desventajas d& su utilizacidn; se sugiere su sustitucidn por algoritmos que,

precisando parecida capacidad de memoria, no adolecen de sus inconvenientes. Los resultados
computacionales que se acompafian, avalan esta sustitucidn.

Keywords: REINITIALIZATION, QUASI-NEWTON METHODS WITH LIMITED MEMORY,

PRECONDITIONING.

1, INT ON Y M .

Un problema de programacién nolineal sin con
diciones (PNSC) consiste en:

min{F (X) XeR"} (1.1)

tal que F(X) es una funcién nolineal con las
siguientes propiedades: F(X) es continua y,
al menos, dos veces diferenciable, y los ni-
veles L(X)A{X:F(X)sF(X)} estdn finitamente
acotados y cerrados. El objetivo consiste en
obtener un punto minimo local dé&bil, sea i;
es decir, un punto para el cual 36>0 tal que
F(X) <F (X) VX: | X-X|| <6 . sea g(X)=3 el gra-
diente de F(X) evaluado en X y G(X)=G su ma
trlz He551ana. Una cond1c16n suf1c1ente para
X es que g(X) =0 y d ”d>0 Vd—x—x . Es preciso
notar que g(§)=0 y d GdzO Vd=x—§ s6lo es
condicidn necesaria.

El método mis cl&sico para obtener ; es el
método Newton que, dada una estimacién ini-
cial, sea X(O), obtiene una secuencia de di-
recciones de bisqueda {d(k)} tal que para la

iteracién k resuelve el sistema

(k-1) (k) _ _ (k1)
¢ a® =g (1.2)
tal que obtiene la estimacidn X(k),

(&) _ X(k-l) + a(k)d(k) (1.3)

(k}

donde o es la amplitud de paso en la ite

racidn k, tal que minimiza F(X) en la direc
. (k)
cidén 4 ,

(k)

a = arg min{F(X(k_l)i-ud(k)):

a>0} (1.4)

La resolucién de (1.4), denominada blsqueda
lineal exacta, aunque no es tan compleja co-
mo minimizar F(X) todavia tiene una gran di-
ficultad; alternativamente, se utilizan mé-
todos de blisqueda lineal aproximada en los

gue para una direccifn de blsqueda d(k) su-

ficientemente descendente

- - k
%Wy e ® P, e ) 2 0 (1.5)

donde 0 es una tolerancia positiva que evita
que el gradiente y la direccibn sean cuasi-
ortogonales, el algoritmo es globalmente con

k)

vergente si a( reduce suficientemente F(X)

y, en concreto, si se cumplen /5/ las condi~-
ciones GPW:

(i) |g(x(k—l) ¢ (k)) a® < _ng(x(k—l))td(k)
(1.6)

o, alternativamente /15/, si el gradiente es
dificil & costoso de calcular,
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(k-1) (k) , (k) (k-1) (k)
IF(x +g ’d (k; F(X +vd | S-ng(x(k_l))td(k)
a - v
(1.7)
donde v es una scalar tal que 0<v<a(k), y

O<n<l.

Es preciso notar que a(k) satisface (1.4) -
para n=0.

@i ray -

- Dy W00y 0 e (0 (1.8)

para 0<us<0.5. Valores tipicos, n=0.9 y -

ule_4 tal que si us<n, Jo que cumple las

condiciones GPW. Condiciones (1.6) y (1.7)

(k)

evitan que o tome un valor excesivamente

(k)

pequefio; condicidn (1.8) evita que o to-

me un valor excesivamente grande.

El método Newton es importante como standard
con el que comparar métodos alternativos. - —
Sus ventajas e inconvenientes estdn suficien
temente documentados en la literatura. Bre-
vemente, su principal ventaja consiste en -
que es local y cuadraticamente convergente -
(ver e.g. en /12/ la definicidén de los con-
ceptos aqui utilizados). Sus inconvenientes
principales son: no es globalmente conver-
gente, no existe solucidén en el

(1.2) si gk gk-1)

no ser positiva definida (pd) en problemas
(k)
d

sistema
es singular, puede -
no convexos (y, por tanto, puede no -
ser descendente) y, en cualquier caso, es
preciso evaluar la matriz Hessiana y resol-
ver el sistema n-dimensional (1.2) en cada

iteracidn k.

Los principales métodos alternativos al mé-
todo Newton son los siguientes (ver en la

Sec. 5 los resultados computacionales) :

(a) Probablemente, los métodos Quasi-Newton
sean los métodos més satisfactorios para ob
tener ¥ en problemas de escala reducida (sea
n¢300), ver en /6/ una panor@mica muy actua-
lizada. Eliminan los inconvenientes tedricos
del método Newton y su convergencia es super
lineal. Sin embargo, requieren el almacena-
miento de una matriz simétrica nxn (la apro-

(k-1) de la matriz G(k_l)

Ximacidén B
solucidn del sistema (1.2), donde G es sus-
tituida por B. Para problemas de gran esca-

la, su utilizacidn es prohibitiva.

(b) En problemas super-escala (sea, 300<n<600 ,
el método Newton Truncado /4/ todavia produce
resultados satisfactorios; su convergencia es
superlineal, elimina los inconvenientes +ted-
ricos del m&todo Newton y no requiere obtener
y, por tanto, almacenar la matriz B (s6lo ne-
cesita el producto de esta matriz por un vec-
tor, sea Bd tal que este producto se puede
aproximar por diferencias finitas) y, final-
mente, sbdlo requiere resolver (1.2) de una

forma exacta en el limite.

Los métodos Quasi-Newton se utilizan con re-
sultados satisfactorios en programacién noli-
neal con condiciones (PNCC) si el nimeroc de
/14/ su
definicidn) es tal que nss300; ver /7/ para

variables superbésicas nS { ver en

el caso de condiciones nolineales y /8/ para
el caso de condiciones lineales. Para — - —

300<nss600, el método Newton Truncado también
produce resultados satisfactorios para el ca-

so de condiciones lineales; ver /9/.

El principal inconveniente del método Newton
Truncado estriba en que, en cada iteraci®n in
terna requerida para resolver el sistema (1.2
es preciso obtener una evaluacidn adicional -
del gradiente en el caso muy frecuente de te-
ner gue aproximar el producto Bd; este incon-
veniente no es grave para problemas super-es-
cala, pero para problemas supra-escala — — -
(n>600) es preciso utilizar métodos alternati
vos tal que continuen siendo, al menos, local
mente convergentes, aunque la convergencia ya
no sea superlineal.

(c) Uno de los métodos hoy en dia més utiliza
dos en problemas supra-escala es el método
del gradiente conjugado /13/, /16/. Su venta-
ja principal consiste en que no es necesario

almacenar ninguna matriz, ni estimar el pro-

ducto Bd, ya que la nueva direccidn de bGsque
da se obtiene en base a combinaciones linea~

les del gradiente evaluado en la iteraciédn an
terior y de las direcciones obtenidas en ite-
raciones previas. Su principal inconveniente

consiste en que las direcciones de blsqueda -
obtenidas, en su aplicacién a la optimizaci®n
de funciones no lineales generales en PNSC, -
no son forzosamente descendentes salvo que la

bfisqueda lineal en la iteracidn previa sea -
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exacta; este inconveniente se agrava en el
caso de PNCC, dado que el margen permitido
para la amplitud de paso generalmente es li-
mitado (ver sec. 2). Otra importante desven-
taja en la utilizacidn del gradiente conjuga
do en PNCC consiste en gue dado un cambio -
de base (i.e., una variable b&sica alcanza -
uno de sus limites y es sustituida por una -
variable normalmente superbisica, ver /14/),
la informacién obtenida en iteraciones ante-
riores no puede ser utilizada en la itera--
cidn correspondiente; ello fuerza a una con-

vergencia mis lenta.

Este trabajo estd organizado como sigue. En
las sec. 2 y 3 se revisan los algoritmos mis
utilizados basados en el gradiente conjugado,
efectuando una revisién critica de los mis-
mos en su utilizacidn en PNCC. En la sec. 4
se describen algoritmos alternativos al gra-
diente conjugado para resolver problemas en
gran escala. En la sec. 5 se efectfia una
evaluacidn final de los algoritmos del gra-
diente conjugado basada en experimentacidn ~
numérica con casos reales tal que, desde un
punto de vista computacional, se sugiere su
no utilizacidén en programacién nolineal con

condiciones. Asimismo, en la sec. 5 se reco-

ge la metodologia basica seguida para la --

aplicacitn del método del gradiente conjuga-
do y extensiones a la resolucidén de proble-

mas de PNCC.

En los trabajos /10/, /11/ que son continua-
cidn de &ste se describe detalladamente en
el primero, un nuevo algoritmo para minimi-
zar F(X) que, basado en las conclusiones de
éste, no adolece de sus inconvenientes en
PNCC; y, en el segundo, se presenta el ang-
lisis computacional.

. ALG EL_GRADIE
CIONAL.

ONJUGADO TRAD]-

Sea X(O) un punto inicial y g(o) su gradien-

te. Sea k21 la iteracién considerada, tal — —

que reguiere el gradiente g(k_l) obtenido al

finalizar la iteracidn anterior k-1. La di-

reccidn de blsqueda d(k) es tal gue

FIeV I _g(O) (2.1)
IO _g(k—l)i_e(k-l)d(k—l)

para k22 (2.2)

donde /12/

k-1 - 2 - 2
s = s ™Dyl ) (2.3

(k)

tal que el nuevo punto X al finalizar la

iteracidn k serid (1.3).
Si F(X) es cuadritica, es decir

F(X) = c'x + 1/2x%cx (2.4)

donde G es una matriz simétrica positiva de-
finida (spd), las direcciones (2.2) son idén
ticas a las obtenidas con el método del gra-
diente conjugado introducido en /16/ para -
resolver el sistema GX=-c, tal que si a(k)—

satisface (1.4),

(k)

t
ol o (D

a9y @@ 64 ®) para o1 (2.5)
Los gradientes son mutuamente ortogonales - =~
(g(i)tg(j)=0 i#j), las direcciones est&n-~ —
conjugadas (d(i) Gd(j)=0 i#j), y el algo-
ritmo tiene la propiedad denominada termina-
cidn cuadratica (el ntmero tedrico de itera-

ciones para obtener ¥ es mGSn, do rde m, es

el nlmero de valores propios diferentes en G).

Aunque computacionalmente (2.3) es la m&s
estable, hay diversas f&rmulas que son teo-
ricamente equivalentes. Para su obtencién,
es preciso reconocer gue la conjugancia de
las direcciones es equivalente a la ortogo-
nalidad,

€
y(l)d(J) = 0 it (2.6)

donde y(i)Eg(i)—g(i—l) ya que

y
SDELE) L @) G @)

D | OG- 5@y G-y (D) (2.7)

=0 i#j (2.8)

Consecuentemente, la f6rmula més obvia para
B(k—l)

se obtiene premultiplicando (2.2) por
y(k-l)

(k-1)

y exigiendo que B satisfaga la

ortogonalidad (2.8) de donde

- DY (k- -1t -
peD) | (eDE (D)) (k-1 (i) (2.9)

Es preciso notar que para una bfisqueda li- -
Nt .
neal exacta, g(J) d(J) = 0 tal que, utilizan
do la formulacién de d(k) (2.2), resulta - —
1

t 2 i
-1 k- k-2
y(k ) g l)=]|g( )|[2 y, por tanto, la

nueva fé6rmula /20/ ser&
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‘. ~1)t - = 2
gD (oDF Gel)y o G2y )2y (2.10)

Es preciso notar gque (2.9) exige solamente -
la ortogonalidad (2.8), y (2.10) exige dicha
ortogonalidad y una biisqueda lineal exacta;

no precisan por tanto que F(X) sea cuadriti-
ca tal que los gradientes sean ortogonales,

y las direcciones sean conjugadas. En cambio
(2.3) exige adicionalmente que F(X) sea cua-
dr&tica y, por tanto, y(k'l)tg(k—l) = ”g(k‘l)”z .

Cuando F(X) es una funcidn nolineal general,
las fé6rmulas (2.2), (2,9) y (2.10) ya no son
equivalentes, y la propiedad de terminacidn
cuadrédtica ya no est& garantizada; en este-
caso, sugerimos la utilizacidn de (2.9). Tra
dicionalmente, después de cada ciclo de n
iteraciones, se sustituye la direccidn (2.2)
por la direccidn localmente "mis descenden-
te" tal que

a®) —g(k_l) para las iteraciones

k=1, n+l,...,in+l (2.11)
La estrategia de reinicializacién (2.1l1) se
basa en la criticable presuncidn de que la -
reduccidn en F(X) serd mayor gue si se uti-
liza la férmula (2.2).

Las condiciones GPW, aplicadas a a(k_ln

k)

no
garantizan gue d( sea descendente para F(X)
nolineal general y bfisqueda lineal aproxima-
da; por tanto, es preciso afiadir una condi--

cidén adicional si n>0, ya que si se premul-

tiplica (2.2) por g(k-l)

resulta

t t t
g(k—l) d(k) - _g(k—l) g(k—l)+ B(k—l)g(k-l) d(k-—l)
(2.12)

-t (k-
g(k 1) " q(k-1)
x (k1)

Para n=0, =0y d(k) es descen

dente; para n>0, puede ser tal que -

(2.12) sea nonegativo. Sea ¢ un escalar po-

sitivo suficientemente pequefio, y g & 1,
gtk y B(k_l) los valores relativos al punto
x (k=2) | 5 (k-1) 4(k-1)

lor posible de o k1), como

la amplitud de paso en la iteracidn k-1 si,
ademds de cumplir las condiciones GPW, se sa
tisface

t
_E(k-l) )

Dy na®y,

> 0|8 (2.13)

Es preciso notar que no es necesario obtener

-(k-1) E=
) o que 3k-1 Ek)

]]a(k)“2 se obtienen en base a
- (k-1 - (k- —(k-1)t -
g%, TR (2.9), gD gtk

explicitamente d

||d(k'1)||2; ver (2.13). Valor tipico o=10" 2.

k
Ahora bien, en PNCC se exige que a(k)sa& ),

donde aék)

> 0 es el limite méximo permisible
para mantener la factibilidad de la nueva so
lucidn /8/. Entonces, es posible que no exis
ta ningQin valor de «que, satisfaciendo las
condiciones GPW, cumpla la condicién (2.13),
y ademds sea factible. En este caso, una al-
ternativa consiste en reinicializar el algo-

(k) __

ritmo con d g(k_l) lo que provocaria una

convergencia mis lenta.

Denominemos algoritmo del gradiente conjuga-
do tradicional (TCG) al algoritmo del gra-
diente conjugado con (2.2),

(2.9), condicio~
nes GPW y (2.13), y la reinicializacién -
(2.11) después de un ciclo de n iteraciones

o cuando a(k)

no satisfaga dichas condicio-
nes. Dicho algoritmo tiene una convergencia
cuasi-lineal tal gue requiere entre n y 5n
iteraciones para obtener ﬁ, siendo tipico -

2n.

3, ALGORITMO DEL GRADIENTE CONJUGADO CON
DIRECCION DE REINICIALIZACION.

Aunque F(X) es monotonamente decreciente en
el algoritmo TGC, la reduccidn en F(X) es
frecuentemente pobre cuando se utiliza (2.11)
en comparacidn con el caso en el que la re-
inicializacibén no hubiese tenido lugar. Pa-
rece mis interesante reinicializar d(k) con
d(k-l). Ahora bien, una direccifn inicial ar
bitraria no garantiza la terminacién cuadrs-
tica para F(X) cuadritica ya que las direc-
ciones no estln conjugadas. Se demuestra /1/
que dada una direccidn inicial arbitraria -

d(l), los vectores d(l) y

d(k)= _g(k—l)*_B(k“l)d(k_l)q»y(k_l)d(l) para k22

(3.1)

(k-1)

con B {(2.9) y, analogamente,

- t - t
Y(k l)=y(1) g(k l)/y(l) d(l), est@n mutua-

mente conjugados. Ex{eéndiendo esta f&rmula -
al caso general nolineal, resulta
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JD - _© 3.2
aCFD o g | g O e t=1,n,2n,..., in (3.3)
a0 - gD el | D) () (3.4

para k=3,...,n,nt2,...,2n,...,int+2,..

(t) ¥ B(k~l)

s (i+)n,
donde B
(k=1) _ (8) "o (k1) (£) "4 (8)  4(8)

se expresarin segfin (2.9)
Yy es 1la

direccidn de reinicializacién del nuevo ci-

clo i+l, y es la filtima direccibén obtenida
en el ciclo i.

(t)

Se obtienen mejores resultados si 8 se - -

k-1
sigue obteniendo con (2.9), pero B( ) Yy
v ~1) 5on 1a solucién del sistema lineal -

' t t
(D ) e () el

) -
§ (O k1)

NOLAORYARNESS

~1)* -
) y(k 1) g(k 1)

t (3.5)
y(t) LY

De esta forma se asegura que d(k)
-1 t

(=1) o ,(B)

dratica. El sistema (3.5) se resuelve por sus

t -
(t) d(k 1)

es ortogo-

nal a y aunque F(X) no sea cua-

titucidn simple ya que y = 0 debido

(k-2)

a la forma en que se han obtenido B para

k=3,n+2,...,in+2, y B(k_z) y y(k_z) para - -
k=4,...,n,n+3,...,2n,...,in+3, ..., (i+1)n. Por
tanto, Y(k-l) no resulta modificado por uti-
lizar (3.5) y en B(k-l) se introduce un tér-

mino corrector.

Se sugiere inicializar un nuevo ciclo i+l con
k < . : ;
g( ) (ver m@s abajo) si se satisface alguna -

de las siguientes condiciones:

(i) Se han obtenido n direcciones de blsqueda

en el ciclo anterior.

. £ (k- 2
(ii) |g(k) g(k 1)I >pg||g(k)||2 (3.6)
donde p

pg=0.2. Su motivacién /2]/ consiste en
ortogonalidad de los gradientes para

debe ser positiva; valor tipico, - -—
la -
F(X)--
cuadritica y blGsqueda lineal exacta.

t
(i11) —g® 1700 oo gty (3.7)

donde Pg debe ser positivo; valor tipico, =~ -
pd=0.8. En este caso se supone que d(k) no

es suficiente descendente

(iv) F(x(k_1)+g(k)g(k)) <F(X(k-l)4_0‘(k)d(k)) (3.8)

donde g )

se ha obtenido utilizando (2.2)- -
(2.3), vy g(k) es la correspondiente amplitud
de paso que debe satisfacer las condiciones -
GPW y (2.13) para g(k)saék).

Es preciso notar que g(k)=—g(k—l)+8(k_l)d(k—l)

debe ser una direccidn descendente; por tanto

si no se satisface la condicidén (3.2)

para -
Q(k), (k-1)

se reinicializa d(k):=—g

Tal como se ha indicado, el nlmero de itera-
ciones para obtener ¥ si F(X) es cuadréitica,-
G es spd y las direcciones estin conjugadas -

es mGsn, donde mG es el nlmero de valores pro-
pios diferentes en G. Por tanto la convergen-
cia serd superior si se sustituye el problema
original por otro equivalente en el que

la nueva matriz,

para
R<mG. El
concepto de precondicionamiento /2/ consiste
en obtener dicha transformacién. La matriz -

sea R resulta que m

precondicionante W que mejores resultados nos
ha dado al optimizar una funcién nolineal ge-
neral (equilibrado precisién, tiempo de c¢&lcu
lo y memoria requerida) es la aproximacién - -
diagonal E(k_l) de la actualizacidn BFGS Qua-
si-Newton de la matriz Hessiana G(k-l), tal
que /147 B{01=1y
! (x)? ! (k-1)2
Wt LT et X

y P g d

(3.9)

para %=1,...,n y k21.

Las operaciones a efectuar en la iteracién -
kzl de los algoritmos del gradiente conjuga-
do tradicional precondicionado PTCG y del -
gradiente conjugado con reinicializacién PRCG
son las siguientes:

Algoritmo PTCG

Obtener ,(k-1) ., o (k-1) _ _g(k-l)
(3.10)
Asignar @ o 0D ék_l)d(k—l)
(k-1) _ -
donde g 0 para k=1, y NERTY

TNt L O (ke
B(k) - (y(k D z(k 1))/(y(k b d(k l)) para k>l

asignar x® - 31 4 o (04
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Algoritmo PRCG

Asignar 4(K)

OO B(k—l)d(k-n+ Y(k—l)d(t)

Asignar x(0 x (&1 MOVCY)

(k=1) se obtiene en (3.10), B(t) se-

y B(k—l) Y(k—l)

donde g es sustituido por z

donde z
obtiene como en (3.11) se .

obtienen en (3.5)

4, METODOS QUASI-NEWTON CON MEMORIA LIMITADA.

La fdrmula BFGS para la actualizacidén

de la matrix Hessiana G(k_l) estd conside-
rada como una de las formulaciones mis esta-

bles de la familia Quasi-Newton /6/.

t _ t
@ _ -y p®y® gD (D) (0 ()

i t
k k
p() y()
t
0, G- ) (k) _(K)
+/1+>’()d( ) 0
CILIN¢Y) ")
\ Py P (4.1)
La matriz H(k) es spd si H(k_l) también lo es
NS S I . -
y si p y >0; facilmente se puede obser

var que las condiciones GPW satisfacen la Gl-
tima condicidn. (a) H(O)

(se utiliza normalmente una matriz diagonal

Por tanto, si es spd

y, la mayoria de las veces,
dad), (b)

(c) la amplitud de paso a

la matriz identi-

(4.1, vy
se obtiene me- -

se utiliza la formulacidn
(k)
diante una bisqueda lineal aproximada tal que
se satisfagan las condiciones GPW, el algorit
mo produce direcciones de blGsqueda monotona-

mente descendentes, al menos teoricamente, - -
con una convergencia superlineal
/1 /140
(n>300),

(ver e.g.~ -
Ahora bien, en problemas de gran
escala su utilizacidn es prohibitiva
Yya que requiere almacenar n(n+l)/2 elementos

y resolver un sistema de n ecuaciones.

Se demuestra /17/ que el algoritmo basado en
la actualizacidn BFGS (4.1) y en una bfisque-
da lineal exacta produce las mismas direccio
nes de blisqueda gue el algoritmo PTCG, si en
éste, en vez de utilizar una matriz precondi-
cionante fija W, se actualiza esta matriz con
cualquier formula de la subfamilia de m&todos
Quasi-Newton, denominada familia Broyden (ver
e.g. /6/). Esta interpretacidn motiva la uti-
lizacidn de algoritmos gue mejoren el ritmo -
de convergencia de los algoritmos basados en

el gradiente conjugado y, aungue exijan mayor

capacidad de memoria en un ordenador, no ado-
lezcan del inconveniente de los métodos Qua-
si-Newton: memoria para almacenar una matriz
simétrica n-dimensional y resolucién del co-
rrespondiente sistema de n-ecuaciones; estos

(ver /2/,/3/10/, /1 /. /18/, /18/, -

entre otros) se

algoritmos

denominan métodos Quasi-New-
ton con Memoria Limitada (LSQN) tal que sélo
se utilizan las Gltimas, sea m iteraciocnes -
para la obtencidn (no explicita) de la apro-

ximacidén BFGS (4.1).

La formulacidn H(k)

(H(k_l), p(k), y(k)) y por tanto,
Iy, w3y
Newton de biisqueda d(kL-H

(4.1) es una funcidn en
a ) og g (0)

tal que la direccidn Quasi-
(kul)g(k—l) puede
expresarse como una combinacidén lineal de

vectores obtenid?§)en las iteraciones ante-
J k-1, -

sin necesitar almacenar ninguna matriz. Los

riores: X(J) vy g para 3j=0,1,2,..
métodos LSQN utilizan s&8lo las m fltimas ite

raciones, tal que

NOREMCSSIESS

H(k—l)g(k-l) - (k-Z)g(k—l), H(k-2)y(k—1)’ P(k—l)}

cl{H

g(eml) (k1) =

(k—m)g(k—l), H(k—m)y(k-m+1)’ p(k—m+1)} (4.2)

=cl{H
H(k—m)g(k—l) =

- cl{H(k_m_l)g(k—l), H(k—m—l)y(k—m)’ p(k—m)}

donde cl es la abreviatura de

(k-m—l)=w—1. Normalmente,

"combinacidn -~
W=I; en
la Sec. 5 se recogen los resultados obteni-~

dos utilizando la matriz diagonal E(k_l)- -
(j-l)y(j)
’

lineal" y H

(3.9). Es preciso notar que H para

j=k-1,...,k-m 1 se obtiene de forma andloga
al procedimiento (4.2) utilizado para obte-
ner H(J_l)g(k_l).

Se puede observar que los métodos LSQN no~-

reguieren una gran capacidad de memoria para

valores razonables de m; en la Sec. 5 se re-

cogen los resultados obtenidos para m=1,2,3,4.
Este tipo de métodostiene alguna de las pro-

piedades de los mé&todos Quasi-Newton tal que
la matriz implicita H(k_l) es spd (y, por tan
to, la direccidn de blisqueda d(k)

dente)

es descen-
si la matriz W es spd y e.g. se satis-

facen las condiciones GPW. La direccidn LSQN
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para m=1 es una direccidn PTCG, si se utiliza
la f6rmula BFGS (4.1) para obtener d(k) en -
(4.2) y se efectfia una bfisqueda lineal exacta
para obtener a(k_l). La convergencia de los ~
métodos LSQN se incrementa con el par@nmetro -
m, pero también se incrementan las necesida-

des de almacenamiento y el tiempo de computa-
cién. Para m=2; sblo se precisan 7 vectores -
con dimensidén n ademis del espacio requerido

por la matriz W (normalmente, diagonal) /¢/,

/11/; el balance entre necesidades de almace-
namiento y tiempo de computacidn parece ade-

cuado (ver Sec. 5).

Independientemente del tipo de convergencia,
la principal ventaja de los métodos LSQN so-
bre los métodos PTCG en programacidn nolineal
con condiciones (PNCC) consiste en gue sdlo
exigen que W sea una matriz spd y e.g. las -
condiciones GPW se satisfagan para - —— -~ —
a(k) < OtD(dk)

; la matriz W, obtenida con la -
formulacidén (3.9), es spd y, para valores -
apropiados de n en (1.6), la amplitud de pa
so factible satisface las condiciones GPW; -
por tanto, la direccidén de blisqueda es siem

pre descendente.

>, ANALISIS COMPUTACIONAL.

En esta seccidn se recogen los principales
resultados del andlisis numérico efectuado
con los métodos del gradiente conjugado en
base a los tres problemas reales descritos
en /10/, /11/; ver tambié&n la tabla 1. Los
problemas I y II consisten en la optimiza-
cidn de la explotacidn de un sistema de ge-
neracién eléctrica por medios hidrdulicos
en el que las condiciones son de dos tipos:
ecuaciones de demanda eléctrica, y de balan
de -

agua. El Problema III es una aproximacién -

ce multiperiodo multireserva de flujo

Lagrangiana de un sistema de flujo Sptimo -
eléctrico en el gue la funcibn de pérdidas -
se incorpora a la funcidén objetivo. E1 Pro-
blema I es muy estable; los otros dos proble
mas son altamente inestables. El Problema I
es de escala reducida, el Problema II es de
super-escala, y el Problema III es de supra-
escala; ver Sec. l. En todos los problemas -
el gradiente es analiticamente evaluado, pe-

ro no asi la matriz Hessiana.

Se ha efectuado el andlisis computacional

con la metodologia de un algoritmo de PNCC
/8/, tal que el problema consiste en
min {F(X) |b2AX2b, U2X2L} (5.1)
donde A es la matriz mxn de condiciones, - —
b y b son, respectivamente, los vectores - -
independientes superior e inferior, y Uy L
son los vectores gque acotan el vector solu-
cidén X. La direccidn de bfisqueda d para la -
iteracién k se ha obtenido en base a la me-
todologia de Murtagh-Saunders (ver e.g./14/).
tal que

d=2d4 (5.2)
donde ds es la direccidn reducida de bisque-
da (también denominada direccién superb&si-
ca) vy Z es una matriz mXng tal gue para cual-

quier vector d, garantiza que Ad=0 vy,
° (k-1)

por - -
tanto, el nuevo punto X=X +ad es facti- -

ble; ng es la dimensidén de ds.

En la metodologia utilizada, se obtiene ds
tal que sea una direccién de bfisqueda sufi--~

cientemente descendente en el problema

. e — t -—
F0 = Py 4 g Gy pyta i Pasodal,

(k-1)

F(X )+1_1tds+1/2d§l_{ds+0(”ds[]2)

(5.3)

donde h (gradiente reducido) y H (hessiana -

reducida) se obtienen utilizando (5.2) tal

que

- Dt
h=g z (5.4)
1= 256Dz (5.5)
Los métodos utilizados para obtener d. en ca

S
da iteracidn son los siguientes:

(i) Método RON. Se basa en la actualizacidn-
del factor R de Cholesky de la aproxima
cién BFGS Quasi-Newton de la matriz H
(ver e.g. /6/, /14/), tal que dg
se obtiene resolviendo el sistema
Rths=—b. Estd disefiado para problemas -
de escala reducida. Ver los detalles en

/8/.
(ii)Método PRTN. Est& basado en el precondi-

cionamiento diagonal de la matriz H, tal

que ds se obtiene resolviendo el sistema
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TABLA 1

Dimensiones del problema

Tipos de variables (%)/8/ | Densidad (%) t ﬁs v
Problema| m e n PPra Né—pura No-lineal| A c & (5)
(1) | (2)] (3) |Lineal| Lineal
1 32 | 19| 88 20 58 22 10 18 261 47 1 15
I1 583 {241 1479 24 36 40 1 12 5021459 | 518
111 702 64211762 11 25 64 8 15 67331810 | 279
(1) Nimero de condiciones
(2) Nimero de condiciones de igualdad
(3) NGmero de variables
(4) Niimero de condiciones activar en el dptimo local §

(5) Nimero

de

(6)

(7

(®

(9)

*
variables activas en el Gptimo local X

TABLA 2

Resultados en el Problema 1

Método Mitn mitn FG Tiempo CPU
(6) 7) (8) (secs)
RQN 103 - 274 4.02

ren® | 00| 204 363 4.75 -
RCG . 410 - 698 13.79
PRCG 382 - 615 12.33
TCR 503 - 795 16.83
PTCR 482 - 633 14.82
PRIS 264 - 487 10.62
PR2S 247 | - 475 11.56
PR3S 282 - | 460 13.56
PR4S 302 - 452 13.84
PR2SA 210 - 396 9.74

Nimero de iteraciones externas. Una iteracifn externa consiste
en la obtencidn de dS’ d, o y por tanto, el nuevo punto X.

Nmero de iteraciones internas. Una iteracién interna, sea i en
una iteracidén externa dada, sea k consiste en las ?g?raciones a
efectuar para la obtencién de la estimacidn, sea d de la - -
direccidn dg. La estimacidn dY"’/ para la Gltima itéracibn interna
i en una {teracidn externa consiste precisamente en la direccidn
dg de la iteracidn externa considerada. Ver los detalles en /9/.

Niémero de evaluaciones de la funcidn objetivo & del gradiente
en iteraciones externas.

El nimero total de evaluaciones FG serd (7) + (8).
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TABLA 3

Resultados en el Problema II

MEtodo Mitn mitn FG Tiempo CPU
6) (7N (8) (minutos)
preN) 141 | 7336 | 384 33.42
RCG 6210 - 12813 84.47
PRCG 5816 - 12132 79.87
TCR 8803 - 16132 129,58
PTCR 8161 - 15252 103.52
PR1S 5278 - 10869 66.25
PR2S 5304 - 10464 68.43
PR3S 5402 - 10213 71.12
PR4S 5443 - 9846 73.41
PR2SA 4312 - 8431 42.81
TABLA 4
Resultados en el Problema III
Método Mitn FG Tiempo CPU
(6) (8) (minutos)
RCG 9231 16212 131.22
PRCG 8764 15760 120.67
TCR 12832 18628 167.22
PTCR 12012 17293 150.56
PR1S 8056 12680 102.58
PR2S 7982 12174 100.61
PR3S 8043 11910 103.32
PR4S 8098 11615 106.81
PR2SA 7682 11137 83.23
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gds=-h con el método Newton-Truncado. Se
utiliza la matriz (3.9) como la matriz -
precondicionante W. Estd disehado para -
oroblemas de super-escala. Ver los deta-

lles en /$/.

(iii)Método RCG (gradiente conjugado con rei-
nicializacién) y PRCG (RCG precondiciona
do) tal que W se obtiene con la formula--
cién (3.9)). Ver Sec. 3.

(iv) Métodos TCG (gradiente conjugado tradi-
cional) y PTCG (TCG precondicionado) tal
que W se obtiene con la formulacidn - -
(3.9)). Ver Sec. 3. Es preciso notar gque
los métodos indicados en (iii) y (iv) no
precisan resolver ningfin sistema de equa
ciones (programa cuadrdtico); en su lu--
gar utilizan las férmulas descritas en
la sec. 3 para PNSC, pero sustituyendo -
g (gradiente) por h (gradiente reducido)
y d (direccibén de blsqueda) por ds ( di-

reccibn superbédsica) .

(v) Métodos PR1S, PR2S, PR3S y PR4S. Estan -
basados en la metodologia Quasi-Newton -
con Memoria Limitada tal que m=1,2,3,4 =
en PRmS. La matriz diagonal precondicio-
nante se obtiene con la formulacidn (3.9)
Ver Sec. 4.

(vi)Método PR2SA. Basicamente es el mismo mé

todo PR2S en el que se sustituye el pun-
(k=3)
S

to de reinicializacidn X por el pun

to Xér) tal que r es la iteracidn de rei
/1¢/,

nicializacibén. Ver los detalles en

/1% /.

Todos los métodos se han probado en el Pro- -

blema I. Dado que el mé&todo RQN estd disefia-
do para problemas de escala reducida, sélo -
se ha podido probar en el Problema I. Por ra
zones andlogas, el método PRTN s6lo se ha --
probado en los problemas I y II. Las tablas
2,3 y 4 recogen los resultados computaciona
les obtenidos, respectivamente, en los Pro--
blemas I, II y III.

El experimento se ha efectuado en un sistema
I8M 370/158 con 8MB de memoria real, 3MB de
memoria virtual, utilizando VM/CMS, las ruti-
nas auxiliares del sistema IBM MPSX/370 y el
compilador PL/I OPT(2).

La Tabla 2 muestra que cuando la capacidad
de memoria requerida para almacenar el fac-
tor R de la matriz H no es un gran inconve-
niente, la metodologia basada en la aproxi-
macién Quasi-Newton todavia es la que ofre-
ce mejores resultados, principalmente cuan-
do la comparacidn se efectfia en base al nfi-
mero de evaluaciones de la funcidn objetivo
y el gradiente. Es preciso destacar gque ca-
da iteracidn interna para obtener la direc-
cidn dS en el método PRTN require una evalua
cidn adicional del gradiente ya que la ma-
triz Hessiana reducida H no se obtiene expli
citamente. Es preciso destacar que el tiempo
requerido en el método RQN para actualizar —
el factor R y resolver el sistema Rths=_E ~
domina el tiempo invertido en la evaluacidn

de la funcidn objetivo y gradiente.

Los Problemas II y IIT son muy inestables vy,
dadas sus dimensiones, no se puede utilizar
el método RQN en su resolucidn. E1 Problema
II no tiene una densidad muy alta y todavia
permite la utilizacidn del método PRTN. Sus
resultados son muy satisfactorios. Ver en -
/9/ el procedimiento en el gue ventajosamen-
te se explota la baja densidad en las matri-
ces Ay G.

El Problema III es de gran dimensién y, por
tanto, no se puede utilizar los mé&todos RQN
y PRTN. Analizando los resultados de los mé-
todos basados en el gradiente conjugado, se
puede observar que el mé&todo TCG ofrece re-
sultados muy pobres; su precondicionamiento
con la matriz diagonal (3.9) mejora su con-
vergencia, peroc en cualquier caso sus resul-
tados todavia no son aceptables. Los métodos
RCG y PRCG mejoran la convergencia, pero to-
davia el tiempo de cdlculo es prohibitivo en

problemas de grandes dimensiones.

Del anédlisis de los resultados de los méto-
dos PRmS aplicados a la resolucibén de los --
tres casos, se puede obtener las siguientes
conclusiones. Los m&todos Quasi-Newton con
memoria limitada tienen una convergencia més
rdpida que los mé&todos basados en el gradien
te conjugado. No es evidente que para mayo--
res valores de m, la convergencia sea mis r§
pida ya que si el nfimero de evaluaciones de
la funcién objetivo y gradiente decrece a -
medida que se aumenta el valor de m, también

se incrementa (aungue sea ligeramente) el n
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merc de iteraciones y, por otra parte, se -~
incrementan las necesidades de memoria y el
nlimero de operaciocnes a efectuar con el pro
cedimiento (4.2) para obtener la direccidn -
d, en cada iteracidn. Parece que m=2 equili

S
bra ambos tipos de condiciones.

El mé&todo PR2SA es el método que ofrece me-
jores resultados en el Problema III; no in-
crementa considerablemente la capacidad de
memoria requerida por el método PR2S. Para
la obtencidn de la direccidn 4

. . S
sa los vectores Xéj) y g(j) para j=k-1,k-2

sblo preci-

y r (donde r es la iteracidn de reiniciali-

zacién), y la matriz diagonal ﬁék_l) a obte
ner con la formulacidén (3.9) donde - - - - -
y(k)=g(k)—h(k-l), p(k)=u(k)d(k) tal que g(k)

(k)

= S
se sustituye por h y d(k) se sustituye -

por dék). Se puede observar que la finica di
ferencia entre los métodos PR2S y PR2SA ra-

dica en que en el procedimiento (4.2) utili

zado para obtener dék) el vector p(k—Z) tie

4 (k=2) _, (k-3) -
ne la expresidn XS —XS en PR2S -
y la expresién Xék—Z)_Xér) en PR2SA, donde -

Xéj)=xéj_l)+a(j)déj) para la iteracién j.

Ver en /10/ los crite-
rios para determinar la iteracién r (denomi
nada iteracidn de reinicializacidn); el ob-
jetivo en la sustituci6n de Xék_3) por Xér)
consiste en evitar el caso muy frecuente de
pasos pequefios sucesivos {a(j)d(j)} gue se
producen cuando la direccidn de blsqueda se
obtiene con los métodos basados en el gra- -
diente conjugado y extensiones (mé&todo Qua-

si-Newton con Memoria Limitada).

CONCLU

En este trabajo se ha efectuado una revisién
critica de la utilizacidn de los métodos del
gradiente conjugado en la optimizacién de -
una funcidén nolineal (no necesariamente cua-

dritica) con condiciones lineales.

Del andlisis computacional recogido en 1la -
Sec. 5 se puede deducir que el precondicio-
namiento del gradiente (incluso con una ma
triz diagonal) aunque no produce cambios --
drésticos en la convergencia de los diver--
sos algoritmos, sus resultados son siempre -
mds satisfactorios que en el caso de no-pre
condicionamiento.

El mé&todo del gradiente conjugado tradicional
del -

gradiente conjugado con reinicializacién.

ofrece peores resultados gue el método

Existen indicios de que esta diferencia se

puede incrementar en el caso de la optimiza-
cidén de una funcidén nolineal sin restriccio-
nes, dado gue la reinicializacién basada ex-
clusivamente en el gradiente reducido se pro
duciria en menor nimero de iteraciones al no
exigir que la amplitud de paso produzca un

punto que pertenezca a un subconjunto dado

del espacio Rn (conjunto factible).

En base al desarrollo efectuado en las sec-
ciones anteriores (avalado por la experimen-
tacidn computacional cuyos resultados se re-
cogen en la Sec. 5), los algoritmos del gra-
diente conjugado tienen los tres siguientes
grandes inconvenientes para su utilizacibén -
en programacidén nolineal con condiciones. Ba
sados en ellos, desaconsejamos su sustitucién

por el algoritmo PR2SA.

(1) Cuando la evaluacidén del gradiente es muy
costosa, o su aproximacién por diferen-
cias finitas es también costosa, la condi
cidén (2.13) para obtener una direccién --
descendente supone un esfuerzo excesivo

en cada iteracidn.

(2) El limite superior impuesto en la ampli-
tud de paso tal gue el nuevo punto sea -
factible puede provocar la imposibilidad
de cumplir las condiciones que garanti--
zan que la direccidn de blisqueda es des-
cendente y la amplitud de paso reduce su
ficientemente el valor de la funcién ob-
jetivo (e.g., condiciones GPW y (2.13)).
La correspondiente reinicializacidén basa
da exclusivamente en el gradiente reduci

do produce una convergencia lenta.

(3) No se puede utilizar, en un cambio de ba
se, la informacibén obtenida en iteracio-
nes anteriores. La reinicializacidn, por
tanto, debe efectuarse unicamente con el

gradiente reducido.

En /19/, /11/ se describe el algoritmo PR2SA
tal que sin requerir la capacidad de almace-
namiento de los métodos Quasi-Newton, no exi
ge la condicién (2.13) en la amplitud de pa-
so para obtener una direccidn descendente y,

ademis, utiiiza ia informacién obtenida en
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iteraciones anteriores aunque haya un cam—
bio de base.
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