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CONCENTRACION Y DISTRIBUCIONES TRUNCADAS
JOAN BARO LLINAS I VICENS MORATAL OLIVER

ESCOLA UNIVERSITARIA D’ESTUDIS EMPRESARIALS
BARCELONA

Algunos coeficientes de desigualdad pueden expresarse en funcién de las medias de una distri-
bucidn inicial y otra truncada en varios puntos criticos, en espectial los cuartiles y la Me-
diala, aiin cuando no es normal encontrarlos asi reseiados en la literatura estadistico-eco-

némica.

Este trabajo resefia algunas de aquellas medidas: acumulaciones, indices de partidad y dispa-
ridad y distancias notables en la curva de concentracién, todo ello dentro del marco de apli-
cacidn de la distribucidn personal de la renta espaficla en los afios de la planificacidn eco-

némica.
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La relativamente abundante pero dispersa li-
teratura sobre las medidas de desigualdad, -
en especial de concentracidn, ofrece gran va-
riedad de indicadores formalmente vilidos pe-
ro que no siempre se inspiran en‘las mismas
premisas y que incluso pueden llegar a pro-
porcionarnos interpretaciones dispares. Se
impone pues una seleccidn en base a las pecu-
liaridades propias de cada medida, y es por
lo que nos centraremos en una gama de indica-
dores cuya interpretacidn,tanto estadistica
como econdémica, viene favorecida por el em-

pleo que hacen de unos mismos instrumentos.

A continuacidn reseiflaremos indices o coefi-
cientes de desigualdad que pueden expresarse
como operaciones entre la media de la varia-
ble en su distribucién original y la media -
resultante en esta misma distribucidén censu
rada, persiguiendo el doble objetivo de amal-
gamar un conjunto de medidas con idénticos
ingredientes y que usualmente quedarian in-
cluidas en diferentes epigrafes, a la vez
que resefiar las estimaciones empiricas de
que han sido objeto para un caso concreto:
la distribucién de los ingresos en la Espafia
de los afios 60 y 70.

- Joan Bard Llinas i Viceng Moratal Oliver - Escola Universitaria d'Estudis Empresarials - Av. Diagonal, 696

Barcelona 08034.

MEASURE OF INEQUALITY AND CONCENTRATION

2, LAS DISTRIBUCIONES INICIAL Y TRU .

Vamos a referirnos a la variable aleatoria
€: "nivel de renta", gue consideramos conti-
nua, al margen de que los datos muestrales
aconsejen un tratamiento discreto; asi mismo
consideramos un dominio no negativo para 1la
variable ya que razonablemente las cifras de

ingreso son positivas o nulas.

Con este recorrido cualquier funcidn tedrica
de probabilidad serd nula cuando la variable

tome valores negativos
si x <0
y no necesariamente nula en otro caso

3x20 f_(x) # 0,

£ FE(X) #0y qgfx) # 0

Con funciones de distribucién y masa acumula-
da de variable Fg(x) y qg(x) respectivaﬁente,
donde ésta Gltima admite idéntico tratamien-
to y propiedades que aquella, ya que como es
sabido responde a la funcidn de distribucidn

de una variable n de densidad.
£ (x) = % ¢ (x) con m =E (§)
n m &

y logicamente

N
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qg(x) = Fn(X)

cuestidén que se confirma al ser

f 2 0,
n(x) y

IO fn(x) dx =1

ya que con 1/m factor comin, la integral que

resultase es la propia esperanza matemdtica
de £.

N&6tese asimismo como en el punto m ambas fun-

ciones presentan la misma pendiente y que pa-

ra
X < m pendiente de g < pendiente de F
X > m pendiente de g > pendiente de F

Conviene también destacar que siempre la fun-
cidén de distribucidn serd superior o igual

a la funcidén acumuladora de la variable

¥ x Fg(x) = qE(x)

Efectivamente

X
m [Fg(x) - qg(x)] =-{0 Fg(x)dx - (x—m)Fg(x)

Si x < m la justificacién es inmediata pues-
to que agquella diferencia por la esperanza
matemdtica es la suma de dos factores posi-
tivos; de razonamiento trivial serfa x = m,
y en el caso de que X > m entonces queda asi
mismo confirmada aquella relacidn puesto que

siempre

x>m
jo Fg(x) dx =2 (x - m)Fg(x)

al tener en cuenta la propiedad en que inter
viene Fg(x) para justificar que la media es
el centro de gravedad.

La diferencia Fg(x) - qg(x) presenta su méa-
ximo valor en el punto de abcisa x = m, sien
do esta desviacién tanto m&s pequefia cuanto

mds se aleja la variable de su media, asi

a(F - q) >
dx <

. <
se tiene X s m

con incrementos de x, para X < m la diferen-

cia aumenta y para x > m la diferencia dismi

nuye hasta conseguir en los casos extremos

igualdad entre Fg(x) y qg(x).

En relaci6n a la variable econSmica que nos

ocupa, & = "nivel de renta", tendremos:

Fg(x)

Acumulacidn porcentual de elementos

(individuos, familias,...)

qg(x) Acumulacién porcentual de montante

de renta.

Las relaciones existentes entre qg(x) y
FE(X) o sus complementos no s6lo determinan
la funcidn de concentracién como es sabido,
sino que ademds nos permiten efectuar inter
pretaciones concretas de la desigualdad exis

tente.

Para ello plateémonos una distribucidén trun-
cada de la variable, con niveles de renta
acotados entre dos valores cualesquiera %y

Y Xy recorrido mucho mds restrictivo que
el que venimos empleando. Es decir, de una
variable inicial £ ¢ R+, supongamos que pre-
fijamos dos nuevos extremos para los que
x1<ET<x2; esto es, la consideracién de aque-

lla variable truncada en XY X5

A la que, desde las leyes iniciales, le co- .~

rresponderia una funcidn de distribucidn

F,.(x)-F.{(x,)
_ vy = £<x _ ¢ £l
Fy (x) = P(Eg<x) P<x1<gsx2)' SRR M

siendo F (x) = 0 para x £ X, y F

Ep

on x >
C X2

y por tanto, densidad

fE(X)
f, (X)) 4 ¥————F— si x, < x £ x
Ep Fg(xz)_Fg(Xl) 1
[e] en otro caso

y acumulacién de masa relativa

jx N qg(x)-qg(xl)

(x)dx = —7—v——7+—
o G qg(xz)—qg(xl)
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siendo qg (x) = 0, para x < XY
T

qg (x) =1 con X > x

" 2

con media para la distribucidn truncada

=
=
]
o1
| —
»
—
A
oyfery
A
e
[N
[ S——
|

- qg(xl)
- Fg(xl)

1]

jXZ Tp (%,)
xf (x)dx = m.
Fg(xz)

siendo m la esperanza matemitica de la va-

riable en su distribucién inicial.

Cabe como interpretacidén de la relacidn mT/m
la misma que se establece entre las acumula

ciones de masas de renta y poblacién.

Sin acudir al cociente, tanto qg(xz) - qg(xl)

como F - Fg(xl) constituyen por si mis-

E(X2)
mos indicadores de fécil manejo y cémoda lec
tura; en este sentido y para analizar la es-
tructura personal de los ingresos en el dece
nio 1.964-1.974 Julio y Angel Alcaide /1/
han empleado esta Gltima diferencia, apor-
tando informacién del porcentaje de hogares
con renta imponible inferior al 50% de la me
dia: Fg(m/z), entre el 50% y el lOO%:FE(m)

- Fg(m/2) y con mds de 200%:1 - FE(Zm), por
su parte Ramdn Tamames /2/ en su manual de
economia espafiola, el Gnico comentario esta-
distico dedicado a la distribucién personal
de los ingresos es para calcular la propor-
cidén de la poblacidn gue percibe ingresos -
por debajo de la renta per cépita: Fg(m).
Otras diferencias podrian establecerse en
puntos notables de la distribucién, tales co
mo la Mediana o Mediala, a las que mas ade-
lante nos referiremos, al considerar la cur-

va de concentracidn.

3, INTERPRETACION DF | AS REIACIONES ENTRE
LAS MEDIAS PARA Al GUNAS ACOTACIONES.

A partir de esta generalizacidn podemos con-
siderar casos particulares como las acota-
ciones por la derecha o por la izquierda. Pa

ra ingresos no superiores a uno dado se ten-—
dra

3 _ qg (x5)
E [a < x] ST Ry

Pudiendo interpretar que para un cierto va-
lor de la wvariable x, las veces gue la ren

ta per cépita supera a la media de los que
no lo alcanzan E <

multiplicativo de proporcidén de individuos

———é;—-] es el exceso
%

sobre la acumulacidén de ingresos en aquel

nivel, de forma gue cuando
Fg(xz) = K qg(x2)

es por gue

. £ ~ 1 - qg(xl)
Ezx | 1- Fg(xl)

estableciéndose una misma proporcién entre

las medias como la gue hay entre los comple
mentos de las funciones acumuladas de renta
y probabilidad en determinado nivel X, .
En puntos notables como son los centros or-

denados: Mediana Me y Mediala M puede fé&a-

l ’
cilmente llegarse a

*, *3 wm,

0 M 2P (M)

0 M, V 2q.™)

M - 2l1-Fom |
M o VI1-a.m)|

esto es la proporcionalidad existente entre
la media de la variable y la conseguida al
truncarla en un solo punto (Ml o Me), por la

derecha o por la izquierda.

También para una doble acotacién del cominio
de la variable caben expresiones concretas,

algunas de las cuales coinciden con casos
singulares de medidas frecuentemente utili-
zadas. Tal es el caso del Indice de paridad
que se emplea en estratificaciones de grupos
de renta (provincias, profesiones, niveles

culturales, etc.).

% de hogares de un estrato

% de renta del estrato
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expresifén que es trasladable a cualquier in-

tervalo numérico, por ejemplo por divisidn

cuartilica.
b - FE(QQ - FE(%) _ 1
qg(%) - qg(q) Zqu(QB) - qE(Ql)]

que cabe considerar como la relacidn que hay
entre frecuencias y masa de la variable en
el 50% central de la distribucidn. Al respec
to de las rentas espafiolas sblo existen al-
gunos cdlculos efectuados por Sawyer /3/ pa-
ra una estratificacidén por categorias socia-
les en 1.974.

Conviene notar que tal medida responde al co
ciente P = m/my, con m; = E(£/Q,<E<04), in-
terpretando pues el Indice de paridad como

la relacién que hay entre las medias, de to-
da la distribucién y de aquella otra que ha
prescindido de sus valores extremos o "no re
presentativos™, el 25% de los m&s ricos y el

25% de los m&s pobres.

Con el nombre de indice de Disparidad desig-
namos a la expresidén que emplea para cada po
sible escaldn de renta o en general para ca-

da posible estrato, la relacidn

% poblacidn - % renta

)

% poblacibén + % renta

de modo que con los cuartiles primero y ter-

cero nos resultaria

ey - () - (e (03) - ap (@)
F, (@) - F,(0))) + (@ (03 = q.(@))
} 1 - 2(q€(Q3) - qE(Qlﬂ

T+ 2(q, (03) = q,(9,))

lo que podria trasladarse a cualquier otra
particidn cuantilica o de fractiles. La Con-
federacién Espafiola de Cajas de Ahorros /4/
presenta aquellos c&lculos con un detalle -
tanto regional como nacional a partir de las
estimaciones llevadas a cabo en 1.966 por
DATA en la base de los cdlculos realizados
por la Comisaria del Plan de Desarrollo y
Joan Bard /5/ ha aplicado el coeficiente de
los afios 1.964-67-70-74 a las rentas espafio-

las.

El indicador presentado para el 50% central
de la distribucidn, puede expresarse en fun-

cién de my m donde m,, tiene la misma con-

T’ T

sideracién que le hemos otorgado en el indi-

ce de paridad, siendo pues:

=
1

m -—-m

+
m mT

H
+
aL; aL;

pudiendo establecer las relaciones

P-1 1+D

P+1 1-D

qgue admiten interpretaciones extremos en

Pp=1 y D=0 equidad

midxima concentracidn

4, LA CURVA DE CONCENTRACION.

Por su sencillez y cémoda lectura la curva de
Lorentz se ha convertido en un instrumento ba

sico para el estudio de la concentracidn.
Las propiedades matemdticas de la funcidn

qg(x) = ¢[Fg(x)]
no pugnan con las caracteristicas de la dis-

tribucién de las rentas; es decir:

a) La proporcidn de la renta y de los indivi-
duos que la disfrutan no puede ser negati-
va ni exceder del 100% (dominio entre 0 y
1).

b) A cada proporcidén de individuos le corres-
ponde un porcentaje de renta, como conti-
nuacién a la agregacién existente un infi-

nitésimo antes. (continuidad).

c) En una ordenacidn creciente de ingresos, a
mayor porcentaje de poblacidn le correspon
derd un no inferior porcentaje de indivi-

duos. (monotonia creciente).

d) Sucesivos incrementos porcentuales de po-
blacién conllevan aumentos relativos de -
grado inferior en la acumulacién de la ren
ta, toda vez que la variable se ordend de

un modo creciente. {convexidad).

En este marco general resulta de interés esta
blecer la relacidn que hay entre Fg (x) vy

ag (x) a la vista de la funcidn original d.
T
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Asi sustituyendo las variantes, segln los

cambios encontrados tendremos:

[qg(xz) - qp(x)) |qE (x) + qg (x)) =

T
= o[ (F

(x,) - F

(%, f()IF, (x) + F

Ep g(xl)J

y despejando q(S , seré&
T

o [F,(x,) - Fge)) Fp G0+ Fex)] = a x)

A x;) - 9 (x,)
lo que en definitiva ha de derivar en

qp (%) = " [F

(x) ]
T Ep

dependiendo %" de la naturaleza de .

Con independencia de la curva de concentra-
cidn correspondiente a la distribucién trun
cada, algunas medidas de desigualdad de la
distribucién original, expresadas como dis-~
tancias en el diagrama de Lorentz, pueden
presentarse como operaciones entre m y L
Tal es el caso de la distancia paralela a

la abcisa, que separa la diagonal de 1la cur

va, desde el punto central:

=
"

FE(MI) - qg 1

=1 1m . - g€
=5 [TH_ 1] i con m, E [E <M ]
L T -1
mientras que la distancia, desde el mismo
centro, perpendicular a la abcisa serd

FE(Me) - qE(Me) =

= _%-[% - %;2] jconm, =E [E%%Tﬁ;]

El doble de esta expresién, 1 - 2 qE(Me)'
ha sido utilizado por Joan Baré / / como
coeficiente de concentracién de las rentas
en el decenio 1.964-74, en un estudio sobre
la evolucidn de la desigualdad durante los

afios del "desarrollo" espafiol.

Otros indicadores podrfan construirse con
distancias en otros puntos notables de 1la
curva, algunos muy relacionados con otras
expresiones ya encontradas, en todo caso,

cabe idéntica conclusién que en el res.c e

coeficientes:

ya entre mT y m

cuanta menor desproporcidn ha-

tanta mds equidad presen-

tard el reparto.
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