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SOBRE LA NO UNICIDAD DE LA CLASIFICACION JERARQUICA ASOCIADA
A UNA DISIMILARIDAD POR LOS METODOS DEL MAXIMO Y UPGMA
A. ARCAS I M. SALICRU

UNIVERSIDAD DE BARCELONA

A partir de una distancia definida en el conjunto de disimilaridades sobre un conjunto fi-
nito podemos medir la distancia entre dos ultramétricas asociadas a una disimilaridad ini-
etal a partir de la aplicacidn de un método de clasificacidon. En este articulo tratamos el
problema de la no unicidad de la clasificacidn jerdrquica asociada para los métodos del md-

ximo y UPGMA estudiando los siguientes puntos:

a) Bisqueda de una definicidén de la disimilaridad asociada a cada nivel de la Jerdrquia.

b) Cdleulo de una cota para la distancia entre dos ultramétricas asociadas a la misma disi-

milaridad <inicial.

Keywords:
UPGMA METHOD.

1 pucc

Uno de los principales objetivos del an&lisis
multivariante consiste en la representacidn
geométrica de objetos a partir de una disimi-
laridad inicial definida entre los mismos. -
Asi, si queremos representar los objetos de
forma métrica en dimensién reducida (por ejem
plo en el plano) podemos utilizar técnicas co
mo el andlisis de coordenadas principales o
multidimensional scaling y si por el contra-
rio queremos representarlos de modo que que-
den de manifiesto las relaciones de semejanza
entre ellos formando una coleccidn de clases
naturales o deseamos observar su estructura

evolutiva, entonces debemos utilizar t&cnicas

como la taxonomia numérica o &rboles aditivos.

La representacibén geométrica a través de la
taxonomia numérica viene dada por un determi-
nado tipo de grafos orientados simplemente co

nexos sin ciclos llamados dendogramas /5/

ULTRAMETRIC DISTANCE; CLUSTER ANALYSIS; COMPLETE LINKAGE METHOD;

construidos directamente a través de la jerar
quia indexada gque obtenemos al realizar la

clasificacidn.

Asi pues, la taxonomia numérica intenta la
construccién de una clasificacidn jerdrquica
de un conjunto finito X a partir de una disi-
milaridad inicial definida sobre el mismo. -
Por comodidad nosotros estudiaremos las cla-
sificaciones jerdrquicas como funciones

¢:RT — P (siendoc P el conjunto de particio-

nes de X) cumpliendo ciertas propiedades.

El problema asi planteado radica por lo gene-
ral en que la disimilaridad inicial no satis-

face el axioma ultramétrico

d(xi,xj) < max {d(xi,xk),d(xj,xk)}

e X

ara X, ,%.,X
p 1773k

Y por tanto no es posible construir una cla-
sificacidn jerdrquica por el algoritmo funda-
mental de clasificacién /4/, /7/, /2/. BAsi
la dificultad de fondo consiste en la trans-
formacién de la disimilaridad inicial en otra
que verifique el axioma ultramétrico, surgien

do asi distintos métodos de clasificacién (mi
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nimo (Johnson, 1967), miximo (Johnson, 1967), incrementar la variable se obtienen particio
mediana (Gower, 1967), UPGMA (Sokal y Miche nes menos finas llegando un momento en gque
ner, 1958),...). Diversas propiedades de es la particidn tiene una sola clase.

tos métodos son estudiadas extensamente en

/Yy /87, /Ty 711/,
2.2, JERARQUIA INDEXADA ASOCIADA A ¢

Otro problema gue se nos plantea proviene

de que sdlo el método del minimo proporcio- Sea la jerarquia de partes de X definida por
na siempre una Gnica ultramétrica asociada

a la disimilaridad inicial, resultando de J o= {Tl 3r, Tep(r)}

especial interés la comparacidn de los den-

dogramas asociados a varias ultramétricas

: . . +
Si consideramos i : J —» R de forma que:
que provienen de la misma disimilaridad. En

nuestro trabajo nos centramos en el estudio ! . +
i(T)=inf{reR |Tep(xr)}
de este Gltimo problema para los métodos del

mdximo y UPGMA. Relacionamos la disimilari- ] .. } .
resulta que 1 es un indice de jerarquia.
dad entre dos clases en un determinado nivel _ ) _ ; . . .
Asi (J,i) serd la jerarquia indexada asocia
con la disimilaridad inicial y acotamos la X K , .
da a ¢ y la distancia ultramétrica asociada
distancia gue separa a dos ultramétricas aso . _ L. X
E P - a dicha jerarquia /4/ vendra definida asig-
cladas a una misma disimilaridad inicial -- e Lo
nando a d(xi,x.) el indice de la clase mini

tras haber definido una métrica en el conjun . J .
- mal de la jerarquia que contiene a X, Y X,

to de las disimilaridades. J

3. .
2. CONCEPTOS PREVIOS. 2.3. METODO DE CLASIFICACION

Tal como se ha indicado, un método de clasi
2,1, CLASIFICACION JERARQUICA

ficacidén consiste en un sistema o algoritmo
para la construccidn de una clasificacidn
Una clasificacién jerdrquica en el conjunto . . . C o ;
jerdrquica a partir de una disimilaridad
X ser&d una funcidn o . . L L X
inicial. Dicha clasificacidn jerdrquica nos
»: R — P proporciona de forma finica la jerarquia in-
dexada y la distancia ultramétrica asociada.

siendo P el conjunto de particiones de X,

verificando las siguientes condiciones: Para nuestro trabajo s6lo consideraremos
aquellos métodos de clasificacidn que se ob
a) » (0)> {{x 1, ,ix }} tengan mediante la siguiente recurrencia:
prees -
. Si
b) r<r' = 9(r)ce(r') (1)

ll=min{d(xi,xj)lxi#xj,xi,xjex}=d(xi , X, )

c) 1rer" | o(r) = {X} e e

_ es la minima distancia entre los elementos

Asi por ejemplo, la clasificacidn jer&rqui- .
de X, definimos

ca que representa el dendograma de la figu-

ra 1 seria:

¢(ll)={{xl},...,{xio}u{xjo},...,{xn}}

{a}, {B},{C}, {D},{(E}, {F},{G} si welO,1)
{a,B,C}, (D}, {E}, {F}, {G} si aell,1.5) ,
. es decir, tomamos el conjunto formado por
©(a)=|{A,B,C}, {D,E}, {F}, {G} si oell.5,2)
los elementos anteriores habiendo juntado
{p,B,C,D,E}, {F}, {G} si ael2,2.2) _
] los mAs proéximos, y consideramos una fun-
{AIBICIDIE}I{FIG} sS1 @6[2.2,3) . . 3
cidn f.: R° — R de forma que
{»,B,C,D,E,F,G} - si @23 !

fl(d(xio,xjo),d(xio,xk),d(xjo,xk))zll R kaeX
E- el fondo esta aplicacidn asigna a cada

nivel una particidn de X, de forma que al
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Asi, a w(ll) le asociamos la disimilaridad

dl definida como sigue:

dl({xi},{xj})=d(xi,xj) si {xi,xj}n{xio,xjo}=ﬂ

dl({xio}u{xjo},{xk})

= fl(d(xio,xjo),d(xio,xk),d(xjo,xk

de forma gue la distancia entre los elemen-
tos que no se han juntado se mantiene inva-
riante y la distancia gque separa la unidad
formada por los dos elementos que se han

juntado con un tercer elemento viene deter-~
minado por la funcidn fl. Por este proceso
hemos pasado del conjunto X con disimilari-

dad d al conjunto ¢(1 con disimilaridad

)
1
4a,, de forma andloga podemos pasar a

v Y p p

w(lz),...,w(ls) considerando sucesivamente
funciones f2""’fs—l'

1l — w(ll)

12 — w(lz)

g
i w(ls)

+

que se generaliza a ¢ : R — P de la for

ma siguiente:

a) Si ae[lm_l,lm) se toma ¢ (a)=w(l

)

m-1
b) Si 11#0 Yy ae[O,lﬂ
se toma ¢(a)= {{xl},...,{xn}}

c) Si a 21, o (a)={X}

Los principales métodos clésicos de clasifi
cacidén jerdrquica pueden ser construidos a

través de dicha recurrencia.

2.4, FUNCION DE CLASIFICACION ASOCIADA A v

Consideremos DX

des definidas sobre X y tomemos un método

el conjunto de disimilarida

de clasificacién definido en 2.3. Podemos

entonces definir la funcidén multivoca /11/.

f: DX — DX

de forma que f(d) sea el conjunto de distan
cias ultramétricas asociadas a las jerar-
quias indexadas correspondientes a la disi-

milaridad inicial por aplicacidn del método

de clasificacién fijado.

A la funcidén f la llamaremos funcidn de cla-
sificacién asociada al método de clasifica-

cién elegido.

2.5. DEFINICION DEL METODO DEL_MAXIMO

El método del miximo es el método de clasifi
cacidén definido en 2.4 gue proviene de tomar
la sucesién de funciones (fn) constante de

la forma

f o (a,8,y) = max{g,v}
En este caso se verifica gue si

e(1) = {Al,...,Anm}

Y = (B orBy)

minimo valor para d_, re
m+l m'io m =

sulta por aplicacidn del método de clasifica

cidn general

verificdndose que

(A UA.O,A

me1 Biolhy )=max{d{(a, ,a ), d(aA, ,A

k io’ 'k jo k)}

dm+l(Ai,Aj)=dm(Ai,Aj) si {i,j}n{io, jo} = ¢

(2)

La idea geométrica de este método es la de-
formacidn de un tridngulo hasta obtener dos
lados iguales gue coincidan con el mayor de
(/4/). La ultramé-

trica gue nos proporciona la aplicacidén del

los lados que no son base

método del mdximo es un elemento minimal den
tro de las ultramétricas superiores a la di-

similaridad inicial.

2,.6. DEFINICION DEL METODO UPGMA

En este caso si
w(lm) = {A

=d_ (A,

y lm+l o 1o’Ajo) minimo valor para dm, re-

sulta que
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verificidndose que f_ inducird 4 de la
m m+1

forma

siendo N; = [A,

lo| (Cardinal de Aio) y

La idea geom&trica de este método es la de-
formacién de un tridngulo hasta obtener los
lados iguales que coincidan con la media de
los dos lados mayores ponderada respecto los

cardinales de las clases (/4/).

Este método tiene importantes propiedades
con respecto al coeficiente de correlacidn
cofenética (coeficiente de correlacidn entre
la disimilaridad inicial y la ultramétrica
asociada) /6/, /1/.

les métodos utilizados en aplicaciones préac-

Es uno de los principa-

ticas.

2.7, METRICA EN D

Definimos la siguiente distancia en DX:

Ao(dl'dZ):
=max{|d, (x,y)-d,(x,y) | (x,y)e X x X} (4)

Al ser X conjunto finito resulta trivial que

AO es una distancia.

3. OBTENCION DE LA DISIMILARIDAD EN CADA
NIVEL A PARTIR DE LA INICIAL.

Obtendremos una expresidn de la distancia
asociada a cada nivel a partir de la disimi-
laridad inicial cuando realizamos una clasi-
ficacidn jerdrquica por los métodos del mé-
ximo y UPGMA. De esta forma relacionamos di-
rectamente la distancia ultramétrica gque ca-
racteriza la jerarquia con la disimilaridad
inicial, lo cual es muy Gtil para estudiar
las propiedades de las clasidicaciones por
niveles.

3,.1. METODO DEL MAXIMO.

PROPOSICION 3.1.- Si ¢(1) = {a JA 1

IARE n
=

y utilizamos el método del miximo, se verifi

ca

ds(pi,Aj)=max{d(x.l,xj)|xi € Ai,xj € Aj}

DEMOSTRACION:

L.a demostracidn la realizamos por induccidn

sobre los niveles ll,...,ls de la jerarquia.

Asi pues, sea

—min! =
ll—mlnld(xi,xj)lxi,xjex, xi#xj} d(x, ,x.)

io'7jo

resultdndonos

ACIREELE 0 PREPRE IS SIS FRRRYAt )

y por aplicacidn del método del méximo
dl({xio}u{xjo},txk})

= max{d(xi LX), d(x. ,x

o'k jo k)}

dl({Xi},{xj}) = d(xi,xj)

para {i,jin{io,jo} =g

con lo que se demuestra la proposicidn para

el primer nivel.

Supongamos cierta la hipdtesis hasta el nivel
lk—l y vamos a demostrar la proposicidn para

lk; sea

lk=mln{dk_l(Ai,Aj) 1Ai;éAj, Ai,Ajetp(lk_l)}
se tendréa

W(lk) = {Al,...,AiouA. yeeo )

Jo

por hipdtesis de induccidn tenemos que

d (Ai,A‘) = d

K 3 k-1 BirBy) =

= max{d(xi,xj)\xieAi, xjeAj}

para {i,jtn{io,jo} =&

y por aplicacidn del método del miximo (2)
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dk(AioUAjo’At)

max{d, ) (A; A, dy_ ) (Ay,B) ) =
= max{max{d(xi,xt)|xieAio,xteAt} '

b
max{d(xj,xt)1xjeAjo,xteAt}}

eAt}

= max{d(xi,xt){xieAiouAjo, X,

tal y como queriamos demostrar.
Asi pues, la distancia entre dos clases de
la jerarquia a un mismo nivel es la maxima

de las distancias entre elementos de clases

distintas.

3,2. METODO UPGMA,

PROPOSICION 3.2. Si ¢(1_) = {Al,...,An Yy
S

se verifica

:E: d(x,,x.)
- J

X, eh [Ai| . 1Aj1

utilizamos el método UPGMA,

dS(Ai’Aj) =

X.€A .
33

DEMOS TRACION:

Realizamos también la demostracidn por in-

duccibn sobre 1 ,...,ls,

1 niveles de la je-

rarquia. Sea,

d(x, ,x

1l=m1n{d(xi,xj)|xi,xjex, xi#xj} = 10" %50

obteniendo pues
o) = {{x ), ..

.,{xio}u{xjo},...,{xn}}

y de esta manera

dl({xi},{xj}) = d(x,,x.) =
d(x,,x.)
= J para {i,jln{io,jo} =4
l{xi} P xLH
]
y al unir {xio} y {xjo} tenemos por (3)

=} 1
dl({xio}u{xjo},{xt}) /g.d(xio,xt) + /z.d(xjo,xt
y queda demostrada la proposicidn para el

caso k=1.

Supongamos cierta la proposicidén hasta k-1

y vamos a demostrarla para k.

)

)

Sea
= mj ) 1 , A AA.} =
1, mln{dk_l(Ai,Aj)lAi,AJew( k=11r By7 ]}
= 1 Byorhye!
entonces
d(xi,x.)
d(A, ,A.)=d (A, ,A.) = 1
[P S | k-1"1""3 ]
% €A, - |AJ|
X.€A
J
para {i,j}n{io,jo} = 4§
y por (3)
145! a (A, ,A)
= . +
dy (B oURjoray) k-1Pi07R
A, l+la, |
o jo
IAJO' d, (A, ,AL)
* T k-1jet e
o1+ 18]
~ 1A, z dlx; %) .
A, |- A
Iaol+lhgol STh gl Al
xte At
A, | di{x,,x, )
+o—Je b
[a, |+ |a
|Aiol + |Ajo‘ ijAJO Jo l tl
fot
B Z d(xs.xt)
X €A, UA.
sEAlo jo (IAiol +|Ajol)'lAt|
ety

quedando pues demostrada la proposicidn por

induccidn.

Hemos obtenido para cada uno de los métodos

anteriores una expresidn general de la disi-
milaridad asociada a un determinado nivel
a partir de la disimilaridad inicial, expre-
sidén comln para todas las jerarquias asocia-

das a la misma.

4. ACOTACION DE LA DISTANCIA ENTRE DOS
ULTRAMETRICAS ASOCIADAS A d

En este capitulo tratamos de buscar una aco-
tacién de la distancia Ao entre dos ultramé-
tricas asociadas a la misma disimilaridad d.

Asi, si en el nivel lS !
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y el minimo de las distancias se obtiene a = = < - -
R Como a, asy 0y a, max{sk @, s alt

la vez para dos parejas, es decir,

se tiene

o = dS(Ai,Aj)=dS(Ak,Al)=

A (d'd',) < max{s,-a, s_-a}
= m4 o' 717 2 k r
= min{d_ (B /A0 |Ar,At5¢(1s) }

c.q.d

por definicidn del método de clasificacién
obtenemos Ql Y ¢,

PROPOSICION 4.2
de forma que -

Para el método UPGMA
vl(a) = {Al,...,AiuAj,...,Am} y alx.,x.)

b, (a),a5) < :E: —1 - (6)
vy (a) = {Al,...,AkUAl,...,Am} © Xi’XjEX n -1

i<j

con di y dé distancias ultramétricas asocia- ,
das a las jerarguias correspondientes a P, Y DEMOSTRACIBN:
o,.
2 z d(x;,x.)

Veamos que ¢ ( —2 1) = (X}
Por la propia definicién de las clasificacio Xi'Xj€X n-1
nes, existirén S Y S, (minimos) tales gue i<j
08 ) = o, (s ) = {E,.. :Ens} Sea ¢ (1)) = {F,F,} vy
de forma que 0l(r) = wz(r) para r>max{sk,sr} :E: d(xi’x')

B ds(Fl’F2) = —

X, €F) |F1|.(n—]Fl|)
X.€F

PROPOSICION 4.1

F, = al alcanzar h(r)=(n-r).r el
Para el método del mdximo y UPGMA bor F noF, 2y (r) )
minimo en r=1 y r=n-1 en el intervalo [1l,n-1]

se tendréd

Ao(di,dé) < max{sk,sr} -« (5)
dlx, ,x.) d(xi,x.)
Bs = < Z _
DEMOSTRACION : xgoxgeX [Fil(n=]F [ %y, xgeX nol
i<j i<j
A (dl,dl)y = '
o172 resultando
= max{ldl(xi,xj) - dz(xi,xj)|,xi,xjex} = dix. %)
@ } : ——~3—;l— )y = {X}
= n~-
max{al,az,u3} xi,xjeX
i<j
siendo

y aplicando la proposicidn 4.1 se tiene
— ' -d:? |
oy max{\dl(xi,xj) dZ(Xi’Xj)"Xi’XjEX con

d(xi,xA)
] A, (d),al)s< —1 -
di(xi,xj)<a} xi,x.eX n-1
i<j
= T _A ! C.q.d.
o, max{ | dl(xi’xj) dz(xi,xj)|,xi,xjex con
+

dl(xi,xj)e[u, sk)} 5, EJEMPLOS,

a3=max{\di(xi,x.)-dé(xi,x.ﬂ ,%,,x.eX con Sea d la distancia entre poblaciones de
3 Drosophila subobscura definida por Prevosti
di(xi,xj) > sk} /9/ que tiene por matriz asociada
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Observemos que la distancia d5 la hemos cal-

.00C ] ) .
g 276 0.000 culado directamente de la distancia inicial,
0.370 0.187 0.000

sin preocuparnos de las distancias d2,d3,d4.
g =10.465 0.529 0.469 0.000

0.657 0.693 0.606 0.309 0.000 Asi, cuando el nimero de elementos sea ele-
0.643 0.680 0.581 0.357 0.413 0.000 vado y cortemos en un nivel alto, la férmula
0.489 0.636 0.531 0.489 0.514 0.574 0.000 . L. .
0.699 0.846 0.802 0.485 0.429 0.604 0.460 0.000 3.2 seréd de gran utilidad para el estudio de

las interdistancias entre los grupos resul-
tantes su posterior representacidn.
siendo las poblaciones ¥ P P
l.Dalkeith 2. Groningen 3. Viena EJEMPLO 2
4 .Barcelona 5. Formia 6. Silifke

Como ya hemos referido en todo el articulo,
7.Chalus 8. Las Mercedes

el problema fundamental radica en la no uni-
cidad de la clasificacidn asociada a una di-

Por el método UPGMA, el dendograma resultante ) o
similaridad. Asi, la disimilaridad d defini-

es
da en X = {xl,xz,x3,x4} por la matriz
0.622
0.516 (e}
0.460 1 0
0.385 d= 2 1 O
0.323 3 5 7 0
0.309
1T 0.178 ) o
nos proporciona por el método del mé&ximo dos
clasificaciones
3 2

y al considerar la clasificacidn a nivel 0.460

obtenemos los grupos

-Dalkeith -Barcelona G ~Chalus
G1 -Groningen G2 ~-Formia 3 -Las Mercedes
—-Viena -Silifke

- ) . . con disimilaridades ultramétricas asociadas
Asi, en este nivel, d5 vendré definida por 3.2 como:

g (6,,G,) =
_0.465+O.529+0.469+O.657+0.693+O.606+O.643+O.680+O.581 0.443
12
dS(G1,G3) =
_ 0.48940.636+0.531 40.69940.846 40.802 0 0
= = 0,667 ' 1 0 2 0
6 dl= 2 2 0 dy= 2 1 0
7 7 7 0 7 7 7 0
d5(G2,G3) =
- 0.489+O.514+0.574+O.485+O.429+0.604
. = 0.515 El problema asi planteado reside en estudiar

las "diferencias" entre las clasificaciones
obteniendo gr&ficamente 1a siguiente repre-

resultantes. Por esto, en 4 hemos acotado la
sentacidn en el plano

distancia gue separa di y dé, obteniendo en

G la proposicién 4.1
2

AO(di,dé)smax{sk,sr}—a=max{2,2}—l =1
En segundo lugar, cabe preguntarnos por la
validez de la cota hallada, siendo el ejem-

plo anterior quien nos saca de dudas a la -
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vista de
Ao(di’dé) =1

vy observando que la cota hallada no puede

ser afinada.

Andlogamente por el mé&todo UPGMA obtenemos

las clasificaciones

con disimilaridad ultramétrica asociadas

O = O
m
0= 0O
.
[&)]
;e

o

|
;== O
oo
(SN e
(¢, R

observando que por la proposicidn 4.1
Ao(d‘,dé)smax{l.S, 1.5} - 1 = 0.5
y por lo mismo que en el caso anterior, como

Ao(di’dé) = 0.5, la cota hallada en 4.1 es
la mads fina posible.

6. CONCLUSIONES.

El estudio de propiedades comunes respecto
las imdgenes de una misma disimilaridad al
considerar la funcidn de clasificacidn a par
tir de un método de clasificacidén fijado co-
mo una funcidn multivoca, nos proporciona un
camino para ir resolviendo el grave problema
que surge de la indeterminacidn de la aplica
cién de mé&todos de clasificacidn jerdrquica.
En este trabajo se ha calculado una expre-
sién general de la disimilaridad en un nivel
de una clasificacidn jerdrquica por los méto
dos del miximo y UPGMA, y a partir de una mé
trica definida en DX’ hallamos una cota de

la distancia entre las ultram@tricas asocia

das a una misma disimilaridad inicial.
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