UN ALGORITMO HEURISTICO LAGRANGIANO PARA EL PROBLEMA

DE LOCALIZACION DE PLANTAS CON CAPACIDADES
JAUME BARCELO I JOSEP CASANOVAS

Las téenicas lagrangianas se han aplicado con frecuencia al problema de localizacion de plan
tas cuando no intervienen las capacidades, y en algunos casos han demostrado su utilidad in—
cluso cuando se tienen en cuenta restricciones adicionales. Nuestro trabajo estudia la apli—
cacidn de estas téenicas al problema de localizacidn de plantas cuando intervienen las capa-
cidades, en el caso particular en que el modelo considerado es entero puro. Se han tenido en
cuenta varias descomposiciones lagrangianas, y para alguna de ellas se han diseriado algorit—
mos heuristicos para resolver los subproblemas lagrangianos.

Las heuristicas consisten en un procedimiento con dos fases. En la primera (fase de localiza
cidn) se define un congunto de multiplicadores a partir del andlisis del dual de la relaja——
eidn LP. y se efectia una seleccidn de emplaszamientos para las plantas, mientras que la se——
gunda (Ffase de afectacidn) asigna los centros a las plantas considerando el subproblema re—-
sultante como un caso particular del problema gemeralizado de asigrnacidn. Varias heuristicas
han sido estudiadas en esta segunda fase, basadas en la descomposicidn en una coleccidn de —
subproblemas de tipo knapsack mediante la definicidén de un conjunto de penalizaciones, o en
el andlisis del duality gap intenmtando reducirlo. Se incluyen los resultados de las experien

cias realizadas.

1. INTRODUCCION.

Consideremos el problema de localizacidn de

plantas definido por:

I . . .
[MIN] z Ci5 Xyt 3£ Y5 (1)
ieI jeJd jed
2: x,. =1 Viel (2)
jeg
E: y. § k (3)
jeg 7 J
5: (P)
d € b,y Vied (4)
jer + Y J
X4 e {0,1} yje{o,l} Viel y VieJd (5)

donde j= {1,2,...,m} , es el conjunto de las
localizaciones potenciales de las plantas, -
e I= {1,2,...,n} , es el conjunto de centros
que han de ser asignados a las plantas elegi
das, cij representa el coste de asignar el -
centro i-&simo a la planta j-é&sima y fj es -
el coste de la decisidn de ubicar una planta
en el j-&simo emplazamiento potencial. xij=1
representa la decisibn de asignar el centro
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i a la planta j y xij=0 la decisidén contra--
y4=1
zar una planta en el j-ésimo emplazamiento -

ria. representa la decisibén de locali-
potencial, e yj=0 la decisidén contraria. Las
restricciones (2) garantizan que todo centro
i es asignado a una y solo a una planta j, -
las restricciones (3) limitan el nfimero de -
plantas a instalar a un mdximo de K<m, y las
restricciones (4) asequran que la planta j,

en caso de ser abierta, no atenderd la deman
da de m&s centros de los gue su capacidad le
permita. Evidentemente el problema (P) tiene
solucién si y solo si IJ*IsksIJI,siendo Jeg

el conjunto de plantas elegidas,es tal que:

Z_._ b. 2 z di (6)

jeg 3 i€l
donde bj es la capacidad de la planta insta-
lada en j y di es la demanda, o nivel de re-
querimientos, del centro i. Las restricciones
(4) completan las condiciones del problema
impidiendo que un centro i sea asignado a una
planta no abierta, ya que por (4):

y.=0 = x,.=0 Viel
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al tiempo que evita que se asignen a la plan
ta j mis centros de los que admite su capaci
dad.

Variantes de este problema, incluyendo o no
restricciones (3), pero considerdndolo como
un problema entero mixto, al admitir que los
requerimientos de un centro sean satisfechos
por mds de una planta,

(es decir xijzo, —-——=
yjé{o,l}), han sido tratados satisfactoria--~
mente por Geoffrion, /1/, /2/, y Bitran et

al., /3/. El problema (P) propuesto difiere

de los referenciados en que se trata de un -
problema entero puro, como ponen de manifies
to las restricciones (5), variante de esta -
familia de problemas que aparece cuando las

necesidades de los centros han de ser satis-
fechas por una planta exclusivamente, situa-
cidn gue se presenta en algunos modelos de -

planificacién del sector piiblico, como por -

ejemplo en los de regionalizacién escolar, -
donde j puede ser el emplazamiento de una --
ciudad determinada de un centro escolar de -

y di es la
poblacidn escolar de la localidad i y exigi-

un nivel dado y una capacidad b.,

mos que si los escolares de i han de ser ---

asignados a j, lo sean en su totalidad.

El modelo formulado en (P) es una generaliza
cidn del estudiado por Cornue jols et al., -
/4/ para el problema sin capacidades. Desde
el punto de vista de la teorfa general de --
las relajaciones lagrangianas, /5/, /6/, /7/,
se pueden proponer las siguientes descomposi
ciones para el problema (P):

1) Relajacidn con respecto a las restriccio-
nes (2), (multiplicadores asociados a los
centros a asignar). El problema lagrangia

nc es en este caso:

L (u) =[MIN] Z Z [

feI 13743

+ 2: £ y + 2: U1— }L.u Xy

jed jed jel jed
= E 2 (cl.—ui)x +fy Eu (7) (RL1)
jeJ | iex J i3 iel
(4) y (5)

sometida a (3),

L{uy= [MIN] 2 ZC

2) Relajacidn con respecto a las restriccio-

(4):

nes

2:11 { 2: d X,

-+2:fy i3~ Pyvy) <
i€l jeg jed 373 jéJ iel
.- .d, ..o+ (fi.+b.ul)v. (8) (RL2)
Z B e - oo = e
sometida a (2), (3) y (59. ¥ ux0
3) Relajacidn con respecto a las restriccio-
nes (2) y (3):
L(u,v)= [MIN] 2 zci-xi E £. Yy 2 (uy zu Xy ) + v(K —}: yj) =
fer jeg 13713 35573 ier jed jeg
}: }: (c 3 - u,)x,. + (f. - v)y.] 2: ug + VK (9) (RL3)
ieg | iex 1] J J iex

sometida a (4) y (5). y uz0, v30
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2, ANALISIS DE[ PROBLEMA (RLL)

La primera de las relajaciones consideradas
nos plantea, dado un vector de multiplicado-

res u, el problema lagranjiano:

L(u)= [MIN] > [Z(c NI NS ]
jer

jed

E: y < K

jeJT

z di%;. € buy, Vieg

iel i3 373
xije{o,l} , yje{o,l} ,

Yiel,

5: ug (7)

(3)

(RL1)
(4)

Vjed (5)

La solucidn del problema (RL1) tiene dos ni-
veles de decisidn, la seleccidén del subcon--
junto g’ CJ de emplazamientos 6ptimo, y la --
asignacidén de los centros a los emplazamien-
tos elegidos. Ahora bien, una vez elegido un
conjunto de emplazamientos que sea factible,
es decir IJ*]$K y que satisfaga (6), el pro-

blema de asignacidn es equivalente a:

[M1n] Z Z + (2 £y

- ui)xi.
]eJ ier jeJ iel
2 a,xg j € b. Vied* (10)
i€1 J

%5 5 e{0,1}

2: vy )

que es un problema multiknapsack descomponi--—
ble en IJ | problemas de knapsack independien
tes, uno para cada planta elegida, debido a -
la independencia de las restricciones y a la
descomponibilidad de la funcidn objetivo.

En realidad, una vez elegido un conjunto de -
emplazamlentos potenciales, la substitucidn -

yj—l 3€J , yj—o en caso contrario, en el -

problema original (P), convierte é&ste en un -
problema de asignacidén generalizado del que -
(10) seria la relajacidn lagrangiana corres--
pondiente, seglin el m&étodo de Ross y Soland,

/8/ , lo cual sugiere estudiar la posibilidad
de definir, a partir de la informacidn que --
nos puede proporcionar el anilisis de (RL1),

una heuristica en dos etapas para obtener so-

luciones posibles para el problema (P):
12 etapa: De seleccidn de plantas.

Utilizarfa la informacidn obtenida
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a partir de L(u) en (RL1l) para ele
gir un subconjunto posible J¥ de -
ubicaciones potenciales para las -
plantas.
22 etapa: De ésignacién de los centros a las
plantas elegidas, consistente en -

la resolucidn del problema (10).

La solucidn posible para el problema (P) que
este procedimiento nos proporciona, permite

calcular una cota superior de la solucidn &p
tima del problema (P), una mejora en los va-
lores de los multiplicadores permitiria defi
nir un nuevo problema lagrangiano que a su -
vez proporcionaria una mejor cota, segiin el

esqguema habitual de insercidn de las relaja-
ciones lagrangianas en el método del branch

and bound, (Shapiro, /7/)"
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ISTICA: ETAP SELECCION DE PLANTAS
Supongamos que en la iteracidn k-&sima, con

un vector de multiplicadores uk, hemos deci-
dido seleccionar el j-&simo emplazamiento -
potencial. En la iteracidn siguiente (k+1)--
8sima, con un vector de multiplicadores uk L
tendriamos que decidir si mantenemos la se--
leccién de la iteracidn anterior, y conserva
mos la planta j-&sima en el conjunto J* de -
plantas seleccionadas, o por el contrario --
hay alguna ubicacidn potencial m&s interesan
te que la sustituya. Este seria el proceder

seglin el esquema clésico lagrangiano, sin em
bargo un andlisis del procedimeinto heuristi
co definido por Cornuejols et al.,/4/, para

el problema sin capacidades (es decir sin el
conjunto (4) de restricciones), permite pen-—
sar en la posibilidad de una heuristica de -
tipo greedy para la seleccidn de plantas si

se pueden definir a priori los valores de --
los multiplicadores u en funcidén de las plan
tas. BEn tal caso para dos vectores de multi-

plicadores uk(e) y uk+1

(j) siendo u?(e) las

componentes del vector uk de multiplicado---
res, definido en la iteracionk-&sima, en fun
cién de la planta e elegida en dicha itera--
cibn, y u§+l(j) las componentes del posible

vector de multiplicadores a definir enlaite
racién k+l-ésima si elegimos la planta j, po

demos definir el fndice:

pj(uk+1)= Z(u}i‘”(j) - dfe) vies ()
i€T

que puede interpretarse como la ventaja de -
incluir el emplazamiento j-&simo en la solu-
cidn, es decir, incorporar j a J*, conjunto

de las plantas seleccionadas, para el conjun
to de multiplicadores uk+l, con respecto al

conjunto uk

En funcidén del indice (11) la heuristica ---
greedy procederia en cada paso a elegir la -
planta que tenga el menor valor del indice -

+
Dj(uk 1), es decir:

PROPOSICION 3,1

En la etapa k+1 de la heuristica se eli
ge la planta jkeJ - J"tal que:

+
p. (uk l)=MIN {p.(uk+l

)} (12)
Ix jeg - J*
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y se incorpora al conjunto J% de plantas
seleccionadas:

)

J* = J* U {jk}

La justificacidn de esta proposicidn estriba
en que si la sucesidn de valores de los mul
tiplicadores es decreciente:

+
uk ls uk , VieI, la planta con el menor in-

i i
k1

dice pj(u ), es la que m&s contribuird a

disminuir el valor de la funcidn L(u); mien-
tras que en el caso de una secuencia estabi-

k+1 k
u;

lizada o alterna, 3i : i > ui, dicha plan

ta es la que aumentaria lo menos posible tal

valor.

La viabilidad de tal heuristica depende pues
de la posibilidad de un célculo a priori de

los multiplicadores u.

3.1, EL CALCULO DE 1QS MULTIPLICADQRES u

TEOREMA 3.1.1.
Los multiplicadores ui, i€I, para el —--

problema lagrangiano (RL1) , son de la -

forma:
dif.
u < i3 + _B;J (13)

El mejor conjunto de multiplicadores --

viene definido por:

d. f.
a.= L] i
uy; MIN c.lj + b Viel (14)
jed 3

La demostracidn es inmediata si tenemos en -
cuenta las relaciones gque existen entre la -
relajacidén lineal ordinaria y la relajacidn

lagrangiana, Geoffrion /6/, Shapiro, /7/, --
las variables duales correspondientes a las

restricciones (2), para el programa lineal -
continuo que resulta de suprimir en (P) las

condiciones de integridad (5), ﬁos proporcio
nan los valores de los multiplicadores de --
(RL1).

Si denominamos ui, iel, a las variables dua-

les asociadas a las restricciones (2), U

a la variable dual correspondiente a (3) y

un+l+j’ j€J, a las variables duales vincula
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das a las restricciones {(4) del problema (P),

el programa lineal dual de (P) es:

(Max] 2: u; - Ku (15.1)
1€1
u, - diun+l+jécij VieIl, Vijed (15.2)
SR TIPS viedg (15.3)
ui§0, Viel
u L1320, un+1+j>o, Vied (15.4)

y de (15.2) y (15.3), se deducen directamen-
te (13) y (14).

Es interesante resaltar que el valor obteni-
do para los multiplicadores refuerza el pa--
pel asignado al indice (11) en el proceso --
heuristico, ya que interpretando f./bj como

el coste de la unidad de capacidad de la ~—-
planta j-é&sima, difj/bj representaria el cos
te de satisfacer la demanda d.l del centro --
i-&simo desde la planta j-é&sima, y u, repre-
sentarfa el coste total, incluyendo el trans
porte. Por lo tanto, el indice pj mediria en

tonces la diferencia de costes totales.

Del teorema anterior se desprenden tres coro

larios qgue afectan a las plantas

COROLARIO 3.1.2

Las variables duales asociadas a las =--

plantas satisfacen la relacidn:

i ij
un+1+j z d (16)

y en el S8ptimo del problema dual conti-
nuo:

u, - cyal £
= Max | ————1}= 17 vies (17)

i€l d 5

Un+1+5
Consecuencia directa de (15.2), de las condi
ciones de maximizaci6n sobre (15.1) y del --
teorema de holgura complementaria para la —-
programacién lineal, que implica un+l=0 (de
hecho, para el problema continuo, si se sa--
tisface la condicién (6), la restriccién (3)
es redundante) .
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COROLARIO 3.1.3

Los costes reducidos w_. asociados a las
plantas vienen dados por;

w, = £, - bjun+l+j Vijed (18)

Que es tambié&n una consecuencia de las condi

ciones del teorema de holgura complementaria.

COROLARIO 3.1.4

La suma LB = 2: Gi
i€T

proporciona una -

cota inferior para el valor Gptimo del
problema (P).

La conclusidn es evidente a partir de (14) -
del teorema 3.1.1.

Una vez establecida la manera de calcular --
los multiplicadores ui, podemos definir un -
proceso secuencial de célculo de los iIndices
pj(uk), que segfin la regla definida en (12)
nos vaya eligiendo en cada etapa una planta,
hasta definir un conjunto J* de plantas que

satisfaga la condicién (6).

4, HEURISTI SELECCION PLANTAS

(Primera fase)

PASO O (Inicializacidn)

Hacer k=1, Jﬁ =g
Definir:
X dif.
uy = MAX {c,, + —1 Viel (19)
i okt ij b,
jedJ J

Ir al PASO 1

PASO 1 (Seleccidn de plantas)

Calcular:

k dif' k *

pj(u )= (cij + —Erl-— uy) Vi€d
i€l 3j
(20)

En contrar:
P =P W) = MIN+{P.(uk)} (21)

Jk j¢J‘ J
Hacer:
= Uy
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Si:

T .

1<k vy & b.>
I ez

jeJ"
FIN DE LA PRIMERA FASE.

Si u?=ﬁi , Vi Ir al proceso de
asignacidn (tercera fase).

En caso contrario ir a la segunda
fase.

En caso contrario ir al paso 2.
PASO 2 (Redefinicidn de los multiplicadores)
Hacer k=k+1

Calcular:
k k-1
.= ou,

i

difj
+MIN (0,0,  + “"E‘E:l - kT
k-1 j
k-1
viel
Ir al paso 1.

Comentarios a la heuristica: la heuristica -
empieza eligiendo el conjunto mis desfavora-
ble de multiplicadores y escoge como primera
planta la que presenta la m&xima diferencia,
a continuacidén disminuye en cada iteracién,

mientras le es posible, el valor de cada mul
tiplicador, buscando si hay una planta que -

ofrezca un coste menor que la ya elegida.

Al final de esta primera fase podemos llegar
a dos situaciones:

a) u, = u;,

Viel.
i

Los multiplicadores calculados por la heuris
tica a lo largo de las k iteraciones coinci-
den con los multiplicadores 6ptimos defini--
dos en (14), y por lo tanto por este procedi
miento no podemos hacer nada mis.

Teniendo en cuenta la teoria general de las -
relajaciones lagrangianas, Geoffrion, /6/, --
Shapiro, /7/, como el problema (P) no posee -
la propiedad de integridad, la informacién --
que nos proporcionan los multiplicadores cal-
culados a partir del dual continuo de (P), po
dria mejorarse por otros procedimientos tales
como los de la optimizacién subgradiente. Sin
embargo hay dos razones para no continuar por
este camino en este caso. Una consiste en que,
desde un punto de vista empirico hemos compro
bado que en la mayorfa de los casos estudia--
dos, la seleccidn de plantas J* proporcionada
por la heurfstica era la &ptima, y la otra ra
z6n estriba en que, como expondremos m&s ade-

lante, este problema permite un procedimiento
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de intento de mejora de menor coste, desde el
punto de vista del cdlculo, que el de subgra-

diente (Cuarta fase).

Ordinariamente se llega a esta situacién cuan
do la estructura de costes, capacidades y de-
mandas, es tal que la funcidn:

p = 2: P.V.

je3 37 (23)
siendo .
d.f
p. = E: (c,, + =—2L - g (24)
I jex 1] b

tiene un comportamiento de tipo submodular,

Cornueijols et al., /4/, Nemhauser et al.,/9/,
Fisher et al., /10/, en cuyo caso el proble-
ma de seleccién de plantas es equivalente al

del caso sin capacidades, dado por:

2y

[MIN]
jeg 17
Z yj = K (25)
jeJ
v € {o,1}  vjeg

y por ello la heuristica lo resuelve Sptima-
mente.

b) 3ieIl: u? * u;
Al no existir una estructura subyacente como
la mencionada en (a), la heuristica nos pro-
porciona una solucidn factible pero sub&pti-
ma (aungue en la mayor parte de los casos es
tudiados quedaba siempre dentro de un inter-
valo entre el 10% y el 5% del valor &ptimo).
En esta situacién el andlisis de los costes

reducidos permite definir una heuristica de

intercambio (segunda fase), que puede mejo--
rar la seleccidn de plantas obtenidas al fi-

nal de la primera fase.

5 STI Bl

(Segunda fase)

PASO 0 (Inicializacidn)
Hacer JC = J - J

Ir al Paso 1.
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PASO 1 (C&lculo de los costes reducidos)

Calcular:

vieJ (26)
n+l+j ier dl
- ; - (27
wj fj b] n+l+g \&a:] (27)
Ir al Paso 2
PASO 2 {(Intercambio)
si: vies , w30 63C =g .
FIN DE LA SEGUNDA FASE.
Ir a la tercera fase.
En caso contrario:
Encontrar: w_ = MIN, {w,: w_<0}
SN )
jEJ
. . (27.1)
Hacer: J =J - {s}
Encontrar:
w, = MIN {w.: Z_kbfb. ;Z d;
j€Jc 1eg 3 jer
(27.2)
Hacer: J = J U{e} y Jc = Jc - {e}
Ir al Paso 3.
PASO 3 (Redefinir los multiplicadores)

Hacer k = k+1 (Se mantiene el contador

de iteraciones de la primera fase)

u? = u§_1+ MIN (O, cij +
k-1
d, f.
+ Jk-1 k-1 )
T Ty ), Vierl (22)
Ik-1

Ir al Paso 1.
Si hay plantas incluidas en el conjuntc J ,
con un coste reducido negativo, es porque --
alin hay plantas no elegidas que pueden defi-
nir unos nuevos multiplicadores u; que reduz

can el precio sombra de u de la planta

n+1+j
en cuestidn, pero las plantas potenciales --

han de encontrarse entre las no tenidas en -

).

cuenta hasta el momento, es decir en JC = J
pues las otras ya nos han proporcionado su -
informacién teniendo en cuenta cfmo hemos --

calculado los multiplicadores.

La seleccién del conjunto de plantas J nos
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’

conduce al subproblema (10) o, puesto que ya
no vamos a cambiar de multiplicadores, al --
problema:

[MIN] E: . E: C..X,. + 2: « £

jeo® per 13711 geg* 3
2 s Xy =1 viel (28.1)
jeg

(28)
> ax. <b. vieg™ (28.2)
jex 4] J
Xije {0,1} viel, VjeJ (28.3)

cuya solucidn nos proporcionard una solucidn
posible para el problema (P). Se trata de un
problema general de asignacidn para cuya re-
solucidén proponemos una modificacién ad hoc

del algoritmo de Ross y Soland, /8/, que —--~-

constituye la tercera fase.

- b, PROCES SI I

(Tercera fase)

La asignacidn de los centros a las plantas -
elegidas se realiza en dos etapas. En la pri
mera se asignan heuristicamente los centros

en funcién de un criterio de minimizacidn de
costes. Si tal asignacién proporciona una so
lucibén posible, se ha terminado el procedi--
miento, el criterio segui@o garantiza que es
Sptima para el conjunto JN de plantas. Si la
solucidn no es posible, por violar las capa-
cidades de algunas de las plantas, se entra

en la segunda etapa y se procede a una rea—-
signacién.

6.1) PRIMERA ETAPA: Asignacién directa.

' VieI definir: 1, = MIN {ci.}
jEJ* 3
Hacer: Xik= 1
Definir: %
I, = {ier: x,, = 1} , Vieg
Calcular: -
s, =b. - E: di ,» V3ET
J J i€T,
(29)

Sit 530, vies" .

FIN DE LA TERCERA FASE. Se ha encontra-
do una solucidn posible para el proble-
ma (P). Ir a la cuarta fase.

En caso contrario pasar a la segunda —-

etapa.



6.2) SEGUNDA ETAPA: Reasignacidn.

Definir: %
v = {jeJ3 sj<0}

(VCJ“ es el conjunto de todas las plan-—
tas elegidas cuya capacidad estd viola-

da por la asignacidn).

Para cada uno de los centros asignados a una
planta con la capacidad violada definimos la

penalizacién de reasignarlo a otra planta --

distinta, como la minima diferencia de cos--
tes entre la planta a la que habia sido asig
nado, cuya capacidad viola, y cualguiera de

las restantes plantas que no tienen saturada
su capacidad. Es decir, si keéV es una planta
con la capacidad violada, para todo centro -
asignado a dicha planta, ieIk, definimos la

penalizacidén de reasignarlo a otra planta co

mo:

P,, = MIN

ih heJ*—V{cih—cik>0}’VleIk (30)

y si d.>s,, entonces p,, = «, puesto que en
i "h ih

caso contrario la reasignacidn violaria a su
vez la capacidad de la h-é&sima planta. A par
tir de las penalizaciones la reasignacién de
coste minimo gue satisface la capacidad de -
la planta k, se obtiene resolviendo el pro--
blema de knapsack:

|MIN] E:

Pir 2.
i€I, ih"i
5: d.z.2-s '
ieIk i%i k (31)
z; e {0,1} , viely
La solucidn z; = 1, significa que el centro

i se ha de reasignar de la planta k a la ---
planta h,

A continuacién se redefinen I. y V y se repi
te el proceso hasta que V = #, en cuyo caso
hemos obtenido una solucibn posible para el
problema (P). Nos queda por comprobar si es-
ta solucidn es o no mejorable, para lo cual

procedemos a la cuarta fase del algoritmo.
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SOLUCIONES

(Cuarta fase) .

Una de las caracteristicas que hacen dificil
la resolucién del problema (P) es la presen-
cia de un gran "duality gap", gque hace que -
las relajaciones lineales ordinarias no pro-
porcionen muy buena informacidn, por lo cual
los algoritmos normales de branch and bound
tienen que proceder a una extensa tarea de -
exploracidn. Una estimacidn del valor del --
duality gap para el problema (P) nos la pro-
porciona la diferencia:

At = 5:.* S: c,, t E: . £ - E: ﬁi

je3 i€l 3 ges iel
(32)

donde el primer término es el valor de la -

funcidén objetivo para la solucidn posible -

hallada para el problema (P) y el segundo -

término es, segln el Corolario 3.1.3, el va

lor &ptimo de la relajacibn lineal ordinaria
del problema (P).

Si las s. definidas en (29) son las varia—---
bles de holgura del problema primal continuo

y un+l+j son las variables duales correspon-

dientes, aplicando el teorema de holgura com
plementaria al problema dual, tendria que =--
ser:

j:'* s.u =0

3€J Jntlt)

si no hubiese duality gap, por lo que en es-

te caso la cantidad

A2 - 2, s.u s (33)
jegw 3 nTt3
puede interpretarse como una estimacidn del
duality gap. Estimacidn que tiene una inter-
pretacién econdémica directa, ya que las hol-
guras Sj representan las capacidades no uti-
lizadas de las plantas jeJ* elegidas, y las

variables duales un+1+j son los precios som-

bra vinculados a la utilizacién del recurso
que representa la capacidad de la planta ---
j-ésima. Consecuentemente (33) puede inter--
pretarse como el coste adicional por la no -
utilizacidén de toda la capacidad de las plan
tas elegidas, por lo tanto cualquier selec--

cién alternativa de plantas que reduzca este



coste proporcionard una solucidén mejor para
el problema (P).

Supongamos dos plantas, la seJ" , que forma
parte de la solucidn, y la efJ que no ha si

do elegida. Si se verifica:

b ~-b =C<Z* s. , c30 (34)
s e je5 3
: Y
E:u b, ~b_+ b 2: a, (35)
jegw 7 s e jer *

un eventual intercambio de la planta s por -
la planta e en el conjunto J* de plantas ele
gidas, nos proporcionara una nueva solucidn

posible para el problema (P). Teniendo en --—
cuenta la interpretacién de los iIndices pj,

definidos en (1l1), la diferencia:

log - o]
es una cota superior de lo gue puede aumen--
tar el valor de la funcidén objetivo pero si

este aumento es menor que la disminucién del
coste esperada por la reduccibén del duality

gap como consecuencia del intercambio, es de

cir:

Ios - pe|<ssun+1+s ' (36)

entonces la solucidn que proporciona el in--

tercambio es mejor que la inicial.

Como consecuencia la cuarta y Gltima fase --

del algoritmo procede de la manera siguiente:

1) Identificar las plantas candidatas a in--
tercambiar: s planta saliente del conjun-
to J%, e planta entrante en el conjunto
J*e

b, - b = MAX {b, = b, } =¢c, c30
s € jeg* k¢g* I k
(37)
Si:
cg Zs y zhb--bs+be>/zdi 4
3% 3 jeg® J iel
|ps - pe|<ssun+l+s
Ir a 2.

En caso contrario FIN DEL ALGORITMO. La -
solucién obtenida es 6ptima.
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2) (Intercambio)

Hacer: J = (3 - {shUfe}
Volver al principio de la tercera fase --—

(Asignacidén directa) .

8 ORITMO.,

Los diagramas adjuntos proporcionan una Vvi--—
sién de conjunto del algoritmo y de sus dife

rentes fases.

9, EXPERIENCIA DFL CALCULO

El algoritmo descrito en el presente trabajo
ha sido codificado en FORTRAN IV (PLUS), e

implementado en el PDP-11/60 del Laboratorio
de C&lculo de la Facultad de Informitica de

la Universidad Politécnica de Barcelona, y

con €1 se han resuelto dos conjuntos de pro-
blemas de prueba. El primero era un conjunto
de 20 problemas procedentes de diferéntes re
ferencias bibliogr&ficas, Salkin, /11/, ----
Bitran et al., /3/, etc., o generados aleato
riamente, mientras que el segundo constaba -
de un tnico problema procedente de un caso -
real, con n=95 centros, m=20 plantas, y un -
miximo de K-5 plantas a elegir. Las dimensio
nes de los problemas del primer conjunto es-

taban comprendidas dentro de los limites si-

guientes:
Nimero de centros: 5<mg20
Nimero de plantas 2<mg10

Miximo niimero de plantas a elegir: 2<Kg6

Todos los problemas fueron resueltos por la

heuristica, que en todos los casos obtuvo la
solucidn optima, observindose que el rendi--
miento, en tiempo de cdlculo dependia fuerte
mente del algoritmo utilizado para resolver

los problemas de knapsack intermedios. En —--
nuestro caso utilizamos una versidn adaptada
del de Martello y Toth, /12/. El comporta---
miento de los problemas frente a la heuristi

ca permitid clasificarlos en dos grupos:

1) Problemas para los cuales la heuristica -
obtuvo los multiplicadores &ptimos Gi en
k<K iteracicnes de la primera fase. El --
rendimiento dependidé entonces finicamente
del algoritmo empleado en la tercera fase,

ya que la heuristica presentaba un compor



‘ START }

Inicializacion PASO O

k=1 , J" = ¢
co s k
Definir ug s

(19)

Calcular (20)

Encontrar Px !

(21)

Hacer
k =k+1

Calcular

uf (22)

PRIMERA FASE

DIAGRAMA DE FLUJO DEL ALGORITMO:

Fases primera v sequnda

(Proceso de seleccidn de plantas)
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22,

Hacer PASO 0
JgC =J -4
PASO 1
Calcular
Up4149 s (26)
wj ; (27)

Encontrar
S,Wg (27.1)

e,w (27.2)

e’

Hacer

J* = g% —{s}U{e}

Jc=Jc - {e}

PASO 3

Hacer k=k+1

L_‘ Calcular

uk (22)
1

SEGUNDA FASE
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TERCERA FASE e 23.

ETAPA 12

Definir Vier

1, =MIN {c,.}
K yegt “13

Hacer Xik =1

Definir
Ij={i€I:xij=l}
Vye g*

Calcular Determinar
s.=b.~ £ 4. “{s}
J i€l i

Vjeg* (37)

ST NO
° STOP
ST

b=l

y A{e}

NO

Definir
Hacer

v='{jeJ*:sj<o}

J* = (J*={s})0{e}

Resolver a

problema de CUARTA FASE

Knapsack,(31)

RedefinirIj y Vi

DIAGRAMA DE FLUJO DEL ALGORITMO:
(Procesos de asignacién - Reasignacién v
Test final)

= O

ETAPA 22
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tamiento de tipo greedy, debido a las ca-
racteristicas de submodularidad de la fun
cién (23). La heuristica no pasa entonces

por la segunda fase.

2) Problemas de estructura mids compleja. Des
pués de K iteraciones de la primera fase
la heuristica no ha obtenido el conjunto
Sptimo de multiplicadores y tiene que pro
ceder a la segunda fase. Desde un punto -
de vista empirico (se trata por lo tanto
de una conjetura no demostrada teoricamen
te), la heuristica parece tener un compor
tamiento de tipo polindmico en el niimero

m de plantas.

Esta conducta se ha observado sobre todo
en aquellos problemas en los que todo cen

tro puede ser, a su vez, una planta.

Los resultados obtenidos permiten conjeturar
que la heuristica disefiada puede constituir
un procedimiento de acotacidén rdpido y efi--
caz a utilizar en un algoritmo de branch and
bound, objetivo de nuestra investigacién ac-
tual.

Por lo que respecta a las dos relajaciones -
lagrangianas alternativas, (RL2) y (RL3) he-
mos de resefiar que debido al papel del multi

plicador u comentado en el corolario ---

’
3.1.2, 1la ﬁziajacién (RL3) no presenta ningu
na ventaja respecto de la relajacién (RL1).

La relajacién (RL2) conduce a problemas de -
seleccidén miltiple que, en un primer anili--
sis no proporcionan estas mejoras que las de
(RL1), aunque es un camino no cerrado en el

que aun estamos trabajando.

10. OBSERVACION ADICIONAL.

Con ocasién de un seminario con el profesor
S. Martello, discutiendo con &1 la utiliza--
cidén de su algoritmo para los problemas de -
knapsack intermedios, vimos que una vez defi
nidos los multiplicadores Sptimos ﬁi, segln
(14), el problema de seleccidn de plantas po
dia formularse como:

[MIN] 5:

p.(W)y.
jeJg J J
2 v
jeg
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5: bjijD D = 2: d (38)

Je€JT ieI

yje{O,l} vied

que se trata de un problema de knapsack con

la restriccidén adicional 2: v.<K, con una
. jed

funcidn objetivo definida en (24).

En el algoritmo se sustituyen entonces las -
fases primera y segunda por un algoritmo de
knapsack convenientemente modificado para in
cluir la restriccién adicional. Las fases -~

tercera y cuarta no se modifican.

Esta variante tambié&n ha sido codificada en
FORTRAN IV (PLUS) e implementada enel ~-—---
PDP-11/60. Tambi&n se han resuelto con ella
todos los problemas test, pero dadas las di-
mensiones de los problemas de knapsack que -
aparecen para estos datos, en la sustitucién
de las fases primera y segunda, no se obser-
v6 ninguna diferencia significativa en los -

tiempos de resolucién.

1, AG IMI

Agradecemos las observacion es del anSnimo -
referee, que nos han permitido subsanar algu
nos errores formales y omisiones de la prime
ra redaccidn, y mejorar, consecuentemente, la

versidn definitiva.
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