NEOPOLARES DE PROBLEMAS DE EMPAQUETAMIENTO
SOBRE SEMIGRUPOS
JULIAN ARAOZ

Los neopolares permiten caracterizar las caras de un poliedro combinatorio como vértices de
poliedros altamente estructurados.

Esto sirve para generar planos de cortes y para obtener propiedades duales en problemas de
programacidn entera. Gomory caracterizé neopolares para problemas sobre grupos, Ardos en ——
"Polyhedral Neopolarities" extendid estos resultados a semigrupos de cubrimiento.

En este trabajo se caracterizan neopolares importantes de semigrupos de empaquetamiento que
ineluyen los problemas de empaquetamiento de conjuntos y su generalizacidn a enteros.

{TRODUCCION

Los prablemas de optimizacién sobre grupos fueron in- 2.4. Teorema: P es a-cerrado si y sblo si --
troducidos por Gamory /4/,/5/./6/ y generalizados a -
semigrupos por Ardoz /1/, aqui también se cbtienen -~
los neopolares, pero para semigrupos que admiten una 2.5. Lema: p% tiene dimensién completa y vér
estructura de orden parcial especial, usando a-pola——
ridad. También se puede usar la teoria de antibloguea
dores de Fulkerscn /3/. Una mayor discusién de esta polaridad y

0 € P.A

tices.

las pruebas de las propiedades se encuen
Parte de este trabajo fue presentado en Ar&oz /2/. tran en Ar&oz /1/, Rockafellar /7/, ----
Stoer y Witzgall /8/.
2. o-POLARIDAD
2.6. Sea P un poliedro a-cerrado. Llamamos a

n Lo i - pol de P:
Sea PCR, definimos como P%(el a-polar de P) un poliedro @ un a-neopolar

el conj <
njunto. Si el conjunto de vértices de p® ests --

n contenido en el conjunto de vértices de
2.1. = . .
p {yeR": x.y <1 para todo xeP} Q. Cuando los conjuntos de vértices son

P es a-cerrado cuando P = p““' iguales Q es un a-neopolar estricto de P.

2.2 si . ' Por el lema (2.3) P = P®*® es el conjunto
2. i P es un poliedro con vértices, de di

mensidén completa, con conjunto de vérti
ces V y conjunto de rayos extremos R, - {vx < 1, v es un vértice de 0

de soluciones a:

las siguientes propiedades se cumplen. rx 0, r es un rayo extremo de Pa},

. B0 i y el sistema es irredundante cuando Q es
2.3. Lema: P es el conjunto de soluciones a .
un a-neopolar estricto.

VXK l, veVv, v

ry <0 reR. 3, SEMIGRUPOS DE EMPAQUETAMIENTO

Yy este sistema es irredundante, A
3.1. Un semigrupo de empaquetamiento es una -

- ggéién Arafz - Institut fir Okonometrie und Operations Research - Universitit Bonn - Nassestrasse, 2 -
0 Bonn
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5-upla:
(S,b,»,+,<) tal que,
3.1.1. (S,+) es un semigrupo abeliano
finito. ’
0 #byb,» e S.
3.1.3. ®» + h = « para todo h € §

3.1.4. < es una relacidn de orden par-
cial estricta en S.

3.1.5. 0 < h < b < « para todo
h ¢ 8 -{o,b,»}.
s < h implica s+g < h+g para to

do g € S, tal que g,h+g # =.

Denotamos por N el conjunto de los na-
turales y por Sp el conjunto S -{o,x}.

3.2. Ejemplo: Sea beNn, Sl =

= f{aeN®, agb}; s=sluf«)}. Defi-
nimos a+a = ® cuando a+a1 no es menor
o igual que b, y como a+a1 en otro caso.
Como relacidn de orden usamos el orden
parcial candnico en Sl v a<e para toda
aes'. Es facil comprobar que (S,b,»,+,<)
Satisface (3.1.1.) a (3.1.6.).

3.3. Lema: Para todo heSp, existe keN tal --
que k.h # » y (k+l).h = =

Demostracién: Como 0<h por (3.1.5) tene
mos que i.h < h+i.h a menos gue i.h=» -
por (3.1.6). Como |S| es finita existe

i tal gque i.h=» ,sea j=min {i:i.h=e}, -
j>1 porque h#w, k=j-1 satisface las --
condiciones. A

3.4. Denotamos por k(h) el entero k del lema
(3.3.) para heSp. Por (3.1.5.) k(b)=1.

3.5. Sea ACSp, denotamos por:

N® = {<taeN:aeA >}

Definimos r:NA + 8§ como:

r(t) = 2 t,.a, para todo ten®.
acA

Tenemos que r(0) = 0 y si t,tleNA

r(e+tl) = r(t) + r(th.

Sea 6h = < Gg =1, 62 = (0 para h#aeh>,

r(s® = n.
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3.6. Lema de sustitucidn: Sean t,tl,tlleNA,

si t1  t, vy r(tll) < r(tl) tenemos que
r(t—tl+t11) g r(t), y la igualdad vale

cuando r(tl) = r(tll).

Demostracidn: t—t1 € NA

r(t) = r(t-ti+th) = r(e-th) + reh.
sir(th) » r(t*y, por (3.1.6.)

r(t) = r(t—tl) + r(tl) > r(t—tl) + ----

+r(etl) = re-tteeth

sir(th) = reth

r(t) = rit=th) + reh) = r(e-th) + r(eth

= r(e-tt + t'hy.

A

Corolario: Sean t,tl e N* .si —-

t1 € t, entonces r(tl) g r(tv).

Demostracidn: Como t—tl £t vy
r(0) < r(t—tl) por el lema -----

(el = r(e-(e-th) ¢ r(v).

3.7. b & h denota el conjunto de soluciones

x de h + x = b=

3.8. El1 b-complemento de h, denotado por ﬁ,
satisface he b h y h+ g < b impli
ca g < h.

3.8.1. Si existe h es fGnico, porque si
existe h!

=1

h+h b implica --
h<h ft

y h+h < b implica --

=y

1 < h, por lo tanto h = 51.

3.9. h es un terminal si h # @y

h+ g< b implica g = 0. Por (3.1.6) b

es terminal.

3.10. Un semigrupo es b-complementario si -

todo elemento finito tiene un b-comple-
mento.

3.11. Lema: En un semigrupo b-complementario
el Gnico elemento terminal es b. Ademis

se cumple h=n

Demostracidn: Sea h un elemento terminal
entonces b v h es vacio y h no existe.
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Como h + h = b, h ¢ ﬁ, si h <h por -—-
(3.1.5) h + h<h+h=»b que es una --

contradiccién. Por lo tanto h = h. 4

3.12. El ejemplo (3.2) es b-complementario -

4

con a =b - a.

S iRE SEMI--

GRUPOS .,

4.1.

4.3.

4.4.

Se llama programa de empaquetamiento --

(A,b,c) sobre (S,b,»,+,<), al problema

maximizar ct

para t e NA que satisface

rit) =2 t,-ag b.
aeA
Donde A C Sp y ¢ es un vector de reales
no negativos.

Si el semigrupo de empaquetamiento es -
el del ejemplo (3.2) el programa es el
mismo tratado en Ar&oz /1/ capitulo 7,-
y el problema elisico de empaquetamien-—
to de conjuntos corresponde en este ca-

so a: b = <ta =1, a & A>.

Denotamos por F{A,b) el conjunto de so-

A

luciones factibles {t ¢ N, r(t) ¢ b} y

por C(A,b) la cépsula convexa de F(A,b).

Lema: F(A,b) es finito y C(A,b) es un -
poliedro acotado.

Demostracidn: Como cada t € F(A,b) sa--

tisface 0 ¢ t, < k{a) (ver (3.4)), tene
mos que:

|F(a,b)| <7 (k(a) + 1) <o,
A

F(A,b) es finito. La cépsula convexa de
un conjunto finito de vértices es un po
liedro acotado. A

Lema: C(A,b) es un poliedro de dimensidn
completa y con vértices que es a-cerrado
Ademas §2 ¢ F(A,b) para todo a & A.

Demostracién: O,Ga e F(A,b) para todo -
a e A porque r{(0) =0<b vy r(s? =
a <b por (3.1.5). Por lo tanto C(A,b)
tiene dimensién completa. Como C(A,b)
estd en el cuadrante no negativo tiene
vértices, en particular 0 es un vértice.
Por lo tanto podemos usar el teorema —-
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{2.4) v c(a,b) es a-cerrado. A

4.5. Lema: El1 a-polar de C(A,b) es

4.5.1. c*(a,b) = {m:mt < 1 para todo

t € F(A,b)}

Demostracién: mt € 1 es vélida para ---

Ca(A,b) por(2.1). Como los vértices de -
C(A,b) estdn entre los puntos de F(A,b),
y siendo C(A,b) acotado, por (4.3), no -
tiene rayos extremos, por el lema (2.3)
el sistema en (4.5.1) define Ca(A,b). A

c*(a,b) tiene dimensién completa y vérti
ces por el lema (2.5). Denotemos por V
su conjunto de vértices y por R su con--

junto de rayos extremos.

4.7. Lema: R = {~-6%:aen}.

Demostracién: Por (4.5.1) los rayos de -

CQ(A,b) corresponden a las soluciones de
rt { 0 para todo t € F(A,b). Como t » O,

52 son rayos para todo a € A, si proba
mos que los rayos r son menores o igua--
les que 0 los rayos extremos serfn los -
a

< O.

-62. Pero como 82 ¢ F(A,b) r, = ré
A

4.8. Teorema: Sea V el conjunto de vértices

de c*(a,b).
C(A,b) es el conjunto de soluciones x -
al sistema.

4.8.1. vx<Kl1l, veVy xa »2 0, aeA

y este sistema es irredundante.

Demostracién: C(A,b) es a-cerrado por -
(4.4) y c*(a,b) es de dimensién comple~
ta y con vértices por (4.6). Usando el
lema (2.3) con P=Ca(A,b), un sistema --
irredundante para pa = c**(a,b) = C(A,b)
es

4.8.2. vl veV, v#DO

4.8.3, -§°

x €0 aed (por (4.7))
Como (4.8.3) es equivalente a X, > 0 pa
ra todo a € A, s6lo necesitamos probar
que v # 0 para todo v € V. Pero como --
Ot < 1 para todo t ¢ F(A,b), 0 no es un
vértice c*(a,b) por (4.5). A



4.9. El vector m es propio cuando 7 es un -
elemento maximal de Ca(A,b).

4.10. Lema: Los vértices de Ca(A,b) son pro-

pios.

Demostracién:Sea 7 ¢ C”(a,b) un elemen
to no maximal, por lo tanto existe ---
v € Ca(A,b),v #my v »mm. Por (4.7) -
T-v es un rayo de Ca(A,b), es decir --
T +7 - v € C¥A,b). Como T = ——————==~

= %(2“ - v) + % v, T no es un vértice.
A

5, SUPERADITIVIDAD Y COMPLEMENTARIDAD.

En esta seccidn demostraremos que las caras
de un problema de empagquetamiento son super-
aditivas, complementarias y mondtonas. Esto 5.3.
provee una fuerte caracterizacidn de estas -

caras.

5.1. Lema: Sean s,t € NA tal que s € t y t
es una solucidn Sptima del programa —---
(A,b,c).

cs es igual al m8ximo de ch para todo
h e N tal que r(h)<r(s).

Demostracién: Sea r(h) € r{(s), por el -

lema de sustitucidn (3.6), 5.4

r(t-s+h) (r(t) < b, esto es t-s+h ¢ F

(A,b) .
5.5
Por tanto c{t-s+h) = ct-es + ch € ct -~
porque t es Sptimo. Es decir cs » ch. A
5.6
5.2. Lema: Sea 7 un vector propio del progra
ma (A,b,c). Para todo a € A, existe ---
le F(A,b) tal que m1l = 1y 1_ > 0.
a
5.7.
Demostragidn: Sea
F=F(A,b) n {ten t > 0}.
5.8.
F no es vacio porgue 6% ¢ F(a,b) por --
(4.4) .
Sea k = k(a) (ver 3.4) y e=min. I_Et-

teF

Si demostramos que (n+e6a) t<1l para to-

do teF(A,b), es decir, m + es? ¢ C*(A,b)

e tiene que ser 0 porque 7 es maximal y

T+ es? P n.lExiste, por lo tanto 1leF -
~-ml

tal que e = = 0.
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Como 71 = 1y 1a > 0 el lema quedaria -
demostrado.

Sea t € F(A,b),
(m + eéa)t =nt + eta.

Que es menor o igual que 1 si ta =0 —--

porqgue HECQ(A,b). Si ta > 0

l-7t
k

TE + e t g Tt o+ t, € TE o+ (1-wt)=

=1

l-7t

porque teF, e( x Y ta < k por elec

cidén de e y k. En ambos casos ——-——-----

(n + et ¢ 1. A

Lema: Para todo vector propio T, T, es
el miximo de wh sobre h ¢ NA tal que --

r(h) < a.

~N

Demostracibén: Sea aeA y T propio. Por -
(5.2) existe 1 € F(A,b) tal que 7l =1

y 1a > 0. Por lo tanto ml es el Sptimo

de 1t sobre F{(A,b), como 0 < 62 ¢ 1 -—

~N ~N
usando el lema (5.1) Ty = 6% = max Th

sobre h € NA tal que r(h) r(s?

~

) = a.A

Teorema: Sea (A,b,c) un programa de em-

pagquetamiento y T un vector propio.

m satisface las siguientes condiciones:

Si aeA y a es terminal (ver (3.9)) ----

Ty = 1. En particular si beA, o= 1.

1-
. Monotonia: Para todo a,a €A tal que ---

1
aja es T_ >7Mgl.

1 11 11
Superaditividad: Si a,a ,a €e Ay a =

1

a + a entonces m_ + m_ltgew !}
a a $'a

Complementaridad: Si a,acA, donde a es

el b-complementario de a, entonces —----

m_ 4+ = = 1.
a a

Demostracibn: De(5.5): por (5.2) existe
teF(A,b) tal que 7t=1 y t_ >1. Por lo tan
to r(t)=r(t-§%) + r(s?) < b como a = ---

= r(éa) es terminal, r(t—da) = 0, lo que
implica t-62 = 0, o sea t=6a, y Tt=n63=

=" 1.

&
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Como b es terminal 1 =1,

b
1 al
De (5.6): como a = r(6?) < a, por ---
4l
(5.3) T = né € Ty

De (5.7): por (5.3) tenemos que naI’ =

11

max mh sobre heN® tal que r(h) ¢ a . -
1

Como a+a =

11

1 1
r(s%+6%) ¢ a 1t om (6% ) =

De (5.8): como a+d=b, §3+63 ¢ F(A,b), -
asf que 7 (8% + §% = Tt 75 < 1. Ademés
por (5.2) existe teF(A,b) tal que mt=1

Yy t,>0; por lo tanto r(t) = r(t-89+6%)=

= r(t—Ga) + agb.

Como a es el b-completo de a, debe ser
r(t-6%) < a, por el lema (5.3) —~—=—m=

m(t-6%) ¢ T3 + 1o que da

a .
LIN + "5 > T + m(t-8%) =

= (8% + £t - &Y = 1t = 1. A

6. PROGRAMAS MAESTROS DE FMPAQUETAMIENTO

El programa (A,b,c) es un programa maestro -

cuando A=Sp. En esta seccidn solo considera-

mos programas maestros.

6.1. Lema: Si ﬂERé satisface ﬂa=l para todo

terminal a, n_ + w_! < 7® !
a a ¢

ata

1 1
para todo a, a tal que a + a < b en--

tonces neCa(A,b).

Demostracidén: Dado w que satisface las
condiciones en el lema, supongamos que
ntca(A,b). Esto es, existe teF(A,b) tal
que mt>1. Tomemos 1 que satisfaga.

L1, = min{ Z ta} , donde
ach teF aeA

F = {teF(A,b) : 7t > 1} .

Caso 1: Supongamos 1 = e para algtin -~
acA. a no es terminal porque 6% = =

1 asi que existe h # 0 tal que a + h £ b.
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Sea h un valor maximal, entonces a + h
rmin L Lt 0, m_+ --=--
es un terminal y a’ ™ 20, a

Ty < T < 1. Por lo tanto LIRS 1.

Caso 2: Sea X 1_ > 2. En este caso --

acA
1 al

existe a, a € A tal que 6% + 3 < 1.

1 -
Por (3.6.1) a + a =

) 1
= r(s% + §%) £ r(l) ¢ b, por lo tanto
1 1 11 _ 1
Tt T < Tora * Sea a a+ a, el
1 11 1
vector 1 =1 + 6% - §2 . §% gatisfa-

1

ce{por 3.6) r(l ) ¢ r(l) ¢ b, es decir
1 1

1 eF(A,b) v M1 =

1
Mo r_ - 51 > 1(1 e F)

=7l + 7
a a a

1
Esto es absurdo porgque 3 1 = m———ee

a
acelA

= 3 1_+ 1-2 < T 1_. A
ach a acA a

Ahora tenemos todos los elementos para
caracterizar neopolares de programas ma
estros.

Teorema: El poliedro PS = —===-ee————o

= {m ¢ Ri 2T, = 1 para todo terminal a;

11

1
cuando a+a <b} es un
a+ta

1
e + T ™
a a <

a-neopolar de C(A,b).

Demostracidn: Por el lema (6.1) PS esta

contenido en CG(A,b).

Sea v un vértice de Ca(A,b), como v es
propio (lema (4.10)) v pertenece a PS -
porque por (teorema 5.4), v, = 1 para -
todo terminal a (por (5.5)) y

1
1 1
v + v cuando a +a < b or
a Va € Va+a N p

(5.7)). Por lo tanto v e PS, ademis v -
es un vértice de PS porque PS estid con-
tenido en Ca(A,b) y v es un vértice de
c*(a,b). A

Teorema: El poliedro PSM =
A 1 !

= n :
PS {m e R, : m, » ", cuando aja }

es un a-neopolar de C(A,b).

Demostracidn: Es igual que la del teore

ma (6.2) usando en (6.3) las condiciones
(5.5}, (5.6) y (5.7). A

6.5. Teorema: El1 poliedro PSC =
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A
PS N {7 ¢ R, : T, t T3 = 1 aeh, a#b,

a el b-complemento de al es un a-neopo-
lar de C(A,b). Si el semigrupo es b-com
plementario, PSC es un o-neopolar es—--
tricto.

Demostracidn: La demostracién de que es
un oa-neopolar es igual al teorema (6.2)
usando en (6.3) las condiciones (5.5),-
(5.7) y (5.8). Supongamos que el semi--
grupo es b-complementario y sea v un --
vértice de PSC, debemos probar que v es
un vértice de Ca(A,b). veCu(A,b) por -
'(6.1), si v es maximal v es una combina
cién convexa de los vértices de Ca(A,b)
(porque los rayos son negativos no pue-
den intervenir en un punto maximal) pe-
ro como estos vértices pertenecen a PSC
(por teorema (5.4)) la inica posibili-~
dad es que v sea uno de ellos.

Supongamos 7 propio y w»v, por (5.4) --

TePSC y m BV, T »>vy para toda aed, a#b,

a
pero m_ + "y = 1, por lo tanto m_ = v

a a
para todo a#b. Como ﬂb=vb=l tenemos que

mT=v. A

Z, CONCLUSIQONES

Los resultados mis destacados de este traba-
jo son los teoremas (5.4) y(6.4) que caracte
rizan la superaditividad y complementaridad
de las caras de C(A.b) y dan un a-neopolar -
estricto (que es minimo) para semigrupos ---
b-complementarios. Estos proveen una genera-
lizacibn consistente de problemas de empaque
tamiento de enteros que se consique por una
buena caracterizacidn de relaciones de orden
en el semigrupo v la definicidn de b-comple-
mento.

Quedan como problemas abiertos una estructu-
ra de orden que permita unificar las teorias
de semigrupos de empaguetamiento y de cubri-
mientos (Ardoz /1/) y un estudio y caracteri

zacidn de los semigrupos de empaquetamiento.
También conjeturamos que el poliedro PSC del

teorema (6.5) es siempre un a-neopolar estric
to.
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