UN ALGORITMO DE ENUMERACION PARA EL PROBLEMA KNAPSACK

F. RUIZ DE FRANCISCO Y J. LARRANETA

En este trabajo se presenta un algoritmo de resolucidn del problema de Knapsack basado en el

andlisds de una secuencia de problemas, denivados del original, desarroflando un criternio que
relaciona La admisibilidad entre efos. Este algonitmo es de enumeracin implicita; examinan
do sucesivamente soluciones Lexicoghdficamente ordenadas con critenios de dominancia y optimd
Lidad. Mediante experiencias computncionales se comparan Los nesulitados de este algonitmo --

con otrhos bien conoeldos.

1, INTRODUCCION

El programa lineal de una restriccién

N
max E: C.X.
j=1 33
N
S.a. Z a.x_.<b (1
j=1 J 3

xj >0, entero

donde b,cj y aj son todos ellos nGmeros ente
ros positivos, se conoce como problema —----
Knapsack. Una amplia revisibn sobre el te-
ma se encuentra en /1/.

El problema (1) puede reformularse como

maximizar z
N

sujeto a Z CLX. > 2
=1 J3
J
N (2)
2: a.x.<b
=1 33

Xj >0, entero
Siendo pj = cj/aj, y renumerando las varia -«
bles si fuera necesario, se asume que pj_<p.

3
para i<3j con b = 0.

2, TERMINOLOGIA Y NOTACION

Aplicando secuencialmente la té&cnica de eli-

minacién de variables de Fourier-Motzkin a -

las restricciones de (2) obtenemos el siste-

ma equivalente de ecuaciones,

N (3)

con p desde 1 hasta N. N&6tese que el sistema
(3) tiene 2N ecuaciones, y que los coeficien

tes que en €1 intervienen toman los valores:

P+l = P ay - a b
Pl Py —p P
P P
con
1 1

Ck=Ck Y

En el sistema (3), de 2N ecuaciones, las dos
primeras (en las que p=1) son las originales
y las restantes relajaciones sucesivas, pues
to que las soluciones xj han de ser enteros
no negativos.

Reescribiendo los coeficientes Ci vy zP en

términos de los originales de (1), obtenemos

que

cP = (c, a - a, C ). aj.a,. ... . @

k k “p-1 k “p-1 1°°2 p-2
7P =z a -1~ bec

- p_1)..al.a2. cee s ap_2

Por tanto, el sistema (3) es a su vez equiva
lente a
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N

+ b p >z

{py —p__q)a, X% _
= kel Tk p-1
(4)

ii

a, x, <b

k=p k 7k

parap =12, ..., N.

En base a estas relaciones definimos los si-

guientes conceptos.

- Un par (z°,%x%, conX°=(x?, x;, e Xg)es
admisible si satisface las restricciones de
(1) . La solucién Sptima del problema Knap-
sack (1) se denota por (z*, X*).

- Un par (zO,XO) es g-parcialmente admisible
si satisface las eéuaciones de (4) en las

que p=>gq.

- Una extensién de un par (zO,XO) g-parcial-
mente admisible es cualquier par (zo,Xe)
donde las coordenadas de los vectores X°
vy x° son idénticas desde la coordenada q
hasta la N.

- Para cualquier par (zo,Xo), el resto rq se

define como

N
o O, _ _ (e}
rq(z LX) :ggé (ok pq_l) a x, +
+ b - 2°

De acuerdo con estas definiciones se observa
o O
que un par (z ,X ) de componentes enteros po

sitivos es g-parcialmente
lo si rq(zo,xo) >0.

admisible si y sé

Asimismo, definimos el problema g-Knapsack

como

maximizar z

N
sujeto a - a, x, + b >z
J é;é(ok pq_l) x X Pa-1
i% (5)
a, x, <b
k=p k Tk
>
Xq’xq+1’ ey XN 0 entero.

Finalmente, empleamos |a| para denotar la par
te entera del nfimero a.

3, RESULTADOS

Teorema.~ Sean (zl,xl) vy (zJ,XJ) pares O6pti-

mos para los problemas i-knapsack y j-knap
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sack, respectivamente. Entonces,

1°.- i<§ implica z  <zJ ;
N

2°,- si 2: a xl = b, entonces z* = zl y
K1 k Tk

Argumento:

1°) Segfin la definicidn del resto, para ---

cualquier par i~-parcialmente admisible (z,X).

rip(Z2X) - (2% = (o -py g) (b=
i
- a, x) (6)
k=1 X K
>0

dado que pi> por la ordenacibén de los -

’ 1i~1
datos en (1), y

N
2: a, x,<b
w1 k Tk

Como ri(z,X) representa la holgura de la pri
mera restriccién del problema i-knapsack (5),
v ri+l(z,X) tiene el mismo significado para
el problema (i+1l)-knapsack, el hgcho de que

. ; i
ri+l(z,X)>=ri(z,X) implica gque 2z~ es una co-

ta inferior de zl+1, soluciones respectiva--
mente 6ptimas de ambos problemas. Por induc-

cidn,

2t < 2d si i

A
.

2°) Segfn (6),

N
£ (2,%) - r; (2,0 = (p,_=p;_ ) (b - ki_:
=i
11
A ¥k " 3j-1 Xjop)
Para el par (z*,X*) tenemos que
* =
a) x¥ 1 0
N
b) 2:7ak xi =b
k=1
Por tanto ri(z*,X*)-ri_l(z*,X*) = 0. Por
induccibn
ri(z*,X*) = rl(z*,x*)
Ademé&s, ri(z*,X*) = ri(zl,Xl) puesto que ---
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i
z* = z7 y las coordenadas de los vectores X¥*

vy X' son idénticas desde la i hasta la N.

Teniendo en cuenta gue (zi,Xi) es la solu --
cidén 6ptima del problema i~knapsack, (z*,X*)
es admisible para el problema l-knapsack, y
z* <zi de acuerdo con el apartado 1°). Lue-
go, (z*,X*) es la solucién Sptima del proble
ma l-knapsack.

Corolario 1.- Sea el par (zl,Xl) i-parcial--

mente admisible. Para cualquier extensién

o i . .
X~ de X7, el par (zl,XO) es (i-1)-parcialmen

te admisible siendo x? = x> para todo j>1,

si y sblo si

o] i1

a;_1 X3_q *+ ri(z , X )/(Di_l-pi_z) >
N

2b - a X =a; 4 XO‘—l
k=1 + .

Argumento: la primera desigualdad es equiva-
lente a

i Lo
rl._l(z ,X7)=20.
La segunda procede de imponer gue

ii
(o]
a, x.<b. //
k=i-1 £k

Corolario 2.~ Si (zl,Xl) es i-parcialmente
admisible y

ii
b - a, x
k=1 ¥k

es un mGltiplo de a; _qr entonces el par

(z* +lr, (2", x ], x%

es l-parcialmente admisible, siendo
i .
xj para i<j<N
N
i L
X, = (b-—g;_ ay xk)/al.__1 para j=i-1
=i
0 para 1<j<i-2
Argumento: Tenemos las siguientes igualdades,

i
r

i1

—Iri(zi,Xo)l
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(2t e 20 [0 = 2T e 2R 30 | x)

(zi,XO)—Iri(zi,Xo)l

= ri(zl,XO)—[ri(zl,XO)|
N
o
( Z: a, X, = b)
k=i-1 * K

=0//.

4, ALGORITMO

Usando los resultados anteriores se propone
El nficleo del

algoritmo consiste en comprobar si, dado un

un algoritmo de enumeracién.

valor zo, existe un par (zO,XO) admisible pa
ra el problema (2). En cada iteracién del -~
algoritmo, z° se selecciona como valor medio
(entero) del intervalo cuyos extremos son --
una cota superior no admisible z5 y una cota
inferior admisible zI Inicialmente, zS se

obtiene como el valor de la funcién objetivo
del problema continuo derivado de (1), redon
deado por exceso; y zI como el valor de la -
funcién objetivo para la solucidn lexicogré-
Al fi-

nalizar cada iteracidn, si se ha encontrado

fica méxima (solucién "greedy"),|2j.

un par admisible (ZO,XO), la cota inferior

zI se actualizard dandole el valor z°. si -
para 2° no existe par admisible, se actuali-
zari este valor. Por tanto, el nfimero de -~
iteraciones que se requieren para que el al-
goritmo finalice no es superior al redondeo

por exceso de (zs - zI)/log 2.

En el proceso de blsqueda de admisibilidad de
vectores lexicogrdficamente descendentes, se
inicia cada iteracién con el vector corres -

pondiente a zI.

En cada iteracién se explo-
ran, implicitamente, los vectores lexicogré-
ficamente menores que el x° correspondiente

al Gltimo par admisible (zI,XO).

Los resultados de la seccién anterior se apli
can para realizar la enumeracién implfcita de
vectores. Asf, el cilculo del resto informa
sobre si existen extensiones admisibles del

vector que se estd probando. El corolario 2

(pues xg) = 0 para 1<3j<i-2)

(por definicidn de ri(z,x))

i 0
r (28 X = (o, 0, b= ) a x)-

k=i-1

{segfin (6))
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cuando es aplicable, reduce el nlmero de ite
raciones del algoritmo al incrementar el va-

lor de la cota inferior zI

En la figura 1 se desarrolla el diagrama de
flujo del algoritmo. En &1, la variable --=-
SLAC para un determinado valor de i, recoge

la holgura de la restriccién

N
2: a, x, <b
k=1 <K

l INICIALIZAR I

Con cada uno de los algoritmos se han resuel
to 100 problemas con todas las combinaciones

obtenidas de la siguiente forma:

1. ¢ =1,3,13
max

2. b = 1000,1500,2500 y un valor aleato-
rio entre 1000 y 2500.

3. N = 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70 y 100.

Un total de 9600 problemas han sido resuel-
tos por cada uno de los algoritmos propues-

tos por:

x=x°

s__A
z =z

2P |(ZI+ZS) /2|

x, ,= | SLAC/a,
i-1 i-

1 |

A

Figura 1: Diagrama de flujo del algoritmo

5. EXPERIENCIAS COMPUTACIONALES

Se han realizado experiencias computaciona -
les resclviendo problemas con el algoritmo -

propuesto y otros ampliamente conocidos.

Los problemas resueltos se han generado alea
toriamente con las siguientes caracteristicas
a) Los coeficientes aj vy cj(j=l,...,N) se
han obtenido aleatoriamente de una dis
tribucién uniforme entre 10 y 170.
b) Para todo 1 # j, a; # a..

c¢) Para cada i, pisgp fijado en cada

max
caso.

Qtiiesti 6 ~ V. 5, n.° 2 (Juny 1981}

a) Algoritmo A propuesto por Gilmore y
Gomory |3].

b) Algoritmo B propuesto por Gilmore y
Gomory |4|.

¢} Algoritmo C propuesto por Cabot |5].

d} Algoritmc D propuestc por Ingargiola
y Korsh |6].

6) Algoritmo E propuesto en este trabajo.

Las experiencias computacionales han sido re
alizadas en un ordenador H.P,21MX y un resu-
men de los resultados esté&n en las tablas --
1(N=10), 2(N=50), 3(N=100) con los tiempocs=--
medios en segundos.
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Ret 2

dios

de tiempos me

idn

Comparac
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En la figura 2 se incluyen los tiempos me---
dios empleados por cada algoritmo en la reso

lucién de los problemas.

6. CONCLUSIONES

Al margen del algoritmo propuesto y para pro
blemas con 10 variables los tiempos de ejecu
ci6n para los algoritmos B y C son similares.
El algoritmos A es en este caso siempre mis
lento. Para problemas con 50 y 100 variables
se incrementa la eficiencia del algoritmo A
con el nfimero de variables, al mismo tiempo
que se observa como disminuye la efectividad
del algoritmo D al aumentar el nfimero de va
riables.

Una disminucidn de o
max

mento en los tiempos de ejecucién de los al-

provoca un fuerte au

goritmos A y C, siendo més moderado el efec-
to en B y D,

Respecto al algoritmo E propuesto se demues-
tra que su rapidez es superior a todos los de
m&s en mds del 97% de los problemas resuel-
tos, y sus tiempo medios de ejecucibén son --—
siempre m8s pequefios que todos los demés.

Por ctra parte su funcionamientc solamente -
esté afectado por el nfimero de variables del
problema independientemente de Pmax ¥ del tér
mino independiente. Asf por ejemplo, el ran
go de tiempos de ejecucifén va de 1.03 a ---=
1.62 segundos para los 1200 prcblemas resuel
tos con 100 variables.
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