METODO VARIACIONAL DE LOS ELEMENTOS FINITOS.
APLICACION 2 UN PROBLEMA DE DIFUSION

T. OTERO

J. VILARDELL

Se trata la aplicacidn de un método variacional de elementos finitos (Raleigh-
Ritz) a la resolucién de la ecuacibn de la difusidn de neutrones en un medio

absorbente con fuente distribuida.

Se analizan con cierto detalle los problemas de establecimiento del funcio--
nal, generacidén de malla v almacenamiento de la matriz.

Se ofrecen los resultados ohtenidos para alounos casos concretos de

geome-~

tria rectangular v cilindrica, v comparacibén de las distribuciones tedricas

que se pretendian aproximar.

1. INTPRODUCCION

La mayoria de prohlemas en ingenierfa, fisi-
ca o matemitica aplicada pueden ser clasifi-
cados como discretos o continuos. Un sistema
discreto consiste en un ndmero finito en ele
mentos interconectados, mientras un continuo

abarca un fenbmeno sobre una regidn continua

Los sistemas continuos y discretos pueden --
ser cada uno subdivididos en problemas de --

equilibrio, valor propio y propagacién:

- Problemas de equilibrio, en los acue el es-
tado del sistema permanece constante con -

el tiempo.

- Problemas de valor propio; pueden conside-
de --
equilibrio en los cuales ademis de la co-

rarse como extensiones de prohlemas

rrespondiente configuracidn de estado cons
tante, deben también ser determinados valo
res especificos o criticos de ciertos pard

metros.

- Problemas de propagacidn, que incluyen --—
transitorios y fendmenos de estado no cons
tante en los que un estado subsiguiente --
del sistema se relaciona con el estado ini

cial conocido.

Los problemas ‘de,continuo se aproximan a me-
nudo como problemas discretos. El método de

los elementos finitos es una manera de cum—-—

plir esta transformacién y resolver el siste

ma de ecuaciones resultante.

2. DESCRIPCION DEL METODO DE LOS ELEMENTOS -
FINITOS

El concepto funcamental del método de los --
elementos finitos es que cualquier cantidad
continua puede ser aproximada por un modelo
discreto compuesto de una serie de funciones
continuas segmentadas definidas sobre un nfi~

mero finito de subdominios.

Estas funciones continuas se definen usando
los valores de las cantidades continuas en -

un n@mero finito de puntos de este dominio.

La situacidn més comidn se produce cuando las
cantidades continuas son desconocidas y que-
remos determinar los valores de estas canti-
dades en ciertos puntos dentro del dominio,

llamados puntos nodales o nodos.

2.1 Discretizacidén del dominio: definicién -

de los puntos nodales y de los elementos

La discretizacifn del dominio implica las de
cisiones sobre el nfimero, tamafio y forma de
los elementos o subregiones usados. Puede di

vidirse en tres partes generales:

- La divisién del cuerpo en elementos.
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- Definicibén de los puntos nodales.
- La numeracién de los elementos y los nodos

Se debe hacer un balance entre elegir elemen
tos bastante pequefios para dar resultados vi
lidos o elementos bastante grandes para redu

cir el esfuerzo de computacidn.

El tamafio de los elementos es un pardmetro -
crucial dentro del método E.F., pudiendo lle

gaf a desvirtuarse totalmente los resultados

obtenidos si no estd dentro del margen ade-
cuado.
2.2 Tipos de elementos e interpolacibn poli-
ndmica

La regidn serd dividida en subregiones. Por

otro lado la funcidn continua en toda la re-
gidén serd aproximada dentro de cada elemento
por un polinomio. Estos dos hechos guardan -
una relacidn que es bésica en el método de -
los E.F.: el niimero de nodos que definen un

elemento debe ser igual al ntmero de té&rmi--

nos del polinomio de interpolacién.

Un tipo de elemento vendrd especificado por
su forma geométrica, el nfimero de nodos que
lo definen v el polinomio de interpolacidn -
asociado. Segfin este iltimo concepto, los --
elementos pueden ser clasificados en simplex,
complex y multiplex. La figura 1 expone algu
nos ejemplos de elementos en dos dimensiones.
En los multiplex la frontera del elemento de
be ser paralela a los ejes de coordenadas pa

ra asegurar la continuidad.

El paso siguiente serd determinar los coefi-

cientes o, del polinomio de interpolacidn. -
i

Veamoslo con un ejemplo en el elemento sim--

plex de la Fig. 1.
Partimos de

(1)

81 (X ,Y¥,), (X,,Y,), (X,,¥.) son los puntos

10 3'7°3
nodales que definen el elemento y llamamos -
¢1, ¢2, ¢3 a los valores de ¢ en los nodos,

podemos establecer el sistema de ecuaciones

SIMPLEX
5 COMPLEX 7
Yyi
6
3
Fi
1
4
Cuadritico CGbico
D= o+ 0%+ ) Z z 2 =i
(= k0 X +olyY $,= b+ x X Fapxy 4y ¢5=¢2r %«ka d
MULTIPLEX
3 7 6 5 10 9 8 7
8 #4 11s 6
124 5
L WU Y
1 2 1 2 3 1 2 3 4
Lineal Cuadratico C@bico

q): ¢4+ oc.:xg

Fig.

b =¢z+a('7ng+o(éxgz

¢= Pyt %y ng’r “/47.’“33

1

Polinomios de interpolacidn para
diversos elementos Bidimensionales
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2 T O P X, + ey (2)

b, = Gy G,Rg o+ OUY

del cual despejamos Gy, %y, @5, Sustituyendo

estos valores en (1) obtendremos

_ &
b= Nyo, o+ N,D, o+ Nybh,y (3)
donde Ny N,, N, son las llamadas funciones
de forma cue solo dependen de las coordena--
das nodales vy de las variables coordenadas.

Podemos reestructurar (3) llamando

= ~
INL o=y vy g 4

((b]
{o} = J¢ (5)
\

y nos quedard la expresién de la interpola--

cidn como

¢ = [nN] (¢} (6)

2.3 Cdlculo del funcional

Dos m&todos alternativos de plantear un pro-

blema fisico son:

- su descripcidn mediante ecuaciones diferen
ciales (ecuaciones de gobiernc y condicio-
nes de contorno)

- su planteamiento funcional.

El planteamiento funcional se basa en la mi-

nimizacidén de una expresidn integral, por --

ejemplo, la energia potencial en el caso de

cédlculo de estructuras /1/.

Si la expresidn funcional de un problema es

podemos obtener las ecuaciones de campo apli

cando la ecuacidén de Euler-Lagrange
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of d (af\
S I ) (8)
X dx kay'}

gue seri la condicién a aplicar para compro-

bar si un funcional satisface o no una deter

minada ecuacidn diferencial.

2.4 Minimizacidn del funcional

Al ser el funcional una expresidn integral -

se cumple que

rle)

=
il
Il ~13

donde P(e)

es el funcional elemental corres-
pondiente al elemento e. Al usar la aproxima
cifn polindmica (6) correspondiente al ele—-
mento e, la expresidn de F estarid en fun-
cién de las coordenadas nodales y de los va-
lores nodales del elemento. Al realizar el -
sumatorio para todos los elementos el funcio
nal F estard en funcién de las coordenadas -
nodales y de los valores nodales de todo el

dominio de integracidn.

La minimizacidén respecto a los valores noda-

les implica

[ 3F
— =0
30,
aF
S R S ——— (9)
3{¢}
3F
—_ =0
3

La resolucidn del sistema de ecuaciones (9)

permitird obtener los valores nodales {¢}.

3. APLICACION A LA ECUACION DE LA DIFUSION

Se trata de resolver la ecuacibn de la difu-
sién neutrfnica para un solo grupo energéti-
co, régimen estacionario, empleando el mé&to-
do variacional de los elementos finitos. La

ecuacién diferencial es de la forma /3/, /4/
-D{(r) A¢(r) + I,(r) ¢(r) = s(r) (10)

) flujo neutrdnico

D coeficiente de difusidn
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Za seccidn eficaz mdx. de absorcidn
S fuente de neutrones

r coordenadas geométricas
Como condicibn de contorno se debe cumplir:

a) El flujo debe ser finito y positivo o nu-

lo en todos los puntos del dominio.

b) A través de una superficie que separe dos
medios distintos en los que no exista una
fuente de neutrones el flujo y la corrien

te han de ser continuas.

c) En una interfase gue separe un medio del
vacio la corriente parcial que circule --

del vacfo al medio ha de ser nula.

Los pardmetros de la ecuacién (10) D, I, S -
se han considerado constantes dentro de un -
mismo elemento, aunque pudiendo variar de un

elemento a otro.

3.1 Expresidn del funcional empleado

1) Geometria rectangular: En el caso mis ge-

neral de tres dimensiones el funcional es
D [(3¢)2 6] 2 ap)?
P = — — + |— + |— +
o 2 iex 3y 3z) |

1 2
+ — ) 6 - s¢| av (11)
2 a

La condicién andloga a (8) para tres di--

mensiones es

of 3 of B(Bf 3 o)
R i Rt ) Bl R N PP 3

Blo} X 8¢x 8yLa¢y 32 B¢ZJ

De cuya aplicacién resulta
3% 9% 9% ;

D|— + — + — + b =S (13)
ax2 3y2 az%i a

que es la ecuacidén de la difusidn en tres

dimensiones.

2) Geometria cilindrica: El funcional es
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L 2
+ =2 r ¢° - s¢r| dv (14)
2

Siguiendo un proceso andlogo al anterior se

llega a

+ I ¢ =358 (15)

v a

dor r dr oz

226 1 a6 3%
-D

ecuacién de la difusidn en coordenadas cilin

dricas.

3.2 Notacibn matricial

Suponiendo que existieran diferentes coefi--
cientes de difusibn para cada direccidn x,
v, 2 el funcional (11) podria expresarse pa-

ra un caso mis general por

[ 1 (sqa 2 (50) 2 50
F=1 - — + D — + D — +
2 XXLBX yytay zZ 32
v
+ za¢2 - 2&% av (16)
Definiendo las matrices /1/, /2/
o |2 3 8]
{gt" = |— — —| (17)
3% 3y 9z]
PXX 0 0
[D] = | © D 0 (18)

podemos reescribir el funcional como

1
F = [ —Fg}T[D]{g} + za¢2 - 25% dv (19)
2
v 2L

y para el elemento (e)

ple) _ {v(e) z[{gm}Tl}(eq{g(e)} .\

2
R I I 2s<e)¢(e)] v (20)

verificé&ndose
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n
F= Y F (21)

Utilizando entonces la aproximaci6n dentro -

del elemento

¢(e) - {&(e{]{¢(e)} (22)

(e)

donde N son funciones de las coordenadas

(e)

geométricas y ¢ son valores nodales de la

funcidén incbgnita (constantes respecto a las

coordenadas)

(e) -
3¢ 3 .
- wle) | {¢(e)} (23)
9K 9x ]

Si suponemos un elemento con p nodos, tendre

mos
a‘1)(6) BN(e)—
Ix 9x
{g(e)} - aq;‘e" _ e fq)(e)} _
3y ’By \
|9z |3z
o () sn (@]
oo g (e)
ax Ix ¢1
an (&) an (e
= R p L=
oy Eh4
(e) (e)
BN1 ) N (e)
3z 2z CI)p

_ Eﬂ(e)]{cbm}

Sustituyendo la nueva expresidn de {q(e)} en
(20)

ple) _ [v(e) %ij(e)}TE(e)]TE?(e)}E(e)]

T— ™ -
{¢(e)} " {¢(e)} iN(e{] Ea{&(ef]

{see} - 2sEq‘“]{¢‘e’}] av (24)

3.3 Expresién del funcional elemental minimi

zado

Reconsiderando la minimizaci®én del funcional
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tenemos
oF _ 0 § rle) _ g i rfel-
a{o} 3{9} e=1 e=1 3{¢}
- R 3 F(e) (25)
e=1 3{¢ ‘)3

Consideremos la derivacién de cada té&rmino -
en (24)

3 1 T T
(e) (e) ] [ (el
o —4{0 } B ] D
afo ey L(e) 2{ [ L ]
‘ (e)’]{ <e>} dy = B(e)‘]TE)<e>:I
@ e Vo e E i
v
E(e)]{¢(e)} av (26)
N i{q)(e)}T[;(e)]T
306171 [ (e 2 L
I (e) (e)} _ [(e) *
Za|N ]{(p av o N :\

(e) (e)
|n e]{¢ e }dv (27)

.
ey Lo B o
3001 e -

_ (ev]”
" e s[v] o

v

Imponiendo la minimizacidn para cada elemen-
to

3

—__plel g Ve (29)
3%}

queda, reagrupando sacando de la integral

los términos constantes, y suponiendo

[D Le) [B e>]T

( ( E\](ejT
(e)
v
'_N(e)]dv {-Cb(e)

®
T
Ez‘e’] av (30)

[é(e{]dv + I
-
(e)
v
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que podemos representar por

[%(ei}{¢(e)} - {F(e)} (31)

siendo el sistema global para toda la regidn,
[kK]{¢} = {F} (32)

con

{¢} (33)

[}
[
I~
-
—t—
-
(]
——

tFr= ) {F(E)}
=1

donde se suele llamar a [K] la matriz de ri-
gidez y a [F] el vector fuerza, por analogia

con el ci3lculo de estructuras.

3.4 Ejemplo ilustrativo

Supongamos la difusi6n de neutrones en una -
losa doblemente infinita de par@metros D, I,
S. El1 problema estd regido por la ecuacidn -
de campo monodimensional

d?

=D — ¢(x) + I ¢$(x) = S (34)
dx?

Por simetrfa estudiaremos sélo la mitad de -

la regidn.

Tomamos el elemento simplex monodimensional

¢ = o, + a.X (35)

M, (2} (3), (4)
////'1 2 3 4 5

Figura 2 .- Elementos monodimensionales
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Imponiendo
o = R _ byEpmhy, W
1T % T 0%y 1 % X.-X
2%
36
6,0, (36)
2 T %y ToegX, “ T x.=x

Y sustituyendo (36) en (35) obtenemos las --

funciones en forma

ple) = {&(eil{¢(e)} (37)

con

El planteamiento funcional equivalente a --

(34) seria el expresado por (24) siendo

o] -
[%(e{]

dv = dx, considerando una unidad de

r -1 1 7
| X,=x, x2-xrl (39)

superficie | a x

Efectuando las integraciones adecuadas se ob

tienen las expresiones de,

la longitud del elemento, y que las matrices

elementales son simétricas.
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Para el primer elemento tendrfamos kip kgg 0 0 0
(1) (1) = (1) L (1), (2) (2)
ki L o 0 0 ka1 Ko R4 k12 0 0
(1) (1) _ (2) (2) ,(3) (3)
L3 ky, 0o o0 0 (K] =1 0 136 Ky R L 0
(] 2 0 0 0o o o 0 0 k3 3 ) (@)
N 21 22 711 T2
0 0 0 0 0 (4) (4)
—0 0 0 k21 k22_1
o 0 o o o (44)
? (42) f21)
ff1)
f2(1)+f(2)
(1)
f2 (2) (3)
(F} = 9£,77+£.77%
{Fm)} N
£l eg (4
0
(4)
0 i

puesto gue los nodos 3, 4, 5 no intervienen

en el sistema de ecuaciones elemental del -- 4: CARACTERES DE LA SOLUCION DIGITAL

primer elemento.

Para el sequndo elemento obtendr{amos 4.1 Datos de entrada: par&metros y malla

) 0 0 0 I Para el caso de ser parimetros constantes SO
bre toda la regién se leerdn una sola vez al
0 k (2) k(2 0 0 principio del programa.

11 12

— En caso de ser variables, cada vez que se —-
R R A & N

» 21 22 calcula un elemento se efect@a una llamada a
un subprograma, con lo que el cambio de una

funcidn de variacién de los par&metros a --

lo
o
(=]
o

otra se reduce a redisefiar dicho subprograma.
o]

(43) La malla elemental es el resultado del proce
0 so de discretizacién del dominio de aplica--
cién de la ecuacidn diferencial. Esti defini
da por tres caracteristicas: ntmero de ele--

mentos, nlmero de nodos, anchura de la semi-
{F<2)} _ e banda.

0 Para cada elemento se dispondri de la infor-

macién siguiente:

- nfimero del elemento
- nodos globales gue lo forman (ordenados)

El sistema global obtenido sumando las matri - coordenadas de &stos

ces elementales seria

El @nico concepto que merece especial aten--

QUESTIIO - v.3, no2 (juny 1979)
61



cibén es el de la anchura de semibanda. Como
puede apreciarse en el ejemplo expuesto, la
matriz global resultante K es una matriz -
banda (elementos no nulos cerca de la diago-
nal). Como la matriz serid ademds simétrica -
la informacién significativa estd comprendi-
da entre la diagonal principal y una parale-
la a ella que contenga el elemento no nulo -
mis alejado. La distancia entre la diagonal
y esta paralela es la anchura de la semiban-
da.

| —|

[o o O © X O x‘
O O X O X X o
o X O X X X X
X O O X X ©o o
N O X O O X ©

K O O X o O
L X X o o o

B

La numeracidn de los nodos globales es arbi-
traria: pero de ella depende la anchura de -
la semibanda. En el ejemplo con una numera--
cibn 12345 obtuvimos en (44) una matriz de -
semibanda 2. Si la numeracidn fuera 14325, -
obtendriamos para el primer elemento (nodos
1y 4):

(1) (1)
11 k12

o
o

k0 0 ko
to 0 o0 0 0
y la matriz global seria
11‘1) 0 0 K} o |
R B
W0 W Ded < o |ue
SR R
o kY 0 0 kz(é)_

con una semibanda igual a 4.
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Obsérvese (45) cque la anchura de semibanda -
siempre serd igual a la mayor diferencia en-
tre los nlmeros de dos nodos pertenecientes
a un mismo elemento mids una unidad. Es por -
tanto una caracteristica intrinseca a la ma-
lla.

Para problemas bi y tridimensionales el pro-
blema de generar los datos de la malla empie
za a tener una envergadura tal, gque es im-
practicable su resolucién manual. Para ello

se dispuso de sendos subprogramas que gene--
ran los elementos simplex de dos y tres di--
mensiones: tridngulos y tetraedros con nodos

s6lo en los vértices.

4.2 Generacidn de mallas

La generacidn de malla bidimensional se basa
en definir regiones por elementos multiplex

cuadriticos (8 nodos). Pueden especificarse

varias regiones interconectadas. Cada regidn
se divide en una malla de cuadrilidteros espe
cificando un nfimero de filas y de columnas -
(3 y 5 respectivamente en el caso de la fig.
3). Con ello se generan una serie de nodos -
intermedios. Después cada cuadrildtero se di

vide en tridngulos por la diagonal m&s corta.

Para la malla tridimensional se parte de ele
mentos simplex bidimensionales (tri&ngulos)

y se generan los tridimensionales (tetraedos.
Los elementos de la malla bkbidimensional se -
generan de manera gque sus nudos estén ordena
dos en sentido contrareloj. Se consideran en
tonces n planos paralelos P1...Pn separados

entre si por distancias h1,...,hn y en ellos
triangularizaciones homSlogas a la del plano
base PO de manera que dos tri&ngulos hom&lo-

gos en dos planos consecutivos definan un --

Figura 3.- Generacidn de los elementos
bidimensionales.
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prisma triangular recto. Estos prismas se di
vidirén en tres tetraedros de manera que la

numeracién de sus nudos siga una "regla de -
la mano derecha" /1/, es decir, vistos desde
el primer nudos los otros tres que forman el
tetraedro estén ordenados en sentido contra-
reloj. La numeracién de los nodos en los pla
(fig. 4)

de manera que si el némero de nodos en PO es

nos P1...P serd asimismo homdloga,
n

m, el homSlogo al nodo i de PO en P1 serd --

m+i, en P_,

2 2m+1i,

etc.

El nfimero total de nodos en la nueva numera-
cifén serd (n+l)m y la anchura de semibanda -
podrd calcularse como m+l. La divisién de --
uno de los prismas triangulares consiste en
tomar los nodos en el orden 1, 2, 3, 4, 5, 6
seglin la fig. 5, y generar los elementos de-

finidos por (4,1,2,3), (5,2,3,4),

4.3 Ensamblaje y almacenamiento de las matri

ces

La obtencién del sistema de ecuaciones glo--

bal por suma de las matrices elementales de

dimensidn igual a ndmero de nodos globales -
es s6lo una primera aproximacidn. Un progra-
ma que funcionara segln este principio nece-
sitaria dos matrices iguales, siendo muy po-
cos los valores significativos de la matriz

elemental.

Es evidente gue podemos calcular la matriz -
elemental como una matriz de dimensidn igual
al nlmero de nodos del elemento. Sabiendo el
nmero que corresponde a cada nodo del ele--
mento, sabemos también en qué fila y columna

de la matriz global ir& situado. Tomando el

elemento (4), de nodos 4,5:
1 2 3 4 5
r -
1
(6,3,4,5).
4 5 >
Al @) (@
11 12
> 3 (47)
5 % (4) Kk (4)
21 22
— 4 k(4) k(4)
11 12
(4) (4)
SA, k21 k22
nmt 3 (n+1)m

L

i

h 1
n I
| Pnh-1
|
|
T
|
2m
| 1
[
I
Py
Figura 4.- Elementos tridimensionales.

Numeracién de los nodos.
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El proceso no es ahora una suma de matrices
sino un ensamblaje cuya clase est& en la nu-
meracibén de los nodos. A cada casilla de la
matriz global se le ir&n sumando las contri-
buciones de cada elemento. Para el caso sim-
plex monodimensional un nodo puede pertene--
cer como midximo a dos elementos; en el caso
bidimensional, obteniendo tridngulos a base
de dividir por la diagonal mis corta

fig. 3)

(ver --
una malla de cuadril&teros, un nodo
pertenece como maximo a seis ¢lementos (aun-
que siguiendo otro método podrian ser tedri-

camente infinitos).

Hemos visto que la matriz generada por el mé
todo de elementos finitos es una matriz ban-
da simétrica, cuya anchura de semibanda pue-
de ser reducida optimizando la numeracibn de

los nodos globales.

El nfimero de elementos potencialmente no nu-
los puede saberse una vez generada la malla

y antes de empezar a calcular y ensamblar --
las matrices elementales. Es evidente que se
rd suficiente una matriz rectangular de nfime
ro nodos X anchura de semibanda para almace
nar toda la informacién significativa que --
tenga K Para el ejemplo anterior quedaria

el caso de la fig. 6.

Aungue quedardn algunas posiciones no utili-
zadas, la matriz rectangular es una aproxima
cién a la optimizacidén del almacenamiento de
una matriz banda. En 16 KB podriamos almace-
nar un sistema de 200 nudos con una anchura
de semibanda igual a 20 (utilizando niimeros

reales de precisién sencilla).

L’
N
TN

/

NN
£\

N
\\
/

/

|
i
N
!
:

\\
A
/ \\\

z 3

Figura 5.- Ordenacion de los nodos
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4.4 Forma de resolucidn del sistema de ecua-

ciones global

Se emplea el método de eliminacidn de Gauss,
con la posibilidad de modificar el sistema -
si se conoce el valor de la funcidn incdgni-
ta en algn nodo, o anadiendo valores puntua
les al vector fuerza

(serian fuentes noda--

les) .

La ventaja fundamental del método de elimina
cidn de Gauss es que las transformaciones --
gue necesita no hacen variar las necesidades
de almacenamiento de la matriz global. Estas
transformaciones pasan de

K] (6} = (F})

X J{o} = {F}

donde [?é] es una matriz triangular superior
y {FT} es un vector consistente con las trans
formaciones realizadas en [K] para triangula
rizarla. Podemos asegurar gue [R%] no necesi
ta més capacidad de almacenamiento que [K] -

debido a las siguientes propiedades:

1) En las transformaciones sucesivas hasta -
llegar a la matriz triangular se conserva
la simetria.

2) Los valores nulos permanecen nulos en ca-

da transformacidén.

Por todo lo dicho, el algoritmo general del

proceso seré:

SI es preciso ENTONCES generar los elementos
de la malla. Leer nlmero de elementos, nfime-
ro de nudos global y anchura de semibanda de

la matriz.

SI son constantes para todos los elementos,
ENTONCES leer parémetros D, I, S.

1 ..o @ .68 .3, @ 4)
M| KDotRYy | Koptkyy \ k(22”‘11 k(22
| |
(WA ) 3) @)
k12 \ k12 E K7 ! K2 ;:><:;

Figura 6.- Almacenamiento de la matriz banda.
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HACER PARA cada elemento
INICIO
Leer los nodos que lo componen, y sus
coordenadas.
SI varian de un elemento a otro ENTON-

CES leer par8metros D, &, S.
Calcular la matriz [%(e{] y el wvector
trley

Insertar [%(eil a [K] v (Frle)y a 173
FIN

Leer condiciones de contorno: valores conoci
dos de {¢} y de {F’.
Resolver el sistema [K]{¢} = {F}.

Escribir los resultados {¢}.

5. HIPOTESIS Y RESULTADOS OBTENIDOS

5.1 Hipdtesis simplicativas

Los elementos utilizados han sido simplex. -
Las condiciones de contorno en este caso no

pueden exigirse tal como se expusieron en la
definicidén del problema (pdrrafo 3). La con-
dicién b) de continuidad del flujo estd ga—-
rantizada por el método de elementos finitos,
mientras que la continuidad de la corriente

(proporcional a la primera derivada del flu-
jo) se deberia imponer. En concreto, con ele
mentos simplex esto no es posible, puesto --
que imponer la continuidad de la derivada im
plicaria que la pendiente de los segmentos -
de recta que aproximan la funcién fuera para

tocos ellos la misma.

La condicidn c¢) se sustituye por una aproxi-
maxidn consistente en suponer que el flujo -
se anula en una superficie exterior extrapo-
lada que estd a una distancia § de la real,

siendo ¢ del orden de magnitud de D. Esta --
condicidn no influye en el funciocnal y es --
més cbmoda de aplicar. Para regiones donde -
las dimensiones sean mucho mayores gque D la

aproximacidn da buenos resultados.

5.2 Casos analizados

Se examinaron las geometrias rectangular y -
cilindrica en los casos mono, bi y tridimen-
sional, con posibilidad de escoger entre pa-

rémetros constantes o variables.

QUESTIIO - v.3, ne2 (juny 1979)

Algunos de los resultados quedan recogidos -
en las tablas 1 ¢ 5. Como puede observarse -
se obtienen aproximaciones bastante acepta--
bles, afin con elementos simplex y pocos no--
dos, en los casos monodimensionales. En el -
caso bidimensional debe reducirse la distan-
cia entre nodos para obtener resultados de -
parecida precisibn. Lo mismo deberfia hacerse
al pasar del caso bidimensional al tridimen-
sional. De lo contrario nos encontraremos en
la situacidn de la tabla 5, con valores me--
nos precisos y unas tipicas oscilaciones al-
rededor del origen de coordenadas. El origen
de estas oscilaciones es, normalmente, el ta
mafio excesivamente grande de los elementos,

el cambio brusco en el tamano de dos elemen-
tos contiguos, o el tamaho excesivamente pe-
queno de los mismos, gue influye en la vali-
dez de la ecuacibén diferencial aplicada (se-
glin los parémetros). Por dltimo, no debe ol-
vidarse el peligro de errores en los datos -
de entrada, dificilmente detectables, que a

menudo producen oscilaciones locales de ori-

gen inexplicable.

Como indica la figura 7 las simetrias permi-
ten simplificar el estudio a un nfimero redu-

cido de nodos.

Los valores tedricos de las tablas 1 y 2 es-
t&n obtenidos aplicando las férmulas que, pa
ra estos casos, pueden deducirse analitica--
mente /3/. En los casos de las tablas 3, 4,

5, con la fuente variable, se han aproximado
para su comparacifén los resultados a los ted
ricos para fuente multiplicativa, que en el

caso mis general de tres dimensiones estable

cen

X Ty Iz
COS 5 COS 53 COS = (48)

¢ =19
siendo a, b, c¢ las dimensiones de un parale-
lepipedo recto cuyo centro coincide con el -
origen del sistema de coordenadas, y el -
valor en el origen a determinar en general a
partir de la potencia extraida. En la deduc-
cidén de (10) se supone una fuente multiplica

tiva que cumple
S(F) = K ¢(1) (49)

La aproximacidn por elementos finitos consis

tid en sustituir el resultado (48) en (49),

65



Tabla 1.- Geometr
tante,

ia rectangular, fuente cons

funcional monodimensional.

Tabla 2.- Geometria cilindrica,

tante,

fuente cons-

funcional monodimensional.

hkkkhkkkhkhkkhkkkhkkkkkk khkhkkkhkkhkkhkhkkhkkhkkhkkkkk
* FLUJOS NODALES * * FLUJOS NODALES *
khkkhkhhkhkhkkkhkhkhkdkhkhkkkk khkkkkkhkhkkhkhkkhkrkhkkhkk
CASO 1 CASO 1
NODO COORD NODO COORD
FUENTE S=1.0 FUENTE S$=1.0
FLUJO FLUJO TEOR FLUJO FLUJO TEOR
1 .00 99.995 99.991 1 .00 99.985 99.987
2 5.00 99.992 99.990 2 5.00 99.979 99.983
3 10.00 99.975 99.960 3 10.00 99.962 99.965
4 15.00 99.919 99.878 4 15.00 99.916 99.916
5 20.00 99.734 99.627 5 20.00 99.795 99.781
6 25.00 99.129 98.858 6 25.00 99.464 99.408
7 30.00 97.149 96.506 7 30.00 98.541 98.389
8 35.00 90.668 89.312 8 35.00 95.913 95.438
9 40.00 69.451 67.308 9 40.00 88.315 86.946
10 45.00 000 0.0 10 45.00 66.033 62.355
11 50.00 .000 -9.242
Tabla 3.- Geometria rectangular, fuente varia
ble, funcional monodimensional.
hhkkkhhkkhkkhhkhkkhkhhkhkkhhkhk
*  FLUJOS NODALES *
LR SRR ST EEE RS TR EESE T
CASO 1
NODO COORD
FLUJO FLUJO TEOR
1 .00 98.161 98.161
2 5.00 96.952 96.952
3 10.00 93.357 93.357
4 15.00 87.472 87.462
5 20.00 79.414 79.414
6 25.00 69.410 69.410
7 30.00 57.698 57.698
8 35.00 44.564 44.564
9 40.00 30.334 30.334
10 45.00 15.356 15.356
11 50.00 .000 0.0
ELEM D SIGMA S
1 2.000E-01 1.000E-02 9.969E-01
2 2.000E-01 1.000E-02 9.724E-01
3 2.000E~01 1.000E-02 9.239E-01
4 2.000E~01 1.000E-02 8.526E-01
5 2.000E-01 1.000E-02 7.604E-01
6 2.000E-01 1.000E-02 6.494E-01
7 2.000E-01 1.000E~02 5.225E-01
8 2.000E-01 1.000E-02 3.827E-01
9 2.000E-01 1.000E-02 2.334E-01
10 2.000E~-01 1.000E-02 7.846E-02
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X, Ty o, Z
> cos cos 5o (50)

S({x,y,z) = S,  cos

y suponer para un elemento determinado una -
fuente uniformemente distribuida igual al va
lor de 5(x,y,2) para su centro geométrico --

(X,¥.,2) con

(51)

i
]
S
o~
i
F\
=
il
5
IIAL\-/J:f
e
N
it
S
[
N

Se hacen coincidir los valores de ¢O tebrico
y su valor obtenido en la aproximacibn por -
elementos finitos para poder comparar las --
formas de ambas distribuciones. Hay que seha
lar que la resolucibn de la ecuacidn de la -
difusidén con fuente multiplicativa es un pro
blema de valor propio (problema de la criti-
cidad) y que lo Gnico que se pretende con es
ta aplicaci6n particular es verificar la va-
lidez de la forma de las funciones flujo ob-

tenidas.

o
P

Losa doblemente infinita

5.3 Fuentes planas, lineales y puntuales

En la expresién (41) del ejemplo, si llama--

mos

(e) 5L
-
2

Para los elementos simplex bi- y tridimensio
nales puede verificarse gue obtendriamos las

expresiones andlogas

Losa infinita

Paralelepipedo

Cilindro infinito

Cilindro finito

Figura 7.- Importancia de las simetrias
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Ello indica que a cada nodo se le adjudica -
la parte proporcional de la fuente distribui
da situada en cada uno de los elementos de -
los que forma parte. El vector fuerza depen~
de, por tanto, exclusivamente de la fuente.

Un valor afiadido a un s6lo nodo seri una --

"fuente nodal".

El significado fisico de una fuente nodal de

penderad de la simetrfa del problema.

6. CONCLUSIONES

Los programas realizados permiten el estudio
de la funcién solucién de la ecuacifn de la
difusidn neutrdnica bajo condiciones muy di-
versas: zonas heterogéneas y fuentes locales
o distribuidas con diferentes enriquecimien-
tos. Con el disefio de la malla adecuada pue-

de examinarse cualquier tipo de geometria.

Los limites se sitdan principalmente en tres
planos:

~ El almacenamiento de la matriz en memoria
central, causa de una gran rapidez de eje-
cucibn, impone limitaciones al tamafio de -

la malla a analizar.

- Los limites propios de la ecuacidn de la -
difusidn que es una aproximacién al proble

ma real.

- La aproximacién polindmica que se realiza
en el interior de cada elemento conocidos
los valores en los nodos. Los errores que
esta aproximacién en el flujo produce son
mayores cuantos menos elementos se conside
ran, y por ello aparecen en mayor escala -

en elementos tridimensionales (Tabla 5).

7. RECONOCIMIENTO

Los autores quieren agradecer al Laboratori
de Calcul de la ETSEIB el haber puesto a su
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alcance todos los medios de que dispone sin
cuyo concurso la realizacién de este trabajo

no hubiera sido posible.
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