EL PROBLEMA DE L'ORDENACI® NO LINIAL OPTIMA ES
NP-COMPLET

L'article descriu la reduccid del Problema del Tall Miaxim Simple al Proble-
ma de 1l'Ordenacid no Lineal Optima, la qual cosa implica la pertinenga d'a-

quest Gltim a la classe NP-Complet.

1. INTRODUCCIO

Donat un graf G(V,E) amb |[V|=n, hi han n! --
enumeracions possibles (una enumeracid &s --

una funcid biunivoca £:V->{1,2,...,n}).

El problema de 1'Ordenacid No Lineal 6ptima
(ONLO) consisteix a trobar 1'enumeracié fi -
tal gque es minimitzi
2
) £ . (w) - £.(v)] <k

i i
u, vEV
{u,v}leE

per a una constant k € 2%,

Garey i Jonhson van demostrar que el cas li-
neal pertany a la classe NP-Complet /2/. --
Per a una exposicié general de la teoria de
la complexitat veure /3/ & /1/.

En aquest treball, per a demostrar gue ONLO
pertany a NP-Complet segqguirem una variant -
del métode utilitzat per Garey i Johnson en

/2/ per al cas lineal.

El Problema del Tall Maxim Simple (TMS) con-

sisteix en: Donat un graf G(V,E) i una cons-

tant W€Z+, trobar un subconjunt S ¢V tal que:

) {u,v} 2w
{u,v}eE
ues, vev-5

Garey i1 Johnson, també van demostrar que el
TMS € NP-Complet, /2/.

Si tenim un graf Complet (cada vértex esti -
connectat amb tots els altres vértexs), G(V,E)

amb |[V|=n, i tenim una enumeracié f:v~{1,2..n},

estudiem el valor numéric de

l£(a) - £(v)|?
{u,v}GE

Com que tots els vértexs estan connectats en
tre ells, tindrem:

|1-2]2+]1-3] %+, .+ |1-n]%+|2-3] 24| 2-4] %+, . .+
+|2—n|2+...+|(n—l)—n|2 = (n-1) (1) 2+ (n-2) (2)%

...+(n—(n—l))(n—l)2 = n(12+22+32+...+(n—1)2%

- P42%43% v nm Y =

n-1 n-1
= n 2 l2_ z i3 - n((n—l) 2 (2n—l)]_{(n—;)n]2=

i=0 i=0

2

_ 2{2(2n-1) - (n-1) 3 (n-1)n“ (n-1)_
= (-1 n [ 12 ] 31
_ _n [n+l
T2 3

En conseqiiéncia podem dir, que per a un graf

complet G(V,E) tenim que:

It -t ?=2 (n";l]

{u,v}eE

Notem que:
n+1) _ n°
3 =6

2. L'ONLO ES NP-COMPLET

Per a demostrar que ONLO € NP-Complet, esta-
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blirem una reduccié en temps polindmic del -
TMS a 1'ONLO: TMS = ONLO.

Si tenim un input per al TMS, un graf G(V,E),
i una constant W€Z+, hem de construir un in-
put per a 1'ONLO, o sia, un graf G'(E',V') i

una constant KeZ+ tal que
g una particié s,8'CV, (SNS'=@ i SUS'=V) amb

] {u,v} 2w
{u,v}eE

si i només si existeix una enumeracid f de -

V' tal que:

; l[£(w - £(v)|? < &
{u,v}eE"

Construirem G'(V',E') com segueix:

' =
\Y v Uy {ul,uz,ua,...,uns}
E' = {{u,v}:uev',vev' perd {u,v}£E} (2)
on tenim que ul,uz,...,u 5 sé&n extrav@rtexs

n
que posem nosaltres.

La constant K tindrd el valor:

2 2
g - {nn?) [n +n+l} W

2 3

Teorema: TMS < ONLO

Demostracid:

&) Si tenim que el TMS existeix llavors --
5 de V. Alesho
res si tenim, per exemple, que

existeix una particid S1, s

S, = {a1,a2,...,at} i

S. = {b b b L amb

I R

podem construir la seglient enumeraci§:

f(a;) =1 per 1gict
f(ui) = t+i  per l<i<n®
f(b,) = t+n’+i per l<i<n-t

Aixd serd una enumeracid de V',

QUESTII0 - v.2, n°4 (desembre 1978)

&)

Si mirem a (2),

que E' &s el complement de E amb respec-

fadcilment podem veure --
te als vértexs V', é&s a dir,

E U E' = Graf complet eh V' vértexs
Llavors tindrem:

I2

| £ (0) ~£ (v)

{u,;%GE'

T f () -£(v) -

[f)-£() |7 (3)
Graf Complet {u,vieE
en V' vértexs
2
perd (1) = ) [E(u)-f(v)|° =
Graf Complet
n2+n n2+n+l
== 3 (4)

També tenim gue per gualsevol dos u,ve€E ,

i com que el nlmero d'arestes en G s --
més gran gue W

T lf(w - £(»)]? > kn® (5)

{u,v}

Utilitzant (3), (4) i (5) tenim:

‘2 . n®sn (n2+n+1}
3

{u,vier"’

o sia, que 1'ONLO té& solucid, tal com ho

volfem demostrar.

Assumint que l'entrada del ONLO té solu-
ci6, hem de demostrar que amb l'entrada
del SMT també nos dbna una solucid del -
TMS.

Es a dir, tenim una enumeracid

£: V' > {1,2,...,]v'|} tal que:

|£(u)-£(v) |2
{u,v}eE‘

< W

per a una constant wezt i hem de trobar



una particidé S,S'CV i una constant KeZ+,

tal que:

¥ {u,v} 2 K
{u,v}EE
ues, vev

si |V'|=n"+n (per construccid), definirem

F = {f | f &s una enumeracid de V'} i

W* = max

[ f(w) - £(v) |2
fer {u,vl}eE

Definim ara el conjunt

2

F* = {feF | ) - £(v)|° = w}

| £(u)
{u,v}ieE

és a dir, F* &s el subconjunt de F format

per les funcions amb mdxima ordenacid no

lineal.

El nostre objectiu serd de trobar una fun

cid f€F* tal que f porti tots els u u

R
n
cap una seqiiéncia d'enters consecutius;

d'aquesta manera podrem fer:

S1 = {tots els vértexs v 3 f(v)<f(ui), on
f(ui) és el valor minim de f(uj) -
per j#1i i lsjsns}, i

s, = {tots els vdrtexs v 3 f(v)>f(ui)},

i tindrem una particid 8152 de V.

Triem una f€F* i suposem gue no porta els

u's cap a enters consecutius.
Definim per

s, = {vev | f(ui)<f(v)<f(uj) per a gualse

vol u, i u.}
1 2
Nosaltres volem un f tal que [Sf| = 0.

Per a tots els f€F tindrem que |Sf|€Z+; -
aleshores pel principi de l'ordenacidé per
fecta dels enters, Z+, podem triar un ele
ment minim; diguem que aquest element é&s

|Sg| per a una funcid especifica g€F*.

Es molt facil de veure que per a tal g --

tindrem que ]Sg] = 0.
ng| =0 :>Sg=¢ ﬁ>{v€V[g(ui)<g(v)<g(uj)
3y ub =2
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Aleshores tindrem que g porta u,u_...u

1 T2t es
cap a consecutius enters.
Definim la particid Sl,S2 de V com:
s, = {vev | g(v)<g(u) wu}
8, = {vev | g(v)>g(u) wu}

Clarament Slﬂ s, = @ is, U 8, = V,cosa -
que implica que Sl’S és una particié de

V.

2

Aleshores tenim per a (2) que:

lg~g@ % §  |g-gw|?=

{u,v}eE' {u,v}eE

_ n3+n n3+n+l
2 3

Perd sabem que

3 3
lgw-gw | < w =232 [“ +§+ll—xn6 (N

{u,v}eE’

(6) i (7) impliquen que

lg) - g()? > xkn® (8)
{u,v}eE
Una altra manera d'escriure (8) é&s:
6 2 _
Kn” ¢ lg(u)-g(v)|* =
{u,v}eE
=} lg(w) =g (v) | %+ ) lg(u)—g(v)l2 +
ues, ues,
veSt v652
+ 7 lgw-g(v)|? (9)
ueS1
ueS2

Ara, tenim que:

by Ig(u)—q(v)[2

IA
[N}

()
()

I lg-g(v)|? < (n+n)?| {u, €B|ues, ,ves) |

T g ) -g(v) |2

In
=]

llavors tindrem que (9) podrd &sser escri

ta com

n+l n (n+l 2,..2
3 ]4—7 ( 3] + ()T .

{{u,v}|{u,v}€E i ues, i v€S2}| =
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3
= xn® < B 2 4 n2-}{{u,v}[uesl, ves,}| +

+ 2n4-[{{u,v}[uesl, ves,}| +
+ n6-|{{u,v}|uesl, veSZ}[ (10)

Si tenim un graf G(E,V) i una particié --
dels v&rtexs d'aquest graf, 51U52=V, el -
nombre madxim de vertexs entre els subcon-

junts de la particid, ocorrerd quan

Per tant, tindrem que

2
) n.n n
[{u,v} 3 {u,v}E€E, ues1 i v€§£| <=5 =

Cosa que implica que podem escriure (10)
com:
4 3

6 n n

6
K’ < == + = + n7° [{{u,v} B ues,, vesJ <

4
< é%— + n6-[{{u,v} E) u€S1, v€S2}| perd

i

n_
3

A

n6-(K—]{{u,v} ) uesl, v€S2}])

:>n6-(K—1{{u,v}|uesl, v€S2}|) 1

IA

i com que K i ]{{u,v}|u€Sl, V€S2}| sén en

ters, tindrem que
[{{u,v} 2 ues, , ves,}| 2 K

la qual cosa significa que tenim soluci6

per al TMS si existeix solucid a 1'ONLO.

Per tant, 1'ONLO pertany a la classe NP-Com-
plet. Es a dir, que té la mateixa dificultat
de resolucié que qualsevol altre problema --

d'aquesta classe.
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