INTRODUCCION

PROGRAMACION GENERAL
NO-LINEAL CON RESTRICCIONES.
ALGORITMOS APLICABLES (I)

L. F. ESCUDERO

En este trabajo se describen algunos de los algoritmos de programacién gene-
ral de uso mis generalizado. Estos algoritmos son: MAP (método de programa--
cidn aproximada), GR (gradiente reducido con condiciones lineales), GRG (gra
diente reducido generalizado), GRG2 (gradiente reducido generalizado 2), MI-
NOS (sistema modular de optimizacidn no-lineal con condiciones lineales) y -
CGAP (programacién aproximada en base al gradiente conjugado). Las caracte--
risticas comunes mas sobresalientes son: (a) no precisan para su convergen--
cia que el problema a optimizar sea convexo aungue si no lo fuese, el Sptimo
local no garantiza que sea el Sptimo global, (b) combinan los métodos de op-
timizacidn sin restricciones con los métodos de programacién lineal, {(c) uti
lizan el gradiente reducido y la matriz hessiana reducida de la funcidn obje
tivo para determinar la direccién de las variables, y (d) tienen su valida--
cién utilizando problemas reales.

Asi mismo se describen las diferencias entre estos algoritmos y con respecto
a los algoritmos SAL (optimizacidén secuencial de la funcidn de Lagrange Au--
mentada) .

Finalmente, se recoge la tendencia en la investigacidn futura en este campo.

con una amplia bibliografia sobre los mé&to--

En este trabajo se describen algunos de los

métodos de optimizacién no-lineal con res--
tricciones (PNL) de uso mds generalizado. --
Sus caracteristicas comunes més sobresalien-
tes son las siguientes: (a) No precisan para
su convergencia que el problema a optimizar

sea convexo, aunque si no lo fuese el Sptimo
local obtenido no garantiza que sea el &pti-
mo global, (b) Combinan los métodos de pro--
gramacidén sin restricciones (PSR) con los mé
todos de programacién lineal (PL), de tal --
forma que en las sucesivas etapas de estos -
métodos se optimizan subproblemas de PL; Wol
fe /62/ indica que un problema de PNL impli-
cita 6 explicitamente entrafia un problema de
PSR completado con sucesivas iteraciones que
constituyen problemas de PL, (c) Utilizan el
gradiente reducido de la funcidén objetivo pa
ra determinar la direccién en la que el vec-
tor de las variables no-bdsicas debe moverse
en el siguiente paso de optimizacidn, y (4d)

Tienen una validacién utilizando problemas -

reales.

Escudero /16/ recoge una panorimica general

de las t&cnicas de programacidn matemdtica,

dos de PSR, PL y PNL, glosando sus principa-
les caracteristicas. A grosso modo, se puede
indicar que los métodos de PNL aqui descri--
tos son variantes del método simplex de PL.
Gill y Murray /26/ recogen otros mé&todos de
programacién no-lineal con restricciones ade
mids de algunos agui descritos, asi como la -
operativa general de estas técnicas. No obs-
tante, los aqui recogidos son los que hoy --
dia gozan de mayor utilizacidn. Para una ex-
posicidn clara de los métodos PSR, ver Brod-
lie /9/.

Wolfe /62/ describe los criterios en base a
los cuales se analiza la convergencia de un
algoritmo de PNL.

La estructura de este trabajo es la siguien-
te. La seccidn 1 recoge el algoritmo MAP (Me
thod of Approximating Programming) gque se ba
sa en sucesivas linealizaciocnes de la fun--
cién objetivo y condiciones de un problema -
de PNL. La seccidn 2 recoge métodos de PNL -
que, basados en el gradiente reducido, re--
suelven un problema con funcién objetivo no-
lineal y condiciones lineales. La seccién 3

recoge el algoritmo GRG (Generalized Reduced
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Gradient) que amplia el tipo de problemas no
-lineales a tratar incluyendo condiciones no
-lineales. La seccibn 4 recoge el algoritmo

GRGZ que basado en el algoritmo GRG efectda

fuertes modificaciones internas fundamenta-—-
les (a) en la determinacidn del gradiente re
ducido, (b) en la determinacién de la ampli-
tud del desplazamiento del vector de solucio
nes, (c) en la forma en que se obtiene el —-
vector de variables b&sicas y, (d) en las —--
condiciones bajo las cuales se efectfia el --
cambio de base. La segunda parte de este tra
bajo (QUESTIIO, ntmero siguiente) comienza -
con la seccidén 5 que recoge el algoritmo MI-
NOS el cual, basado en el algoritmo GRG2, -~
trata el problema de PNL con condiciones 1li-
neales y matriz de poca densidad. La seccidn
6 recoge el algoritmo CGAP (Conjugate Gra--
dient Approximation Programming) que trata -
problemas de PNL en general, cuya principal

diferencia con respecto a los anteriores con
siste (a) en utilizar un nuevo m&todo de PSR
basado en el gradiente conjugado, (b) en uti
lizar un nuevo método para la determinacién

del incremento del vector de cierto tipo de

variables no-b&sicas, utilizando la potencia

de un sistema de PL de uso generalizado.

1. ALGORITMO MAP (METHOD OF APPROXIMATING -~
PROGRAMMING)

La forma m&s simple de resolver un problema

general de PNL a base de una secuencia de --
iteraciones de PL consiste en aproximar cada
funcién no-lineal del problema por medio de

una funcidn lineal y resolver el problema co
rrespondiente. Una objecién inmediata a es-
ta aproximacisn consiste en que las aproxima
ciones lineales s8lo son validas localmente

(es decir, alrededor del punto al que se han
aproximado las funciones no-lineales). Por -
tanto, es preciso restringir el desplazamien
to del vector de variables alrededor de este
punto, de tal forma que 1la optimizacidén se -

efectue a pasos pequefios (de ahi el nombre -

de métodos small step) .

Frank y Wolfe /24/ describen el primer algo-
ritmo de optimizacién de una funcién objeti-
vo no-lineal sujeta a condiciones lineales -
utilizando técnicas de PL, linealizando la -
funcibén objetivo a base de despreciar el se-
gundo término y superiores de su desarrollo
en las series de Taylor. Wolfe /62/ estudia

su convergencia. El problema fundamental con
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siste en que la actualizacidén de la aproxima
cidén de la funcidn objetivo no se efectia
en cada cambio de base, sino cuando se obtie
ne el Sptimo del particular problema de PL y
se pretende obtener una mayor aproximacidn.

Por ello se puede considerar que son Griffith
y Stewart /32/ quienes sugieren el primer mé
todo de PNL general. Himmemblau /36/ y Avriel
/5/ describen con gran detalle este algorit-

mo. Sea el problema:

min f (X) (1.1)
sujeto a
g; (X) 20 i=1,2,...,m (1.2)
h, (X) =0 ¢=1,2,...,p (1.3)
uj > Xj >0 3j=1,2,...,n (1.4)

donde f, gir h son funciones continuas dife
renciables;ruj es el limite superior de la -
variable X.. Si &sta tiene un limite infe--
rior de cero, la acotacidén de las variables
se puede transformar en (l1l.4) mediante un --

simple cambio de variables.

Sea X una solucidn factible del modelo (1.1)
a (l.4). Zoutendijk /65/, /66/, recoge diver
sos métodos para obtener soluciones facti--
bles. Expandiendo en series de Taylor las --
funciones no-lineales y despreciando los se-
gundos términos y superiores (es decir, li--

nealizando estas funciones) resulta:

E(X)=E (X,R)=f (X)+Vf (X) (X-%) (1.5)

9; (¥ =g, (X,X) =g, (%) +7g; (%) (x-X) (1.6)
i=1,2,...,m

hz(x):hz(X,X)=hz(X)+Vh£(X)(X-X) (1.7)

£ =1,2,...,p

donde V f (i)=(5f/axl,5f/5x2,...,5f/axn), --
v g9; (X) y v h£ (X) son los gradientes res—-
pectivos de las funciones no-lineales f, g.

i
y hZ evaluados en el vector X.

Definiendo
¥ =X-X (1.8)
Yy considerando que - < Y < », se puede sus-

tituir este vector por

Y. =Y. - Y, j=1,2,...,n (1.9)

(1.10)
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Y. si Y. >0 (1.11)
n ] ]
v. ={
J
0 siy. <0
]
-Y. si ¥, <0 (1.12)
- J J -
Y. =
]

0 siyY., >0
J
El valor |Yj| representa la distancia de Xj
al valor ij' Para evitar inexactitudes exce-
sivas en la aproximacién lineal, es preciso

limitar la distancia \Yj\ tal que

|Y.| < m, j=1,2,...yn

.1
J J (1.13)

donde mj es una constante, de cuyo valor de-
pende que el método sea lento (si es muy pe-
quefio) 6 tarde en converger produciendo gran
inexactitud (si es grande). Dado que el vec-
tor X estd limitado por (1.4), utilizando --
(1.4) y (1.8), la inegualdad (1.13) se con--
vierte en:

o
A

59

A

min{m.,u.,-X.}

. 1.14
J - 373 J ( )

0 <Y, < min{mj,ij} (1.15)

de donde resulta que la aproximacién lineal

al problema (1.1) a (1.4) sera:

min E(X,X)=£(X)+7E(N)Y" -VE(X)Y~ (1.16)

sujeto a

3, (X, %) =g, (X) +7g, (D) ¥ =g, (D) ¥ 20 (1.17)
i=1,2,...,m

EK(X,§)=h£(§)+Vh£(i)Y+—Vh£(§)Y—= 0 (1.18)

L =1,2,...,p

y también sujeto a los limites (1.14) y -
(1.15).

El algoritmo MAP en esencia consiste en una

secuencia iterativa que partiendo del punto

X resuelve los problemas subsiguientes de PL
definidos por'(l.l4) a (1.18). si la solu--
cidén Sptima X; del problema lineal es facti-
ble en el problema no-lineal (1.1) a (1.4),

sirve de punto de partida X (para el cual --
hay que recalcular Vf (X), gi(i), yhz(i),etc.
para el siguiente problema lineal, utilizan-
dg los mismos limites (1.14) y (1.15). Si -
XE es una solucibén imposible del problema -

no-lineal (es decir, si no cumple las condi-
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ciones (1.2) y (1.3), es preciso repetir el
problema lineal resuelto pero reduciendo los
valores mj. Se considera que Xi es 6ptimo en
el problema (1.1) a {(1.4) cuando cumple las
condiciones de éste, al menos con un cierto
grado de tolerancia y ademds cumple ciertas
condiciones de convergencia (Wolfe, /61/)en
los sucesivos valores de X y f(X). Estas con

diciones serian:

gy (X )2 —¢ i=1,2,...,m (1.19)
\hz(x;)|=6 =1,2,...,p (1.20)
IlXﬁi+l)*—Xﬁi)lng (1.21)
e o - x| 1 <0 (1.22)

donde Xéi) % f(i)(X(i) ) recogen, respecti-
vamente, los valores de la solucién Sptima -
lineal y de la funcidn objetivo no-lineal en
la iteracién (optimizacidén del problema li--
neal) i. ¢,v$8 y 0 son pardmetros de conver-

gencia.

Ya se ha indicado gque los limites m. tienen
una gran influencia en el tiempo de CPU en -
la optimizacidén. Si los limites son muy pe--
queflios, IYjI también lo serd y por tanto la
convergencia es lenta. Por otro lado, valo--
res altos de mj pueden producir soluciones -
imposibles en las condiciones (1.2) y (1.3).
En este caso se reduce mj y se efectlia de --
nuevo la optimizacién lineal que produjo so-
lucién imposible en las condiciones (1.2) y
(1.3).

Dado que en cada nueva optimizacidn, la va--
riable Yj no tiene gran relacidn con los va-
lores de Yj en la optimizacidn anterior y --

ademds las funciones éi (X,%) (1.17) y EK

(X,X) (1.18) son completamente distintas, --
hay que resolver completamente el problema -
de PL, sin poder partir de la solucién ante-

rior.

Aunque no se ha probado la convergencia del
algoritmo MAP, el método normalmente conver-
ge a un dptimo local. Se ha utilizado el al-
goritmo MAP principalmente en problemas de -
optimizacidén de PL, pero que le convierten -
en no-lineal porgue la funcidén objetivo es -

no-lineal & porque hay algunas condiciones -

no-lineales. No obstante, debido a la difi-

cultad en la eleccidn de valores adecuados -
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para mj, la convergencia es lenta Yy su utili
zacién ha decrecido. Su utilidad estriba en
que ha sido el primer algoritmo de PNL gene-
ral, en cuya filosofia se han basado los de-

més algoritmos de amplia utilizacidn.

2. ALGORITMOS DE PNL CON CONDICIONES LINEA--
LES. GRADIENTE REDUCIDO

Los mé&todos recogidos en esta seccidn combi-
nan métodos PSR (programacién no-lineal sin

restricciones) con la operativa del método -
simplex de PL (Dantzig, /13/). S6lo contem—-
plan el caso de funcién objetivo no-lineal y
condiciones lineales. Tienen una gran aplica
cidén dado el amplio campo de la PL (en la --
cual frecuentemente la funcidn objetivo es -
no-lineal). Asf mismo son muy Gtiles en la -
resolucién del problema dual de programacién
geométrica. Escudero /16/ recoge una amplia

bibliografia a este respecto.

Estos algoritmos se basan en el gradiente re

ducido de la funcién objetivo. Sea el proble

ma:
min f(X) (2.1)
sujeto a:
AX = b (2.2)
X >0 (2.3)

donde f es una funcién continua diferencia--
ble, A es una matriz m*n, b es un vector de
orden my m < n. Al igual que en PL se puede
descomponer el vector X de variables en dos

subvectores tal que X = (XB, XN), donde XB =

(X?, Xg, ey Xr]?l)t es el vector de variables
bdsicas 6 dependientes y XN=( T,Xg,..,xg_m)t

es el vector de variables no-bisicas & inde-
pendientes. Asi mismo, la matriz A se descom
pone en A = (B,C). Se supone que las prime--
ras m columnas de A corresponden a las varia
bles b&sicas, siendo B esta matriz m*m (que
ademds es no-singular). Por tanto, al igual
que en el método simplex de PL:

BxE + cx = p (2.4)

x2 = 7l - pleyN (2.5)
Se supone ademds que las variables bésicas -
son factibles y no-degeneradas. Por tanto, -
x5 > 0. Las variables no-bisicas se llaman -

tambi&n independientes Ya que asigndndoles -
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valores resulta una solucidn Gnica en el sis

tema de ecuaciones (2.4).

La idea central de los mé&todos del gradiente
reducido consiste en eliminar las variables
bésicas XB, sustituyendo su formulacidn (2.5)
en la funcidn objetivo (2.1) y efectuar una
optimizacidén (PSR) de dicha funcién a base -
de las variables XN. Los métodos del gradien
te reducido mas utilizados, y cuyas diferen-
cias s6lo se basan en el c8digo correspon ~--
diente, son los algoritmos constrained deri-
vatives debido a Wilde y Beightler(/58/), re
duced gradient de Wolfe (/60, /61/) Yy convex
~simplex de Zangwill (/64/).

De forma andloga al método simplex de PL, el
gradiente reducido sera:

df(X)_,

d XN XN X

£(x) (87 1e) (2.6)

JSE/SXN )y

N N
donde VXNf(X)=(6f/GXl,6f/6X2,... nem

B B
VXBf(X)=(6f/6Xl,6f/6X2,...,éf/GXi) son el --

gradiente respectivamente de las variables -

no-bésicas y bisicas. En programacidn lineal

serian, respectivamente, PN y PB

N _N N B _B
Pl/PyreasP 1y Py, Poyee

vos coeficientes de la funcidén objetivo.

siendo -

.,Pﬁ los respecti-

Si se efectlia un pequefio desplazamiento en -
el valor del vector XM en la direccién del -
negativo del gradiente reducido (2.6) y no -
se viola la condicién de no-negatividad (2.3)
de las variables X, se puede obtener una di§
minucidén en la funcidn objetivo. La operati-

va seria la siguiente:

Dado un vector factible Xk en la iteracidn k

se obtiene la direccién del desplazamiento -

de las variables X? (3=1,2,...,n-m) :

0 si x§'k=b y d £(x)/d x?’k>0
(2.7)
N,k .
-d f£(X)/4d Xj en caso contrario

PNokHL
3

Y seglin (2.5), seri:

B,k+1 1 N,k+1

2 = -B""C 2z (2.8)

Por tanto, la direccidn del desplazamiento -
seré Zk+l = (ZB’k+l,ZN’k+l). Los vectores --

Zk+l, ZB,k+l, ZN,k+l, Xk+l, XB,k+l v XN,k+l
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son vectores columna. El siguiente punto

KHL _ (qBoktL N kel

(X ) seré&
k+1 _ [k * k+1 (2.9)
X = X" + %re1 Z

donde la amplitud a¥ del desplazamiento se
k+1 =
k+1
(2.9)
cumpla la condicién de no-negatividad (2.3)

réd aquella tal que (a) el vector X

de las variables y (b) minimice la funcidn -
objetivo (2.1) que en este caso ya serd un -
problema de PSR con un solo argumento (a;+lL
A diferencia del algoritmo MAP, se podria --
considerar que estos algoritmos son del tipo
large step dado que Xk+l—Xk=u;+l Zk+l
td sujeto a ninguna limitacidn exogena en el

no es-

desplazamiento de las variables. Por tanto,

*
O 1 vendra dado por:

B,k B+l

1 _
oy ppmax{og X7 Ty g > 0} (2.10)

2 Nk N, k+1
g p=max{og X0 ey g 20 > 0} (2.11)
Y
k, * k+1,_ . k k+1,
f(X toy g % )—( mlnif(x +oy g Z ):
%+l

0 < Opri < min (al

2
k+17%k+1) (2.12)

Escudero /16/ recoge amplia bibliografia so-
bre la optimizacién de una funcidn de un s&-
lo argumento. Los métodos méds conocidos son
el de Fibonacci y el denominado circulo de -

oro (golden circle). Ver Wilde /57/. Si

* 1 k+1

Opp1 € Ogpys X serd (2.9). En caso contra
) B,k 1 B,k+l _
rio, Xi + O Zi = 0 (2.13)

para algln valor de i (i=l,2,...,m). En este
caso, la variable X? sale de la base, siendo
la variable entrante XN (§ =1,2,...,n-m) —-
aquella entre las no—b%sicas que tenga el ma
yor valor positivo; por tanto el pivotaje se
efectfia en (i,3j). El algoritmo termina cuan-
dolle+l|| < g, donde € >0 es un valor dado.
Si este no es el caso, se recalculan de nue-
vo los gradientes V Bf(X) y Vv Nf(X) para los
X X

vectores basico XP y no-bédsico XV resultan--
tes en la iteracién k+1, asi mismo el gradien
te reducido d f(X)/d XN (2.6) y se comienza
de nuevo la operativa del algoritmo.

El método del gradiente reducido tal como se

han descrito sus pasos esenciales, puede no
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converger a un punto en el que se cumplan --
las condiciones de optimalidad de Kuhn-Tucker

(minimo local) (d £(X)/4 X? > 0 si X? =0y

a £(x)/d x? =0 si x? > 0) y de no-negativi-
dad de las variables (X > 0) (2.3) debido al
peligro de la convergencia en zig-zag del --
punto X obtenido en la serie de iteraciones.
Zoutendijk (1970, 1976) sugiere varias técni
cas que evitan este inconveniente. La mis --
sencilla consiste en modificar la obtencidn

de la direccibn Z?’k+l

(2.7) en el sentido -
e y el gradiente -

> 0, donde ¢ > 0 -

de hacerla cero si X?’k <
reducido es 4 f£(X)/d X?’k

es un valor dado.

El método del gradiente reducido ha sido la

base para el desarrollo de los métodos que -
se recogen a continuacidn, tal que generali-
zan su aplicacidén al caso de condiciones no-
lineales & incrementan fuertemente su conver
gencia en el caso de matrices de condiciones
con poca densidad. De todos modos, los méto-
dos que se recogen a continuacidn afiaden nue
vas caracteristicas que les hacen tener una

mayor aplicacidn dado que incrementan su con

vergencia.

3. ALGORITMO GRG (GENERALIZED REDUCED GRA--—
DIENT

El algoritmo GRG b&sicamente es una exten--
sién del método del gradiente reducido de --
Wolfe /60/, /61/ al caso de condiciones no-

lineales. Es debido a Abadie y Carpentier --
/2/, /3/, cuya versibén se denomina GRG66., --
Abadie /1/ describe alguna de sus Gltimas --
aplicaciones y Abadie y Guigou /4/ describen
las diferencias de la versidn GRG66 con res-
pecto a la versién GRG69, efectuando un ani-
lisis comparativo con los principales algo--
ritmos de PNL. Este estudio confirma las con
clusiones obtenidas en el ya clésico trabajo
de Colville /12/, en el sentido de que el al
goritmo GRG66 ocupa el primer lugar (de los

treinta analizados) respecto a velocidad y -
precisidén. Abadie y Guigou /4/ indican que -
el tiempo de CPU tiene una relacién de 1 a -
3.26, respectivamente, en los algoritmos --
GRG69 y GRG66. Con posterioridad se han pro-
ducido numerosas versiones (ver Drud /15/ y

otros), siendo uno de los algoritmos con ma-
yor utilizacién en problemas reales. Las di-
mensiones tipicas para las que el tiempo de

CPU es todavia aceptable son m = 150 condi--

ciones y n = 250 variables. Para el caso de
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condiciones lineales, se han tratado proble-
mas con m = 300 y n = 1000. Faure vy Huard --
/17/ desarrollan un cbdigo que implementa el

algoritmo GRG para condiciones lineales.

Las diferencias fundamentales del algoritmo
GRG sobre el método del gradiente reducido -
de Wolfe son las siguientes:

a) Obtencidn del gradiente reducido; evitan-

do efectuar demasiados cambios de base.

b) Se obtienen los valores de las variables
dependientes a base de resolver un sistema -
de ecuaciones no-lineales con el m&todo deno
minado seudo-Newton.

Sea al problema

min £ (X) (3.1)
sujeto a

hi (X)=0 i=1,2,...,m (3.2)

£ <X <u (3.3)

donde f y h; son funciones continuas diferen

ciables para X £ R ym< n.

Al igual que en casos anteriores se descompo
ne el vector X en el vector XB de variables
bésicas y XN de variables no-bisicas 6 inde-
e RO Yy XN e R"™™, ge -
supone que la solucidn bisica factible es no
-degenerada (XB >0). X = (XB, XN). De forma
andloga £ = (KB, KN) yu-= (uB, uN) tal que

pendientes, siendo XB

B xB B (3.4)

siendo linealmente independientes, los vecto

res
V h. (X)=(6h, /8%, 8h, /x5 sh, /6x5) (3.5)
XB i i 1’ i 27 i m *

para i =1,2,...,m. Por tanto, la matriz m*m
AB(X), cuyas filas son los vectores V Bhi(X),
es no-singular para los valores del Véctor -
XB que se hayan obtenido en la iteracién co-
rrespondiente. Las condiciones de optimali--
dad de Kuhn-Tucker (ver Wilde y Beightler --
/58/, Zangwill /64/, Mangasarian /43/, Avriel
/5/ y Lootsma /42/ entre otros) del problema
(3.1) a (3.3) son

v E = maNx- =0 (3.6)
X

v g0 - B = o (3.7)
X
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donde X = (Al,kz,...,Aj,...,An_m) es el gra-
diente reducido, AN(X) la matriz m* (n-m) cu-
yas filas son los vectores ¥ Nhi(X) (de or--
den n-m), y el vector u = (u?,uz,...,ui,...,
um) recoge los coeficientes multiplicadores
de Lagrange, siendo &stos, de forma andloga
a los correspondientes en PL,

w=v £ (Bt (3.8)
X

A=V Em0-v Lfx) aBx)) ThaNx) (3.9
X X

El valor del gradiente reducido i (3.9) debe
ser tal que:

N
‘e > 0 X = R 3.10
ity j ( )
_ . ,N N N
Aj = 0 si ﬂj < Xj < uj (3.11)
A o< 0 osioxN o= N (3.12)
i = j 3

Se puede observar que el gradiente reducido

Py

(3.9) de las variables no-b&sicas 6 inde—-—

N

pendientes X es andlogo al recogido en (3.6)

para el caso de condiciones lineales.

3.1 Direccidn del desplazamiento. Vector ZN=

(z?,zg,...,zg,...zg_m)t.
El algoritmo GRG se basa en una secuencia de
iteraciones; a partir de una solucién facti-
ble x° se van efectuando una serie de despla
zamientos Xl, X2, etc., tal gue en la itera-
es factible en el mode-
lo (3.1) a (3.3) y el vector A (3.9) cumple

las condiciones de Kuhn-Tucker (3.10) a (3.12)

cidén L, el vector X

En caso de gue no se cumplan estas condicio-
nes, e.g. en la iteracién k, se modifica el

vector no-bédsico XN Y se sustituye por

N,k+1

N,k+1__N,k,6 *
X =X +a ,uk+lz 0

k+1%

(3.13)

de tal forma que la direccién zV'¥*1 ge1 des

plazamiento de XN’k a XN’k+l sera:
012k = o
J
N,k _ ,N k
Z?,k+l= 01xj =Ly Ay >0 (3.14)
o]k o WGNk g
J J J
- A? 6 0 otros casos { ...
N,k N k
XX'T =20, AL <0
] i3
cee 1 XN’k = uN, Ak > 0
J J J
N gk N kg
J J J
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seglin las diversas versiones utilizadas en -
el algoritmo GRG:

N,k+1l k

a) En la versidn GRG,Z. =-X.. En el caso

de condiciones lineales, el valor de Z? rk+l
es idéntico al recogido en (2.7) para el al-
goritmo del gradiente reducido de Wolfe /60/

/61/.

b) En la versidn GRGS, Z?'k+l serd:
-Ag j =s

z§'k+l = { (3.15)
0 j £ s j=1,2,...,n-m

donde el indice s es tal que:

35| = max (125} (3.16)
s . 3
(3)
Este criterio en el caso de funcidn objetivo
y condiciones lineales convertiria el algo-—-
ritmo en el m&todo simplex.

c) En la versidén GRGC, Z?’k+l

se obtendra de
una forma ciclica tal que para la iteracidn

k=1,2,...,n-m:

_kg
z kL ={ (3.17)

0 i#k

Cuando k = n+l, se sustituye por k = 1 y co-

mienza el ciclo en (3.17).

La obtencién de la direccidn z¥ tal como se
ha recogido arriba es la forma clésica del -
algoritmo GRG. No obstante, también admite -
la posibilidad de obtener la direccidn ZN a
base del método del gradiente conjugado de -
Fletcher y Reeves /22/, etc. Es decir, en —-
principio permite la utilizacidén de los méto
dos de programacidén no-lineal sin restriccio
nes (PSR). Escudero /16/ recoge una biblio--
graffa muy amplia de métodos PSR. En el caso

del gradiente (en este caso, reducido), la -

direccisn z seria:
O|x§ =0
gkl o[} ko N, ks o
j 3"
ofxNrk = oY, Ak <o
j 3" "3
(3.18)
kg Sk g
DG LA
Aok) kN kg
j i
£N < X?’k < u?, xk#O
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donde el gradiente reducido conjugado rN’k

para el caso de un problema de minimizacidn
serd (Gill y Murray, /26/, p. 134):

N,k k rN,k—l (3.19)

r == + 8

donde el coeficiente Bk para el caso del mé-
todo de Fletcher y Reeves /22/ seré&:

N,k |2
ok HoAm (3.20)
TTTRIRSITR .
b
de tal forma que solo se utilizan del vector
N,k N,k+1 _
r aquellos valores para los que Z. =
r?’k (3.18). Para la iteracidn k = l,B = 0.

Asi mismo se reinicializa el procedimiento -
(Bk = 0) para k=(n-m)+1,2(n-m)+1, etc. y --
cuando hay un cambio de base y, por tanto, -
la composicién del gradiente reducido conju-

gado es diferente.

De forma andloga a (3.13), el nuevo vector -

XB’k+l de las variables b&sicas seréa:

GBrKFL_ Bk,

x ZB,k+l

k+1 (3.21)

Debido a la linealizacidn de las condiciones
1'1.l (X) (desarrollandolas en series de Taylor
y despreciando el segundo término y superio-

res), resulta que:

H(xBRFL (Nok+L) g o Brk NGy By (B KL
k)+AN(X)(XN’k+l—XN’k) (3.22)
donde H(XB’k,XN’k) y H(XB’k+l,XN’k+l) reco--

gen el vector de los valores de hi (X) para
las iteraciones k y k+l. Por definicién de--

ben ser cero.AB (X) y AN (X) esté&n evaluados

para XB = XB’k y XN = XN’k. Por tanto,

B k+l-AB(X) l(AB(X)XB k+AN(X)XN’k)—
AB(X)-lAN(X)XN,k+l (3.23)
de donde:

KBrRHLyB R By =1 Ny (N kL Nk,

=xBrkyo* -aBx) ThaN(x) 2N KL (3,20

k+1

Por tanto, combinando (3.21) y (3.24) resul-
ta

BrkF1_ -1,N g N k+1

'AB(X) AT(X) Z (3.25)
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*
3.2 Amplitud %1 del desplazamiento.

Una vez obtenida la direccién Zk+l=(ZB’k+l,
ZN’k+l) del desplazamiento (3.25 y 3.14) del
vector Xk a Xk+l, es preciso determinar la -

*
amplitud %1 de este desplazamiento de tal

(3.13) y (3.21)

k+ .
ga el nuevo vector X“'1. Existen numerosas -

forma que en base a se obten
versiones para su obtencién, pero en princi-
pio dado que ak+l > 0, vendrd dado por:

B,k_ B

Oci+l=min{min { -E____1L IZB Jktl,

O}I

(3.26)
Z

(3.27)

* . K K+1,
k1% )= min {£(XTHoy 4277

(uk+l)

Ogey g <m1n{u Iy (3.28)

k+1’uk+l
por alguno de los métodos de PSR unidimensio
nales. Los c&digos GRC66 y GRG69 utilizan --
(ver la serie de trabajos de Abadie, Carpen-
tier y Guigou referenciados mis arriba y en

especial Abadie /1/) la técnica siguiente:

(a) Eleccién de un prlmer valor Ol facti--
ble (O<cxk l<m1n{ak+l,uk+l})

(b) Si H(X)#0 y se desvia fuertemente (ver -
siguientes pdrrafos) se sustituye O,y POr -
Opy1/2-

(c) Si la funcidn objetivo se incrementa -—-
(ver siguientes p&arrafos) también se sustitu

ye oy, por uk+l/2.

(d) si el algoritmo converge en las iteracio
nes seudo-Newton (H(X)=0) y se disminuye la
funcibdn objetivo, se incrementa o)1 tal que
queda sustituido por 2ak+l y se continua el
procedimiento al igual que con el primer va-

lor Opi1 factible.
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3.3 Cumplimiento de las condiciones del pro=

blema: H(X) = 0

Es posible que las condiciones hi(X) =0 --

i=1,2,

to Xk+l debido a gue en su obtencién se ha -

-+/m (3.2) no se cumplan para el pun-

efectuado una linealizacién (3.22) de las --

mismas. En este caso, permaneciendo fijo el

vector no-basico XN’k+l, hay gue modificar -

B,k+1

el vector basico X hasta que (3.2) se -

cumpla. Hay numerosas formas de hacerlo. La
mis utilizada es el procedimiento denominado
seudo~-Newton que basado en la formulacidn --

(3.2) obtiene iterativamente el valor modifi

B,k+1

cado X Por tanto, se supone que en el

B,k+1 _N,k+1 B,k+l N,k+l) £ 0.

punto (X' X ), H(X
Si se linealizan estas condiciones mantenien

N,k+1

do fijo X resulta:

XB,k+l N,k+1 B k+1__B,k+1

H( X )+A () (X =X ) (3.29)

5B, k+1

donde X es el vector columna de los va-

riables bdsicas con cuyo valor la formula--—

cidén (3.29) deberia ser 0.

Considerando que
XB,k+l

se ha obtenido en la anterior (£-1) -
iteracidn del mé&todo seudo-Newton, se puede
sustituir esta notacidn por XB’K_l
L=1, B,0_,B,k+1

X 'U=X
B, k+1

(y para -
). De forma andloga se puede

sustituir X por XB’K. Por tanto,

XB,£= B,L-1 B

X -aB(x) Tl (xBrETL gN kL

) (3.30)

Resolviendo el sistema de ecuaciones linea--

les (3.30), se sustituye XB’E

cién (3.2) y si H({(

en la formula-
X)#0, se efectfia una nueva
£=L+1 iteracién en el método seudo-Newton, -
aplicando de nuevo la formulacidn (3.30), --
donde H(xBrFL xNrk+l
cual H(X)#0.

) es el vector para el

Hemos denominado seudo-Newton al m&todo reco
gido en el algoritmo GRG para obtener el pun
to Xk+l tal que H(X)=0, ya que el método New
ton recalcula la matriz AB(X) para cada nue-

vo punto (XB'K,XN’k+1

! obtenido en la utili-
zacidn iterativa de la formulacién (3.30). -
Se seguird utilizando esta formulacidén hasta

que ocurra una de las siguientes situaciones:

a) En sucesivas iteraciones se vaya 1ncremen

tando la norma ||H(XB L XN k+l)]].

Para evi-
tar que se siga desviando el vector de solu-

ciones, se reduce Gyl tal que se satisfaga
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0 < oy, < minfal, ,of, ) (3.31)

k+17%%+1
y se obtiene de nuevo (3.13) y (3.21}); si —-
H(X)#0 se aplica nuevamente el método seudo

-Newton con la formulacidn (3.30).

b) El1 valor de la funcidén objetivo sea tal -
que

B,£-1 _N,k+1

XB’E,XN'k+l)>f(X R L )

£( (3.32)

Se actlia igual que en el caso anterior.

c) En alguna iteracién £, el punto XB’E cae

fuera de los limites definidos en (3.3). En

este caso es preciso encontrar un punto X

en el segmento que une los puntos X Yy --
xBr £~ lial que XB’E—KB 8 XB'£=uB para algln r
(uno & varios) le < XB £r< usr para s = 1,3
ee.,m,s # r. Es dec1r en este caso es preci-
so efectuar un cambio de base de forma anélo
ga a como se opera en el método simplex --
(Dantzig, /13/); pero en este caso las matri-
ces AB(X) y AN(X) y los vectores V f(X) y -

v Nf(X) se evaluan con el vector (XB Z -

+
Xk l). A continuacién se efectdan los pivo

tajes necesarios para obtener una solucién -
factible; y con estos valores de las matri--
ces se inicia nuevamente el procedimiento en
el algoritmo GRG.

d) Algtn Xz'z = 23 o) Xi’z = ui. Se act@a --
igual que en el caso anterior. Los algorit--
mos GRG2 y MINOS gque se recogen en las si--
guientes secciones no efectfian el cambio de
base aunque se den las condiciones recogidas
en ¢) y d) hasta que el procedimiento conver
ja (caso e). Ya que en el caso e) puede ocu-
rrir que no sea preciso efectuar ningflin pivo
taje, pues no tiene forzadamente que incum--
plirse la condicién (3.3) para la convergen-

cia del método de Newton.

e) El procedimiento converja. Es decir,

*
|a B, gkl

y<e (3.33)
para alguna iteracién £%,

lor dado. Si

donde € es un va--

*
pBexBit* B (3.34)

*
el nuevo punto serd Xk+l=(XB’[ ,XN’k+l) y se
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comienza de nuevo con el método seudo-Newton
sustituyendo oy ,q POT 2 O 41 Si algfin compo

nente XB re*

toma el valor de alguno de sus -
limites, se actia como en los casos anterio-

res con el correspondiente cambio de base.

3.4 Criterios de terminacidn.

El algoritmo GRG termina cuando se cumplan -
las condiciones de optimalidad de Kuhn y Tuc
ker (3.10 a 3.12) y del problema (3.2)y(3.3)
No obstante, se considera gue existe un cua-

si-6ptimo local cuando alternativamente:

N, k+l| ZN l

a) [Z j=1,2,...,n-m (3.35)

eg 125
donde €, ©8 un valor dado, ya qgue se conside
ra en este caso que la nueva direccién del -

desplazamiento es nula.

p) £ F-r X < e (3.36)
en varias iteraciones sucesivas, donde € es
un valor dado.
c) Y < Ypax (3.37)
donde
ZN,k+l(uN N k)|ZN s k+1 5 0
J J
Yj = (3.38)
ZI\.I,k+l(£N XN k)|_ZN,k+l < 0
J J J
Yy = max {yj} (3.39)

(3

es un valor da-

para j = 1,2,...,n"m, ¥ yp .o

do.

Los criterios de terminacién de un algoritmo
(y sus valores e,, £€¢ Y Ypax! tienen gran im
portancia en su convergencia. Ver Wolfe /62/.
Son decisivos en la comparacién de diferen--

tes algoritmos.

3.5 Técnicas para reducir el tiempo de opti-

mizacién.

Dentro de los pasos generales que hemos con-
templado en el algoritmo GRG se pueden in--
cluir numerosas variantes. Muy frecuentemen-
te el ritmo de convergencia depende de estas
variantes. Las mds fundamentales son las si-
guientes:

-1

a) En lugar de obtener AB(X) cada vez que
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se precise, se puede aproximar de la forma -

siguiente:

Sea AB(X)(k) la matriz bisica en la itera--

cién (k) a partir de la cual se aproxima --

AB(X(D)-l en la iteracién (£). Esta aproxi-

macidén sera:

AB(X(K))—lzzAB(X(k))—l _
sBx )y ~1yB (x () 4By () -1 (3.40)
Abadie, Carpentier y Guigou en la serie de -
trabajos referenciados al principio de esta
seccidén describen los tests en base a los ~-
cuales se obtiene directamente la inversa de
la matriz bdsica en la iteracién (£). E1l tiem
po ahorrado es muy considerable y la aproxi-
macidén muy buena.

La posibilidad (3.40) se ha recogido en el -
cddigo GRG66 pero no en GRG69.

b) La amplitud a;+l tiene un limite adicio--
nal al recogido en (3.31) a base de (3.26) y
(3.27), tal que una vez obtenido se sustitu-

ye por ak+l/K si K > 1 donde

k, =% k+1
K=max{\/|h, (X *oy 12 )[/ei} (3.41)
(i)
Para i = 1,2,...,my €; ©s,un valor dado. De

esta forma probablemente se evita que el mé-
todo seudo-Newton dé& lugar a una no-conver--
gencia en H (X) = 0.

¢) Se pueden utilizar (ver secciones siguien
tes) todas las modernas té&cnicas variantes -
del método simplex por lo que respecta a la
Forma Producto de la Inversa (FPI), descompo
sicién LU, etc. Escudero /16/ recoge una pa-
nordmica muy actualizada. El c6digo GRG66 -~
utiliza el método FPI y el cbdigo GRG6Y uti-
liza el procedimiento normal de la inversa -

de una matriz.

d) Utilizacidn de t&cnicas anti-zig-zag. La
més sencilla consiste en hacer cero la direc

cidén ZN’k+l

si Yj (3.38) es inferior a un va
lor dado. No obstante, Zoutendijk /65/, /66/

describe técnicas mis sofisticadas.

e) Obtencidn de una solucidn factible. Ver -
Zoutendijk /66/ a este respecto.

El algoritmo GRG es uno de los sistemas de -
PNL general que tiene todavia una gran acep-
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tacidn, debido fundamentalmente a la rapide:z
en su resolucidn. En las siguientes seccio--
nes se recogen otros algoritmos que, basados
en &ste, recogen los principales avances --
efectuados en las técnicas de programacién -
matemitica.

4. ALGORITMO GRG2

En la seccidn anterior se ha descrito el al-
goritmo GRG en las versiones originales debi
das a Abadie, Carpentier y Guigou. Debido a

la operatividad de este algoritmo, reciente-
mente se han desarrollado otras versiones, -
ej. debido a a Heltne y Liitschwager /34/, -
Cohen /11/ y Drud /15/.

En esta seccidn se describe el algoritmo de-
bido a Lasdon y Warren /40/ denominado GRG2

que adquiere sustantividad propia debido a -
las innovaciones té&cnicas que introduce. va-
mos a respetar la terminologia de la seccidn
anterior y describiremos solamente las dife-
rencias mids fundamentales con respecto al al

goritmo GRG.

4.1 vVariables béasicas, superbisicas y no-b&-

sicas.

En el algoritmo GRG2 se descompone el vector
columna X en el vector de variables basicas

XB (al igual que el algoritmo GRG), en el vec
tor de variables superbisicas x5 gue son -~
aquellas variables no-bisicas cuyo valor es-
td estrictamente entre sus limites y en el -
vector XN de las n-m-s no-b&sicas, tal que -
X = (XB,XS,SN). El gradiente reducido AN =

(AT,A?,...,A?,...,Aﬁ_m_

no-bdsicas sirve para analizar si éstas de--

S) de las variables -

ben dejar de ser no-bisicas y transformarse

en superbdsicas, ya que de lo contrario es—-—
tas variables quedarian fijas a sus respecti
vos limites. La direccidn del desplazamiento
de las variables superb&sicas y no-bisicas -

se forma con la direccidén zi,zg,...,zi,...,

Zi de las variables que en la iteracién co--

rrespondiente sean no-bdsicas.

El algoritmo GRG2 consiste también en una se
cuencia de iteraciones; a partir de una solu
cién factible X° se va efectuando una serie
de desplazamientos Xl, X2, etc. hasta que en
una iteracifn el vector X sea factible en el
modelo (3.1) a (3.3) y los vectores fila AS

y AN cumplan las condiciones de Kuhn y Tucker.
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Los vectores AS y AN se obtienen de forma --
aniloga al vector ) (3.9) en el algoritmo --
GRG. Por tanto,

1,5 (4.1)

S B -
AB= E(X) -7 SE(X) (a7 (X)) A
XS XB

Wey g -7 o0 0P N (4.2)
X X

donde V (f(X) y AN(X) tienen el mismo signi-
X

ficado que en el algoritmo GRG y

VXSf(X) y AS(X) representan para las varia--
bles superbdsicas lo mismo que el vector --
VXNf(X) y la matriz AN(X) para las variables

no-bisicas. Las condiciones de optimalidad -

de Kuhn y Tucker son:

Woie si 8= 3=1,2,...,n-m-s (4.3)
3= i3
We e si xV=ul  j=1,2,...,n-m-s (4.4)
i- i3
S -
- € < Ar < € r=1,2,...,8 (4.5)

donde € es un valor dado que por defecto el
algoritmo GRG2 no considera que es cero, si-

no 10-4.

El algoritmo GRG2 considera alternativamente
que se ha obtenido el Sptimo local si des--
pués de un nimero determinado (3 por defecto)
de iteraciones consecutivas,

£ ) - £ (x*t
£ (x5

) < ¢ (4.6)

-4

donde € es un valor dado (por defecto, 10 7).

Si en la iteracidn Xk, Xk no es &ptimo (ya --

que una vez actualizados para X los vecto--

res V Bf(X), v Sf(x) y V _f(X), matrices -~
X X

XN
2B(xy, 25(x) vy aAN(x) v vector A=02%,2N) (4.1
y 4.2), éste no cumple en (4.3) a (4.5) las
condiciones de Kuhn y Tucker, se determina -
la direccidén del desplazamiento siendo -
ZS,k+l

para las variables superbidsicas y --
N,k+1
z-! =0 para las variables no-b&sicas. Una
S,ktl v ZN,k+l

I

vez obtenido Z se obtiene la

direccién del desplazamiento en las variables

B,k*1

bdsicas, cuyo vector 2 de forma anédloga

a (3.25) sera:

B,k+1

z =— (8B (x)) 71aS (x) zSsKk*L (4.7)
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A continuacién es preciso determinar la am--
plitud mixima del desplazamiento que se pue-
de efectuar en las variables superbdsicas --
sin tener que cambiar de base. Esta cuantia
ai+l se obtiene con la formulacién (3.26) de
forma andloga a como se efectfia en el algo--
ritmo GRG. Si ai+l < ¢, donde ¢ es un valor
dado, se considera que la base es degenerada
y por tanto se procede a efectuar un cambio
de base con las reglas recogidas en el apar-

tado 4.5.

Si la base no es degenerada, después de obte

. L - . S,k+l
ner la direccidn del desplazamiento 2

(apartado 4.2)yZN'k+l=

0, se procede a deter-
minar la amplitud a£+l de este desplazamien-
to (apartado 4.3) a base del método seudo-New

B, k+l de solucio--

ton, a obtener el vector X
nes bisicas. Si no se puede determinar un va
lor para la amplitud a;+l para el que el mé-
todo seudo-Newton converja hacia un punto en
el que se disminuya la funcidn objetivo, se

trasladan algunas variables no-bdsicas al --
vector de variables superbdsicas y, por tan-
to, el vector del gradiente reducido superbd
sico AS se ve incrementado con los valores -
A? de las variables trasladadas. Estas varia

bles serdn aquellas para las que

XN < —-g si XN=£N j=1,2,...,n-m-s (4.8)
J J 3]
W e si =¥ y=1,2,...,n-m-s (4.9)
J J ]

donde ¢ es un valor dado.

Tambi&n se trasladardn al vector superbdsico
aquellas variables no-bdsicas para las que -
se cumpla (4.8) y (4.9) si para todas las va

riables superbdsicas se cumple (4.5).

4.2 Direccidén del desplazamiento. Vector ZS=
S ] S S, t
(B0 254 cens B0, eeny BQ) -

desde

(conside-

La direccidn del desplazamiento ZS’kJrl
el punto superbisico XS’k a XS’k+l
rando naturalmente que el punto Xk no cumple
las condiciones de optimalidad de Kuhn y Tuc
ker) tiene dos tipos de métodos en su obten-
cién en el algoritmo GRG2. Si el nimero s de
variables superbdsicas es menor gque un valor
dado (n, por defecto), la técnica utilizada

se basa en los métodos Quasi -Newton para op-
timizar una funcién multivariante sin res--
tricciones. En caso contrario se utilizan mé

todos adaptados del método del gradiente con
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jugado ya que precisan menor capacidad de al
macenamiento y son normalmente mis rapidos.
Escudero /16/ recoge una amplia bibliografia

sobre estos tipos de mé&todos en PSR.

a) Método Quasi-Newton

El método Quasi-Newton en el algoritmo GRG2
efectla una aproximacién a la matriz hessia~
na de la funcidn objetivo f£(X) en la que las
variables bisicas se expresan en funcién de
las variables superbdsicas, y las variables
no-bédsicas permanecen fijas. Se parte de la
base de que se aproxima la funcidn f£(X) (3.1)
de una forma cuadratica desarrollandola en -
series de Taylor y despreciando el tercer --

término y superiores. Por tanto,

£ (x5t =£ (xK) +y NE () (NN

X
v Bf(x)(XB,}H-l_XB,k)+V Sf(X)(XS'k+l—XS'k)+
X X
(Xk+l—XK)tGT(Xk+l—Xk)/2 (4.10)

donde GT es la matriz Hessiana cSzf(X)/cSX2 de
orden n*n de todas las variables (XB,XS,XN)

del problema.

Al objeto de facilitar la lectura, sea el si

guiente cambio de terminologia:

g=(V gf(X),V (£(X)) (4.11)
X X
% B,k+1
dg Opy1
d= = (4.12)
S,k+1
dg 0412
B, = 2B (x) (4.13)
B
S
Bg = 47 (X) (4.14)
Dado que XN’k+l—XN’k:0 Yy que XB’k+l—xB'k:dB
y Xs’k+l—xs'k=ds, resulta que:
Et Y =e ) 4y _f(0a s
B B
X
v Jf(x)d_+afcayz (4.15)
S s

donde G es la matriz cSzf(X)/éx2 de orden --
(m*s) + (m*s) de las variables basicas Yy super
bisicas. Lasdon y Warren /40/ se basan en —-—
Murtagh y Saunders /46/ para obtener en el -
algoritmo GRG2 la direccidn dS (en la cual -
también estd incluida la amplitud aungue no

tiene mayor importancia) del desplazamiento
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de las variables superbisicas XS. A su vez,
estos autores se basan en la operativa desa-
rrollada por Gill y Murray (/26/ pp.67-71),
y validada por los mismos autores en una se-
rie de trabajos referenciados en dicho libro
para obtener la direccibn del desplazamiento

en el caso de condiciones lineales. Esta ope

rativa se basa en la ortogonalidad de cierta
matriz T con la matriz de condiciones tal co
mo se recoge a continuacién. Gill y Murray -
/29/ presentan una excelente panordmica de -

estos trabajos.

Los nuevos valores de las variables XB Yy Xs
deben ser tal que la direccidn 4 (4.12) cum-
pla las condiciones (3.2) del problema. Por
tanto, y seglin la linealizacidn (3.22), re--
sulta que d debe ser tal que:

d

B

(B Bs)d=(BB,B =0 (4.16)

s a

1
B S

Ahora bien, como dB depende de ds, sea T la

matriz (m+s)¥*s para la cual
(4.17)

Por tanto, si la matriz T fuese ortogonal a

la matriz de condiciones, es decir si

(B

Bs) T =20 (4.18)

BI
resultaria que la direccidn 4d cumpliria las
condiciones (3.2). Ahora bien para que se --
cumpla (4.18), T debe ser

-1

“Bg Bg

T = (4.19)

donde —B;l BS es una matriz de orden m%s e I
es la matriz unidad s*s. Si T es (4.19) -

resulta que

-1
BB BS
(BB,BS)T=(BB,BS) =
I
-B_ BZ' B, + B_ = 0 (4.20)
B "B S S *
que confirma la formulacidn (4.7).
De donde, y segfin (4.1), (4.15) seri:
£(x** ) =£ (X) +garat 6 q =
_ k t
=£(XT)+ (Vv pf(X),V Sf(x))TdS+(TdS) GTds=
X X
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—£(x+at (15 Fral 1t 6 T a2 (4.21)
S S S

Por tanto, la direccién ds que minimice esta

funcién serd aquella para la cual sus prime-

ras derivadas sean cero:

t e dg = -5t

(4.22)
y la matriz Hessiana, que en este caso serd
la matriz TtGT que denominaremos B, sea posi
tiva definida. Tradicionalmente se ha obteni
do dS:

a.=-u 5t

S (4.23)

a base de aproximar iterativamente la matriz
inversa H de la hessiana B por los métodos -
Quasi-Newton tales como los denominados DFP,
BFGS y otros de rango 1 y 2. Escudero /16/ -
recoge una bibliografia muy amplia sobre es-—
tas técnicas.

Gill y Murray (/26/pp. 74-76) indican que de
esta forma, y debido a errores de cidlculo, -
la matriz resultante B de esta aproximacidn
puede dejar de ser positiva definida, en cu-
yo caso el método puede no converger. Susti-
tutivamente sugieren aproximar directamente
la matriz B a base de un procedimiento que -
se recoge mds abajo. Asi mismo, estos auto--
res sugieren un procedimiento (recogido més
abajo) para obtener ds a partir de la férmu-
la:

Lot =-05H% (4.24)
donde L es una matriz triangular inferior de
orden s*s con diagonal unitaria y D es una -
matriz diagonal, dado que

B=TCGT

(4.25)
es una matriz simétrica y, por tanto, segln
la factorizacién de Cholesky se puede expre-
sar a través de (4.24). Wilkinson /59/ des--
cribe claramente esta factorizacidn. Ver tam
bién Brodlie /9/.

Por tanto, la operativa en el m&todo Quasi-
Newton para obtener la direccidn dS del des-

plazamiento es la siguiente:

B,k S5,k
7

1) Dada una solucién factible Xk=(X X ,
XN’k) se obtiene el gradiente g (4.11), las

matrices B, (4.13) y B

B S (4.14) y, por tanto,
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la matriz T (4.19).

2) Obtencidn segiin (4.1) del gradiente redu-
cido A5,

3) Obtencién de la matriz hessiana B(=TtGT).
En la iteracidn k se obtendrd directamente a
base de la informacidn existente en la itera
cién k-1, segln el procedimiento sugerido --
por Gill y Murray(/25/ y /26/ pp- 74-76). --
Utilizan el método denominado complementary
DFP formula surgido de un andlisis de la fér
mula de Davidon /14/ mejorada por Fletcher y
Powell /21/ y de la fdrmula BFGS debida a --
Broyden /10/, Fletcher /20/, Goldfarb /31/ y

Shanno /56/. Esta f&rmula es la siguiente:

S,k_,8,k-1 S,k_,5,k-1
phogk-1, 08 K8 T P G2 IR R
&% -1t
o ZS,k (AS,k As,k l)
(As,k—l)txs,k—l
B A ittt wit (4.26)
S & S,k-1 ¢
z=' " O )
tal que B° = TOt c° 1° donde T° y G° se ob--

tienen a base de la solucidn inicial facti--
ble (XB’O,XS’O). Es interesante observar que
en la formulacidn (4.26) la modificacidn de
Bk_l para obtener Bk no exige manipulacién -
de matrices. La matriz resultante serd siem-—
pre positiva definida si los elementos de 1la
matriz diagonal D (en 4.24) son positivos. -

Esta es una condicién mis fdcil de cumplir.

Dado gue en B° se ha efectuado la factoriza-
cién LDLt (ver Wilkinson /59/) la actualiza-
cidén (4.26) no modifica esta factorizacidn -
si se sigue la operativa descrita por Gill y
Murray /29/. Gill y Murray /26/ y /29/ des--
criben la posibilidad de utilizacidn de la -
factorizacién QR para obtener los multiplica
dores de Lagrange (3.8) y la matriz T (4.19).
Asi mismo describen la posibilidad de modi-
ficar las factorizaciones LDLt§rQR (Jennings
/38/ y Gill y Murray, /30/) sin precisar ob-
tenerlas de nuevo en el caso de un cambio de
base. Aungue este procedimiento es muy ade—-
cuado para el algoritmo de programacidn cua-
dratica con condiciones lineales que ellos -
proponen (Gill y Murray, /29/). podria utili
zarse con ligeras modificaciones en algorit-

mos generales de PNL.
4) Obtencidn de la direccidn g del desplaza

miento a base de resolver el sistema de ecua

ciones (4.22). En lugar de obtener dS a base
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de (4.23) lo que precisaria obtener la inver
sa H de B, Gill y Murray /26/ sugieren un
procedimiento mis rdpido y que ademds evita-
rd errores de cdlculo. Avriel (/5/ p. 352) =~
efectfia una exposicién clara Y precisa de es
ta técnica. Este procedimiento se basa en —--
que la matriz B es simétrica, vy la actualiza
cién efectuada en (4.26) no le ha cambiado -
su cardcter de factorizacién LDLt. A partir
de (4.24), ds se obtiene de la siguiente for
ma, donde todos los vectores y matrices tie~
nen el superindice Xk excepto ds que corres--

ponde al superindice k+l:

a) Obtencidn del vector columna ¥ resolvien-~

do el sistema de ecuaciones

Ly = -5t (4.27)
Por tanto,
_ _+8
Yl = Al
s r-1
Y =-Xx" - % L_. Y. r=2,...s (4.28)
r r . ri “i
i=1
b) Dado que
p Lt dg = ¥ (4.29)
resulta que
tta =pty (4.30)
de donde
Yg
d = ——- (4.31)
Ss D
ss
Yr s
de ==== - I L, 4., (4.32)
Sr Drr j=p+l iT Si
r=1,2,...,s-1

5) Obtencién de la direccidn dB del desplazg
miento de las variables basicas XB. Seglin ~-
(4.17), se aplica directamente la férmula --
(4.7) . Contemplando (4.12) se puede observar
que lo que se ha venido llamando direccidn d
€s en realidad la direccién y la amplitud --
del desplazamiento. Realmente no tiene mayor
problema ya que el siguiente paso (aparta@o

4.3) consiste en determinar la amplitud %41

sobre ds Yy dB.

b)_M&todo del Gradiente Reducido Conjugado

Aunque el método Quasi-Newton tiene en esta
versifn una gran mejora sobre los tradiciona
les Quasi-Newton, si se utiliza la técnica -~

del gradiente reducido conjugado se obtiene

una convergencia andloga'y, por otra parte,
ahorra tiempo de optimizacidn Y precisa me--

nor capacidad de almacenamiento. Se utiliza
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la metodologia recogida en el algoritmo GRG.
Por tanto, de forma andloga a las formulacio
nes (3.18) a (3.20),

zS/k+1__ S,k t, k S,k

- (SR tigky (4.32)
donde el escalar Bk dependerd de la formula-
€idn utilizada. El algoritmo GRG2 utiliza --
las formulaciones B?P debida a Fletcher y --
Reeves /22/, BER debida a Polak y Ribidre --

/50/ y B; debida a Perry /48/, siendo &stas:

k S,k 2 S,k-1,,2

Bpp=1 127751171 2 | (4.33)
B§R=As'k(ks’k—ks’k_l)t/\lks'k_l|ﬁ (4.34)
Bk:AS,k((As,k_xs,k—l)t_a"zs,k)/

P k

(8K Sik-Ly sk (4.35)
En la iteracidén k = 1, Bk = 0. Asi mismo se

reinicializa el procedimiento (Bk=0) para -~

k=s+1, 2s+1,...

retc. En estos casos la direc
S,k+1

S,k)t

También se efectfia cuando cambia el status -~

cién 2 serd - (x , es decir Bk = 0.

del vector X tal que difiera la composicidn
de los vectores XB, XS y XN. Powell /52/ es~-
tudia diversas formas de reinicializar la di
reccibn del desplazamiento. Murtagh y Saun--
ders /46/ recogen la operativa correspondien

te.

4.3 Amplitud Oy, Gel desplazamiento.

Existen numerosas versiones para su obtencidn
y el detalle de cada una de ellas es muy pro
lijo. Ver Murtagh y Saunders /46/ y Lasdon y
Warren /40/ para mayor precisibén. Dado que -
a;+l > 0, el objetivo consiste en cumplir la
condicién en (3.28) basada en (3.26) y (3.27).

Los pasos fundamentales son los siguientes:

1) Se parte de un primer valor de Opypp- Si -
converge el algoritmo denominado seudo-Newton
(apartado 4.4) al determinar las correspon--
dientes variables bisicas XB Y, por tanto, -
se cumple la condicidn (3.2), no se violan -
sus limites (3.4) y la funcién objetivo se -
ha reducido, se sustituye Oy .1 bor 2 Ops1 Y
se comienza de nuevo el algoritmo seudo-New-

ton (apartado 4.4).
2) Si en el paso 1, se cumplen todos sus re-

quisitos pero la funcidén objetivo es mayor -

que la obtenida previamente de tal forma que
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se hayan obtenido las siguientes amplitudes

A, By C, tal qgue:
0 <A<BZ<C

k+1

(4.36)

k+1 k+1

y>£ (xRt cg ezt 43
entonces el intervalo (A,C) contiene un mini
mo local de F(Xk+a£+lzk+l). Entonces se ajus

ta una funcidn cuadridtica en Oppq @ los pun-

f(Xk+AZ

tos A, B, C y sus correspondientes funciones

k+1 ¥
mienza de nuevo el algoritmo GRG2.

(4.37). El valor minimo serd o se co--

3) Sea el caso recogido en el paso 1, pero -
en el que el algoritmo seudo-Newton (aparta-
do 4.4) no converge o precisa mds de 6 itera
ciones. En este caso, se termina la blisqueda
del valor &ptimo a;+l y se considera que &s-
te es el Gltimo obtenido si ha producido una
reduccidn en la funcidn objetivo con respec-—

to al valor previo de o Si no ha obteni-

k+1°
do esta mejora se sustituye @, ,, por ak+l/2
y comienza de nuevo el algoritmo seudo-New--
ton. También se actda de la misma forma si -
el algoritmo seudo-Newton no converge para -
el primer valor de LI
4) Si el algoritmo seudo-Newton converge, pe
ro se viola alguno de los limites de las va-
riables b&sicas, el caso se trata en el apar
tado 4.5.

4.4 Cumplimiento de las condiciones del pro-
lema H (X) =

Método seudo-Newton.

Esencialmente se sigue el mismo procedimien-
to del método seudo-Newton utilizado en el -

algoritmo GRG, considerando fijas a sus valo

res las variables superbédsicas XS’k+l

N,k+1l

y no-
bédsicas X Al igual gue en GRG también
en GRG2 la matriz bésica AB(X), que también

hemos llamado B s6lo se recalcula al prin-

BI
cipio de cada iteracidén y no se recalcula en
. . B, L
cada iteracidén £ con los valores X '~ como -

se efectfia en el algoritmo de Newton.

Si en la iteracidén £ del algoritmo seudo-New
ton se violan los limites de XB, no se cam--—
bia de base como hace el algoritmo GRG, sino
que se continfia el procedimiento hasta que -
converja, ya que puede ocurrir que entonces

no sea preciso efectuar ninglin pivotaje.

4.5 Cambio de base.

Si el algoritmo seudo-Newton converge, pero

se viola alguno de los limites (3.4) de las
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variables bdsicas, la amplitud causante es -
reducida a un valor en el gue no haya ningln
limite violado y al menos una variable tome

el valor de uno de sus limites. Se determina
este valor de la amplitud a base de efectuar
una interpolacién lineal entre los valores -
previos y los valores actuales de los varia-
bles basicas cuyos limites se han violado. -
Para la amplitud resultante (se hubieran o -
no previamente violado los limites) se obtie
nen los valores definitivos de las variables

basicas XB’ ktl y superbasicas XS’k+l y se -
actualizan los vectores VBf(X), st(X), VN -

£(x) v las matrices aB(x), a%(x) v aN(x).

A partir de estos nuevos datos se procede a

determinar las variables basicas de la nueva
iteracidén, gque si hay cambio de base, es co-
mo si de nuevo (con una solucidn mejor) se =

comenzard el problema.

La determinacién de las nuevas variables ba-
sicas XB (que pueden ser algunas de las anti
guas) y, por tanto, la obtencidn de la matriz

AB(x)~1 se efectfa de la forma siguiente. --

‘Después de cada pivotaje, por cada columna -

no-pivotada se determina el elemento con ma-
yor valor absoluto entre las filas no-pivota
das y se obtiene, sea M, el maximo de estos

elementos. La columna pivote serd aguella en
tre las no-pivotadas cuya variable tenga la

mixima diferencia entre su valor (provepien—
te de la determinacidn de la amplitud u£+l)

y su limite mds cercano, siempre que el va--
lor absoluto del elemento pivote sea mayor -
que e¢M, donde ¢ es un valor dado (generalmen
te, e=0.1).

na serd el de mayor valor absoluto.

El elemento pivote en esta colum

Una vez seleccionadas las m variables bdsi--
cas, se obtiene la matriz AB(X)_l, y se co--
mienza de nuevo el algoritmo GRG2. Esta for-
ma de seleccionar el wvector XB reducird el -

nimero de cambios de base a efectuar.

Lasdon y Warren /40/ reconocen que el algo--
ritmo GRG2 no estd todavia totalmente valida
do, pero dada la técnica empleada y los re--
sultados preliminares recogidos en el traba-
jo referenciado, este algoritmo puede ser uno
de los sistemas b&sicos en programacidén no-

lineal general.
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