ALGUNAS POSIBILIDADES Y LIMITACIONES DE LAS TECNICAS DE
FILTRAJE NO LINEAL

P. BRUNET J. PAGES

El filtraje no lineal es una té&cnica con grandes posibilidades; previsible-
mente podrid utilizarse ‘para problemas tales como el de previsibn, estudio -
de series cronoldgicas y estimacién de parémetros.

Cabe distinguir entre las técnicas de filtraje Sptimo y las de filtraje sub
6ptimo. Las primeras, basadas en el seguimiento de la densidad de probabili
dad condicionada por las observaciones, conducen a algoritmos que guedan 1li
mitados por el tiempo que su implementacidn exige. Una linea de trabajo con
siste pues en estudiar métodos gque permitan disminuir el tiempo de cdlculo.
Las técnicas de filtraje subSptimo, mds ampliamente utilizadas, conducen a

algoritmos de implementacién m&s simple. Sin embargo, la convergencia no --
queda asegurada como sucede en el caso Sptimo. El estudio de la misma cons-
tituye otra importante linea de trabajo.

En este trabajo se presentan resultados obtenidos en las direcciones cita--
das. De ellos se deduce que la extensidn del filtraje a problemas nuevos de
be realizarse con cierta prudencia.

1. EL PROBLEMA DEL FILTRAJE z, = h(xk'vk)

El problema del filtraje consiste en obtener con v, variable aleatoria y la funcién h tal

una estimacién de un proceso estoclstico a - que defina la probabilidad

partir del conocimiento de otro proceso deno

minado de observacién relacionado con el pri Mz, /x. )
. . k”7k
mero. Se suponen conocidos modelos matem&ti-

cos de evolucibn del proceso a estimar asi -

como de la relacién entre &ste y el de obser El problema del filtraje en este caso consis

.2 te en obtener una estimacidn R de x, cono--
vacidbn. k

k
ciendo Gnicamente el proceso de observacidn
{zl, 1<k}. Otro problema directamente rela--

1.1 Modelos discretos cionado con éste es el denominado de predic-

cibn, donde conociendo {zl, 1<k} se intenta

estimar x h>0.

La evolucibn del proceso a estimar viene da- k+h'

da por una ecuacibn del tipo

1.2 Modelos continuos

R T

En este caso, la evolucibén del proceso a es-
en que Uy es una variable aleatoria y la re- timar viene dada por una ecuacién diferen--
lacién entre Ry ¥ Xxpq ©S tal que define la cial con perturbaciones. Estas perturbacio--

A i
probabilidad de transicidn nes reciben el nombre genérico de ruidos, y

en el caso continuo {inicamente existe una --
P(xk+1/xk) teoria matemitica del filtraje cuanto &stos
son gaussianos y actuan de forma aditiva:
La ecuacidén de observacién viene dada a su -

vez por dx = f(x,t) dt + G(t) 4B

- P. Brunet del Laboratori de Calcul de la ETSEIB. Diagonal, 647. Barcelona 28.
- J. Pagés de la Catedra de Matemdtiques II de la ETSEIB. Diagonal, 647. Barcelona 28.
- Article rebut 1l'Agost de 1978.
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Bt es un movimiento Browniano, proceso que -

cumple:

E[dg] = 0

E[agag’] = odt

A su vez, la ecuacién de observacidn es del

tipo
dz = h(x,t) dt + dn
con n otro movimiento Browniano tal que

E[an] = 0 E[dndn’] = Rdt

Con el proceso X, continuo, puede considerar
se el caso en que las observaciones sean dis

cretas,

z, = h(x(tk),tk) + u

k k

- 3 o
La generacibén de la estimacidn X, del proce-
50 X, es en este caso un problema de predic-
cién entre cada par de sucesivas observacio-

nes.

1.3 E1 filtraje no lineal 6ptimo discreto

Si se adopta como criterio la minimizacidn -
de

E[ (13 (x-v)) 7]

con X un vector arbitrario y V un funcional
de las observaciones, se obtiene como solu--
cibn Optima la esperanza matemitica condicio

nada, es decir
Vopt = X = E[x/observaciones]

En el caso discreto puede calcularse ﬁk de -
forma recurrente a partir de la densidad de

probabilidad condicionada. Denominado

z, = {zk, h<k}

la recurrencia se establece entre P@k/zk)y -
H§k+1/zk+1L obteniéndose como paso interme--
dio H?k+1/zk} En efecto, a partir P@k/zk)y -
teniendo en cuenta la ecuacidn de Chapman-Kol

mogorov para el proceso Xy

Rpr/2) = o /22 ) o /2 yax, =
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= [Py /% )P /7y ) dx

ng/zk)es la base de la recurrencia y -

H?k+1/xk)puede obtenerse a partir de la ecua
cidn de evolucidn del proceso X -
En el siguiente paso, mediante el teorema -
de Bayes se integra la informacidn suminis-

trada por la observacidn siguiente L

L SRVEINUI R SV L

Py 1/ %12 ) P 1 /) _
[P 1/ K1 B P /20 ) O%

ey /X ) Py /7))
[Py 01/ %) B /2085

La implementacidn de este algoritmo presen-
ta el problema del tiempo exigido para el -
cdlculo de la integral que aparece en el --
primer paso. En efecto si las densidades de
probabilidad Hgk/zk)y ka+1/zﬁ, se represen
tan mediante sus valores en N puntos, el --

tiempo de célculo es proporcional a N2.

Por ello es interesante investigar métodos -
que permitan reducir sustancialmente dicho -
tiempo de célculo. Con esta Sptica se ha es-
tudiado la posibilidad de calcular dicha in-
tegral en paralelo, y la de utilizar la trans

formacién de Fourier, /1/.

2. POSIBLES IMPLEMENTACIONES DEL FILTRO OPTI
MO DISCRETO

2.1 Célculo en paralelo de By 172,

En este caso el procedimiento utilizado que-

da esquematizado en la figura 1.

Se ha utilizado el calculador hibrido para
obtener por este procedimiento el filtro 6p
timo del problema conocido como "problema -
del sensor clbico". Las ecuaciones correspon

dientes son

3
<
-
N
]
H
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1

Filtraje discreto
C&lculo en paralelo de la prediccidn

El caricter no lineal del problema es debido
a la ecuacibn de la observacidn. La ecuacidn
de evolucidn del proceso x es en cambio li--
neal debido a lo cual la ecuacidn de Chapman

Kolmogorov es de la forma
B, /2, 0E) = [TRe /% (E/M) By /z ) (n)dn =

= [Pa)(E-an) Bx, /z)(n)dn =

e

Hx, /z. )(n)dn
e /%)

[’1 fi(i—an)Q

ecuacidn parecida a una convolucidn.

En el calculador hibrido, la parte analbgica

realiza el cdlculo en paralelo de
B, 1/2008 1)

para distintos puntos £i; a base de integrar

el producto de
P, /2, )(n)
por
HpQ(Ei—an)
La funcidn

)
Hgk/zQ(U

la recibe del digital mientras que las fun--

ciones
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HuQ(Ei—aﬂ)

gue resultan para los distintos valores &1,
se generan mediante circuitos analbgicos; -
estas funciones son en este caso gaussianas

gque difieren inicamente en la media.
El calculador digital realiza ademds del con

trol del analdgico el producto y la normali

zacién que aparece en la férmula de Bayes.

2.2 Utilizacién de la Transformacidn de Fou-

rier

En el problema del sensor clibico y en gene-
ral siempre que la ecuacidén del proceso ob-
servado sea lineal, la ecuacién de Chapman-
Kolmogorov resulta del tipo integral de Con
volucidn. Por ello puede pensarse en la uti
lizacidn de la transformacién de Fourier que
reduce el cdlculo de dicha integral al de -
una transformada, un producto y una transfor

mada inversa.

El cilculo de la transformacién de Fourier
directa e inversa se realiza con ventajas -
mediante el algoritmo de Transformacibn ré&-

pida.

El tiempo de cdlculo resulta ser proporcio-
nal a N logN. Puede compararse tiempos de -
célculo obtenidos en las gr&ficos de las fi

guras 2 y 3.

3. FILTRAJE CONTINUO

Asi como en el caso discreto la dificultad
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Fig. 3
Transformacidn de Fourier comparada con la
solucidn digital directa

para la implementacién del filtro &ptimo re-
side en el tiempo de cdlculo, no ocurre lo -
mismo en el caso continuo. Aqui, la obten--
cidn de la evolucién temporal de la densidad
de probabilidad condicionada conduce a un --
sistema de infinitas ecuaciones diferencia--
les para sus momentos, en que interviene el
proceso de observacidn.

Unicamente en el caso lineal

dx = F x dt + G dg

Il
fo)
[
ot

E[dgag™]

dz

H x dt + dp

E[dndnT] Rdt

en que todos losprocesos gue aparecen son —-—
gaussianos, el sistema anterior se reduce a

las ecuaciones para la evolucién de los dos

primeros momentos de la densidad de probabi-
lidad condicionada. LlamandeP a la matriz de

covariaciones de la estimacidn
P = E[(x—ﬁ)(x—ﬁ)T/ZT, T<t]
se tiene
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d8 = Fr g4t + P H' R™Y (dz ~ H £ dt)

F=Fr+pr +coet -pE' R

ecuaciones que corresponden al denominado -
filtro de Kalman.

Las dificultades sefialadas han conducido a
la utilizacién en el caso lineal de filtros
subdptimos, en los que, partiendo de diver-
sas aproximaciones, se llega a una ecuacién
o sistema de ecuaciones diferenciales para
la estimacién %, que ya es resoluble. Entre

los mis usados podemos citar /3/,

- El1 Extended Kalman, gque se obtiene desa--
rrollando las funciones no lineales fix,t
y h(x,t) en serie de Taylor alrededor de
la estimacién X:

F(x,t) = £(%,¢) + %51 (x-%) + ...
X| A
X

hix,t) = hig,6) + Mgy 4 L
- X

y aplicando el filtro de Kalman al sistema
lineal resultante, cuando se desprecian -

los términos de orden superior al primero.
Las ecuaciones que se obtienen en este ca

son son:

3n1T o -
ag £(%,t) dt + P[ ] R (dz-h(x,t)dt)

X
b4

1]

R - T - - T -

& -%§1§P+P[%§]§+[GQGT]§—P{%§]§R 1{%£]§p

- El filtro de segundo orden, resulta desa-
rrollando en serie de Taylor hasta el se-
gundo orden las funciones f(x,t) y h(x,t),
y anulando los momentos de orden superior
al segundo que aparecerfian en las ecuacio

nes diferenciales para los dos primeros.

- Filtro gaussiano, se obtiene utilizando -
las mismas aproximaciones que en caso an-
terior, salvo los momentos de cuarto or--
den; en este caso se suponen funcién de -
los de segundo como lo serfan en un caso

gaussiano.

Aunque estos filtros conducen a algoritmos

en los que el tiempo no es un factor condi-
cionante, no est4d asegurada su convergencia.
Resulta por ello importante el anilisis del

comportamiento de dichos filtros para cada
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posible aplicacién.

4. ESTABILIDAD DE LOS FILTROS SUBOPTIMOS EN
LA ESTIMACION DE PARAMETROS

En un sistema cuya evolucidén depende de va-
rios pardmetros que supondremos constituyen

el vector a,
dx = f(x,a,t) dt + G(x,a,t) 4R

es posible estimar sus valores mediante las
técnicas de filtraje y a partir del proceso

de observacibn z,
dz = h(x,t) dt + dn

Para ello, basta considerar el vector

y definir el nuevo sistema:

dy = £*(y,t) dt + G*(y,t) dB
donde f*(y,t)=f(x,a,t) v G*(y,t)=G(x,a,t) -
para las primeras componentes de y, mientras
que f*(y,t)=G*(y,t)=0 para las restantes. -
Usualmente, esta transformacidn conduce a -

un sistema no lineal.
Sea por ejemplo el sistema lineal y escalar
dx = a x dt + dB

£[ds?] = qat

Definiendo Y, =X, y,=a el sistema puede escri

birse en la forma
dy1 =v,Y, dt + dp

dy2 =0

en la que el caricter no lineal aparece en
el producto Y,Y,- Resulta pues un caso en -
que la utilizacibén de algoritmos subbptimos

parece a priori adecuada.

La deduccidn de sus ecuaciones para este ca-
so concreto suponiendo el proceso de observa
cidén definido por
dz =y, dt + dn E[dn’] = rdt

conduce a
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~ A 1 ~
- + L - $.at
dy1 (c P, Vly?) dt = Pll(dz Y, )
P

A T2 ~
dv2 = = (dz Y, at)
ar

11 A 1 2
e~ Yy Py H 2V, Py ta- Py
aPro A 1

gt T Yo Pyio TV Poy T Py Py
Poo 1,0

dt r 12

ecuaciones que corresponden al filtro de Ex
tended Kalman para c=0, y a los gaussianos

y de segundo orden para c=1.

Para estos algoritmos es especialmente sig-
nificativo el estudio de su convergencia al
verdadero valor del pardmetro, por ser E&ste
constante. Sustituyendo en el sistema ante-~
rior dz por su valor, e incluyendo a su vez

la ecuacidn del sistema obtendremos /2/,

. A n 1 1o ,
dy, = (e Py + ¥Vyv, ¥ & v, Pyy = Yy Py
1
.dt+TPMdn
ay. = 2 P (y.-$.) dt + — b, dn
2 T 12 Y17V T F12
o A 2
dP11 = (2 y1 P12 + 2y2 P11 + g ——»Pll) dt
ap. . = (9. P + 9. P . - p _ p ) at
12 Yo P45 1 722 T 11 12
_ 1 2
e, = = p), dt

= +
ay, a vy, dt as
De la observacibén de este sistema de ecua--
ciones diferenciales perturbado por ruido,
se desprende que existen una infinitud de -
estados de equilibrio para las variables --

Yo P11’ P12, P22 definidos por:

~ 242
= = = +
P12 P 0 Yo o P11 ry, /r y2+qr

independientemente de los valores de Yy §f
Ademds, toda evolucibn conjunta del sistema
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P=ar+ y afri+qr

m—&

- Y2
[
Fig. 4
Conjunto de estados de equilibrio del filtro
[/ Td El';tli')x_
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Fig.
Evolucidén de la probabilidad de aue P v P

5

12

sean cercanas a cero

y filtro, o bien tiende cuando t+» a uno de

los anteriores estados, o bien diverge. En -
la figura 4 se ha representado el conjunto -
de estados de equilibrio asi como el punto -
al cual tendria gue converger el filtro para
dar una estimacidn correcta (§2=a) del parsd-

metro.

La aplicacidn de la teorfia determinista de -
la estabilidad al sistema anterior suponien-
do ruido nulo

dg = dn =0

ha mostrado que el estado de equilibrio §2=a
es estable pero no asintéticamente estable,
lo cual no permite asegurar la estabilidad -
de estos filtros.

Por otra parte, la aplicacién a dicho siste-

ma de la ecuacidn de Fokker Plank permite es
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tudiar la evolucién temporal de la densidad
de probabilidad de estimacidn §2 del paré&me-
tro, teniendo en cuenta los ruidos dBg y dn.
En efecto, si definimos la funcidén P=P(€1,EQ
tal que,

P(E1£2) d€1 ag, ag, dg, =

= Prob {?2 € [g.e.%de ], P o€ [E,,5,4AE,],

2,2 r ) ]}
3 3 [ N
P12e[‘2'2'Pzze:2'2

su evolucibn viene dada por
P _ {3 1,2})3P
3t ['],_—.£2 - 3&1]]? - [2?:152 + q - ;gz]a—“

el célculo numérico de fdegldgz nmuestra que
dicha integral crece rapidamente con el tiem .

po, como se observa en la figura 5, lo que -
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indica que va creciendo la probabilidad de -
que P12 Yy P,, tengan valores cercanos a ce--
ro. En otras palabras, la probabilidad de --
que en una simulacidn, P y

P
12 © "22
entorno del origen, va creciendo r&pidamente

estén en un

con el tiempo. Este resultado confirma la --
afirmacidén inicial de que en los estados de

equilibrio,

Por otra parte puede verse, a partir de la -
ecuacidn diferencial para P, que con el tiem

po la funcidn
P(Eirig)

crece indefinidamente en todos los puntos de
la rama de hipérbola superior de estados de
.equilibrio (fig. 4) v decrece en los puntos
restantes del plano 5152. Esto significa que
crece la probabilidad de ir a cualauiera de
los estados de equilibrio con P11>0, y no sd
lo al que cumple §2=a. Por ello puede con--
cluirse que los algoritmos subSptimos estu--
diados no convergen al verdadero valor del -
pardmetro del sistema.

En el caso de la estimacidn de los parame--
tros de un sistema lineal de orden n, la --
aplicacién de la ecuacidn de Fokker Plank —--
conduce a las mismas conclusiones de no con-
vergencia de los algoritmos subdptimos estu-

diados.

5. CONCLUSION

El filtraje no lineal es una té&cnica con --
grandes posibilidades. El tipo de modelos --
con los que se trabaja es suficientemente ge
neral como para tener aplicacidn en campos -
muy diversos. El enfoque del problema y la -
formulacién empleada hacen pensar que podria
utilizarse en problemas tales como los de -~
previsidén, tratamiento de series cronolégi--
cas, etc. Hasta la fecha se ha utilizado con
éxito en dominios en los que la estructura -
de los modelos dinimicos es bien conocida. -
(Comunicaciones, Astrondutica). Se realizan

intentos de utilizacidn en otros dominios en
que los modelos din&micos son mal conocidos

(economia, sociologia) e incluso se ha pre--
tendido utilizar estas técnicas para descu~-

brir la estructura adecuada de dichos mode--—
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los. Sin embargo, parece claro que existien
do graves problemas no resueltos en casos -
de formulacién relativamente sencilla, como
es el de estimacidn de par&metros, su utili
zacibn en cualquier caso nuevo deberia ir -
precedida de un andlisis detallado de la --
adecuacidn del filtraje al problema, estu--
diando aspectos tedricos y considerando a -
la vez otros de implementacidn, como el --

tiempo de cdlculo que en ciertos casos pue-

de constituir un limite efectivo para su --

utilizacisdn.
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