CONJUNTOS ESPECIALES EN
PROGRAMACION MATEMATICA

L.F. ESCUDERO

Se describen las nociones fundamentales y operativa de ciertos conjuntos es-

peciales en programacidn matemdtica,

en concreto los conjuntos S1, S$2, $0S1,

5082, LSl y LS2 tal que permiten tratar funciones no-lineales obteniendo un
éptimo que también es global. Se analizan las fase y seudo-fase branch and -
and bound en que se basa su operativa y se describen algunos campos de apli-

cacién.

1. INTRODUCCION Y CAMPO DE APLICACION

La nocidén de special ordered sets fue in-
troducida por Beale y Tomlin /6/ y desarro-
llada por Tomlin /20/ y Forrest, Hirst y --
Tomlin /17/. Beale y Forrest /4/ introducen
modificaciones muy sustanciales sobre todo

al determinar los pseudo-shadow-costs p* v
D~ de los special ordered sets. Ver tambié&n
Beale /2/ y /3/ y Land y Powell /19/ entre

otros muchos trabajos de este equipo de in-
vestigacién. Los special ordered sets son -
de dos tipos. En un problema de programacién
matemdtica se denominard special ordered --
set de tipo 1, o conjunto $1, al conjunto -
de variables no-negativas en el cual sdlo -
una puede tomar un valor distinto de cero.

Se denominard special ordered set de tipo 2,
o conjunto S2, al conjunto de variables no-
negativas en el que se permite gue haya has
ta dos variables distintas de cero, pero --
con la condicién de que &stas sean consecu-
tivas. Si los conjuntos S1 6 S2 tienen la

condicidn adicional de que la suma de las -
variables que forman el conjunto debe ser -
igual a 1, entonces estos conjuntos se deno
minardn S0S1 (Benichou et al., /9/, Escude
ro /11/, Gauthier y Ribiere /18/) y S0S2 res
pectivamente. En el caso de S0S1, las varia
bles que integran el conjunto deben ser bi-
narias. Se puede apreciar que el orden en -
que las variables aparecen en el conjunto -
52 afecta al significado del mismo. El or--
den también afecta a la forma en que el al-
goritmo trata los conjuntos S$1; si no pue--—

den ordenarse de una forma l8gica, no seria
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Gtil tratar estas variables como conjuntos
S1.

La introduccidén de los conjuntos S1 y S2 en
los algoritmos generales de programacidn 1i
neal (PL) o, en concreto, de programacidn -
lineal entera (PLE) (ver Escudero, /12/) ha
incrementado fuertemente la aplicabilidad -
de los mismos, constituyendo una de sus in-
novaciones mis importantes. El campo de --
aplicacién de los conjuntos S1 se encuentra
en los casos de seleccidn de una alternati-
va entre varias posibles: construir una --
planta o no, decidir una entre varias loca-
lizaciones, entre varios procesos, etc. (Es
el caso en que ZXj = 1; Xj €{0,1}) o e.g. -
decidir entre varias capacidades de una --
planta, etc., tal que si una variable Xj>0,
el resto tienen gue ser nulas, pero sin exi
gir que el valor positivo de la variable --
sea uno, sino gue puede tener cualquier va-
lor continuo positivo, con o sin limite. —--
Asimismo, el campo de aplicacidn de los con
juntos S1 se encuentra en los denominados -

problemas con estructura especial: set pack

ing, partitioning y knapsack binario (Escu-
dero, /12/), asi como en programacidn sepa-
rable no-convexa (Escudero, /13/ vy /14/). -
El campo de aplicacidén de los conjuntos S2

se encuentra fundamentalmente en la progra-

macién separable no-convexa obteniendo el -

dptimo global en problemas no-convexos (Es—

cudero, /13/ y /14/), en ciertos problemas

no-lineales, para los que también obtiene -
el 8ptimo global, y en problemas multiperio
do (e.g. en los que una determinada activi-
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dad s6lo se puede producir en un periodo o
a lo sumo en dos, pero siendo é&stos consecu
tivos).

2. CONJUNTOS ESPECIALES S0S1

Para ilustrar la forma en cdmo operan los -
métodos branch-and-bound con los special --
ordered sets, nos vamos a basar en los con-
juntos S0S1 (conjunto de variables binarias
entre las cuales una y s&lo una debe valer

1). Barcel6 y Companys, /7/, presentan una -

panordmica de las técnicas branch-and-bound.

Ver también Escudero /11/ vy /12/ y Escudero
y Vazguez-Mufiz /15/ y /16/.

Si la determinacidén de la capacidad de una

unidad de produccibdn estd limitada, por ra-
zones técnicas, a la eleccibn de, por ejem-
plo, 750, 500, 250, 100 y 0 (es decir, no -
se construye la unidad), se puede efectuar

este planteamiento afectando a cada posible
capacidad de produccidn una variable bina--
ria de tal forma que Y1=l si se selecciona

el tamafio w1=750 Yy en caso contrario Y1=O;

Y2=l si se selecciona el tamafio w2=500 y en
caso contrario Y2:0; Y3=l si se selecciona

el tamarfno W3=250 y en caso contrario Y3:0;

Y4=l para la eleccidn W4=100 y en caso con-
trario Y4=0; Y5=l para W5=O, es decir, si -
no se construye la unidad, y en caso contra
rio Y5:0' Evidentemente Y1+Y2+Y3+Y4+Y5=1. -
Se denomina conjunto S0S1 a este conjunto -
de variables, siendo variables S0S1 cada --
una de las variables Yj que integran el con
junto. En cada conjunto S0S1, a cada varia-

ble le corresponde un peso (weight) o ponde

racibén. En el ejemplo anterior, el peso de

cada variable Yj podria ser la capacidad -
afectada Wj, de tal forma qgue la condicidn
X=750 Y1 + 500 Y, o+ 250 Yoo+ 100 Y, + 0 Y5
(que recoge la capacidad seleccionada en la
unidad de produccidn) seria la condicidn --
ponderativa de acuerdo con el orden decre--
ciente de sus ponderaciones. Esta ordena--
cidn es muy importante en el tratamiento es
pecial que reciben las variables S0S1 en la
fase branch-and-bound de un problema de pro
gramacién lineal entera mixta. Es preciso -
considerar que la misma variable puede per-
tenecer a més de un tipo de conjunto S0S1.

El tiempo de CPU que se ahorra con este tra

tamiento especial es considerable.

El campo de aplicacidén de los conjuntos --
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S0S1 es muy extenso (tal como hemos indicado
para los conjuntos S1) ya que es muy frecuen
te que en un problema de optimizacién haya -
la posibilidad de una eleccidn mdltiple, tal
que una alternativa excluya las otras. Asi -
ocurre en la planificacién de la produccibn,
en problemas de inversiones, en problemas de
distribucidn, en problemas de localizacidn -
de plantas y almacenes, en problemas multipe
riodo en los que si se toma una decisidn en

un periodo se excluye esa misma alternativa

en los demds, en problemas de asignacidn de

trabajos a tareas, de O6rdenes a factorias, -
en problemas de seleccidn de rutas 6ptimas,

etc. Siempre que, ante diversas alternativas
una de ellas excluya las dems se puede plan

tear el problema como un conjunto SO0S1.

Se recogen a continuacidn las diversas posi-
bilidades de ponderar un conjunto S0S1, de =~
bifurcar sobre un conjunto S0S1, de obtener

sus correspondientes seudo-costos, y de inci
dir en el orden de prioridad junto con el --
resto de las variables enteras para obtener

la préxima variable o conjunto S0S1 sobre --

qué bifurcar.

Ponderacidn de las variables S051

Una vez que un conjunto S0S1 ha sido selec--
cionado, en el orden de prioridad (ver m&s -
abajo) entre los demds conjuntos S0S1 y varia
bles enteras, para efectuar sobre 8l la co--
rrespondiente bifurcacibén y asi obtener a —-
partir del nudo k los dos nudos sucesores --
(n+1) y (n+2), adguiere especial importancia
la ponderacién atribuida a cada variable --
S0s1.

Esta ponderacidn debe depender del grado de
influencia que la variable S0S1 tenga en el
modelo. Asi, en el caso anterior la variable
Y1 tiene m&s importancia que, por ejemplo, -
la variable Y4, ya que estd afectada a una -
capacidad de produccidn superior (w1=750) -
con la consiguiente influencia (ya sea Y1=1
6 0) en la funcidn objetivo. Por tanto, una
buena ponderacidn de Y1 podria ser W1 v W4 -
la correspondiente a Y4.
Hay, b&sicamente, tres formas de indicar la
ponderacidn de las variables S0Sl. Primero,
indicar qué condicidn del problema ser& con-

dicién ponderativa de un determinado conjun-

to o condicién S0Sl. Es el caso recogido en

el parrafo precedente. Asi, la ponderacidn -
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de cada variable Yj es precisamente la capa
cidad Wj. Segundo, atribuir explicitamente
un peso, a cada variable S0Sl. Como la pon-
deracién es utilizada por la fase branch-
and-bound (ver m&s abajo) para bifurcar so-
bre la condicidn S0S1 de que forma parte la
variable S0S1 a la que se estd atribuyendo
un peso, es preciso adecuar este peso a la
importancia de la variable en el modelo, va
que en el tratamiento de una condicién S0S1
se clasifican las variables S0S1 de acuerdo
con el orden decreciente de estos pesos. —--
Tercero, si el usuario no ha utilizado nin-
guna de las dos formas anteriores de indi--
car la ponderacidn de las variables 5051, -
el cédigo de PLE supone generalmente que, -
en una condicidn S50S1, se han introducido -
las variables S0S1 en la matriz del modelo
en orden decreciente de importancia, asig--
nandoles la secuencia de pesos 0, 1, 2, 3,
.., de tal forma que el peso 0 corresponde
a la variable menos importante, que serd la
introducida en Gltimo lugar, el peso 1 co--
rresponde a la variable introducida en la -

matriz en el antefiltimo lugar, etc.

Bifurcacibén sobre una condicidén S0S1

Cuando en un problema coinciden condiciones
5081 y-variables enteras, los pasos del mé-
todo de branch-and-bound siguen siendo los

mismos, excepto los referentes a la eleccidn
de la variable sobre qué bifurcar y a la de
finicidn de los subproblemas (n+1) y (n+2).

A todos los efectos, un conjunto S0S1 no es
considerado como un conjunto de variables,

sino como una entidad. Si la variable a se-
leccionar es una condicién 5081, la bifurca
cidn de la misma se efectda como sigue. Sea

el ejemplo recogido anteriormente en el --

Wij(reference row) (2)

cual
5
I Y. =1 (convexity row) (1)
=1 J e
5
X = I

Como Yj es binaria (0,1), la solucidn ente-
ra exige que el valor de X sea discreto to-
mando el valor wj correspondiente a Y =1, -
En el nudo seleccionado como nudo a bifurcar
k, la condicién 5081 vale 1 pero si alguna

variable Yj es distinta de 0 & 1, significa

que la variable X no ha tomado valores dis—
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cretos. Sea por ejemplo, Y1=0,2; Y2=0; -
Y3=0,3; Y4=0,5 e YS=0' El valor de X ser§ -
X=0,2 * 750 + 0 * 500 + 0,3 * 250 + 0,5 *

* 100 + 0 = 275. Si r es el subindice para
el que wr > X > Wr+1'
W2=500 > 275 > W3=250. Por tanto, la bifur-

cacibn sobre la variable X se efectuard con

aqui serd r=2 ya que

siderando que X > 500 o bien X < 250, lo --
que en el primer caso equivale a indicar --

que YS:Y4=Y3=0, Yy en el segundo Y1=Y2=O.

Como resultado de esta dicotomia se generan
dos nuevos nudos (n+l y n+2) sucesores del

nudo k. Tienen las mismas funcidn objetivo,
restricciones y limitaciones de las varia--
bles que integran la condicidn S0S1.

En un subproblema las variables Y Y eY

37 4 5
se han fijado a cero, y en el otro subpro~-

blema las variables fijadas a cero son Y, e

1
Y2. Por tanto, en una rama se han efectuado
simulténeamente tres bifurcaciones y dos en
la otra rama, en comparacién con las que se
hubieran efectuado con variables enteras --
normales. Se puede observar la importancia

que tienen las ponderaciones, ya que si &s-
tas hubiesen sido distintas, la dicotomfa -

se hubiese efectuado de una forma diferente.

Seudocostos de una condicién S0S1

La nocidn y la utilidad de los seudocostos
de una condicién S0S1 son anflogas a las de
cualquier variable entera. Dado que una con
dicibn S0S1 estd considerada como una sola
entidad, no tienen significade los posibles
seudocostos de una variable S0Sl. Ver Beni-
chou et al. /9/, Escudero /11/ y sobre todo
Gauthier y Ribiere /18/.

Al bifurcar sobre una condicién $S0S1 una bi

furcacién se forma haciendo cero Y Y

17 Ygre.
. Yr Yy en la otra bifurcacidn se anulan

Yr+1’ Yr+2'

tre r y r+l resultan los siguientes seudo--

(r) (rq
1 1
de la condicidn S0S1 i:

Por tanto, al bifurcar en--

costos inferior (PCL ) y superior (PCU

F, - F
(xr) k n+1
PCL, [—E—Y———‘ (3)
jzr
PCU(r) - Fk n+2} _ Fk B Fn+2 (4)
i rY. R
j>x jer -’
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De donde resulta gue si, posteriormente, en
otro nudo, sea p, se decidiese establecer -
la dicotomia en la condicidén S0S1 i entre r

y r+l, la estimacién del valor de la funcidn

objetivo al final de cada una de las dos ra

mas generadas seria:

F o+ gs*pcn'™) o+ n oy, (5)
P i j<r

F + s * pcu'®) = (1 - 3 Y,} (6)
P t jer

donde Y. recoge el valor de la variable 50sS1
3

j de la condicibén S0S1 i en el nudo p y --

donde s = +1 si la optimizacidn es un mini-

mo y s = -1 si es un médximo.

De acuerdo con una terminologia parecida a

la empleada para las variables enteras nor-

(r)

males, o, serd la més pequefia de las dos

(x)
i
to, para la bifurcacidn entre r y r+l en el

degradaciones y A serd la mayor. Por tan

nudo generante k por lo que respecta a la -

condicién S0S1 i sera:

(r)

o) = min {PCL, * 3y, ,peul)x(1- 3 Yj)}
5577 = max {PCLir)* £y, peulx(1- 1 Y,)}
j<x e gy

donde Y, es el valor que en el nudo k ha to
mado la variable S0S1 j. De forma andloga a
las variables enteras normales, ZYj j<r re-
coge la parte fraccional de una variable en

tera (ZYj).

La estimacién de la mejor solucidn entera a

obtener a partir del nudo, sea p, se efec--
tda de la forma siguiente. Se analizan las
variables enteras normales que todavia no -
han tomado valores enteros, y se analizan -
las condiciones $051 en las que algiin valor
Yj no es 1 ni 0. Se estudia cudl es la dico
tomia a efectuar en cada condicidn SOSl, de
tal forma que si ésta se efectda en la bifur
cacidn r y r+l, previamente se han calcula-
do los correspondientes seudocostos, el va-

lor estimado Ep serd:

donde G es el niimero de variables enteras -

normales que en el nudo p no han tomado va-
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lores enteros, og es el minimo de degenera-
cién de la variable g, T es el ntmero de --
condiciones S0S1 incumplidas, r es el iIndi-
ce de bifurcacién de la condicibn S0S1 1y

oir) es la menor de las correspondientes de
generaciones (7). Los valores cg se obtie--
nen a base de los seudocostos PCUg y PCL -
de las variables enteras normales, obteni--
dos en el nudo generante, sea k, y a base -
de la parte fraccional fg de dichas varia--

bles correspondiendo &sta al nudo p.

(x)
i
el nudo generante k y ya no sufren modifica

En cambio, los valores o se calculan en
cidn en los demas nudos, salvo que debido a
ciertas circunstancias se modifiquen los --
seudocostos PCLir) v PCUir).

valor ZYj j<r s6lo se utiliza en el nudo p

Por tanto, el

para determinar el indice r sobre el que ha
bria que bifurcar para obtener una solucidn
entera. Determinado el indice r, se selec--

. . r
ciona el valor correspondiente oi )

(7) pre
viamente calculado en el nudo generante k.
Ver Benichou et al. /8/ vy /9/, Escudero /11/
/12/, /13/ y /14/, Barceld y Companys /7/,
Escudero y Vézquez-Mufiiz /15/ y /16/ y Gau-
thier y Ribiere /18/ en la estimacidn de --

los seudocostos de una variable entera.

Seleccidén de la variable sobre qué bifurcar

Una vez seleccionado un nudo a bifurcar --
(ver referencias anteriores), es preciso se
leccionar la variable entera o condicibn --
5051 sobre gué bifurcar entre aquellas que

en el nudo a bifurcar sean incumplidas. En

las referencias anteriores se recogen los -
criterios seguidos para bifurcar sobre las

variables enteras normales, y la operativa

sirve también para las condiciones S0S1. --
Asi el usuario puede indicar el orden de --
prioridad, procesdndose primero las varia--—
bles enteras normales y condiciones 5051 --
més importantes en el modelo, o aquellas cu
yo coeficiente tenga mayor valor absoluto -
en la funcién objetivo, etc. Barceld y Com-
panys /7/ y Escudero /12/ recogen los crite
rios mis importantes para seleccionar el --
préximo nudo a bifurcar, y en éste, la va--

riable sobre qué bifurcar.

Como no se puede bifurcar sobre una varia--
ble S0S1 ya que la condicién S0S1 forma una
séla entidad, si para seleccionar la varia-

ble entera normal o condicidn S0S1 a sepa--
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rar se elige la estrategia del miximo valor

absoluto del coeficiente en la funcién obje-
tivo, por lo que respecta a las S0S1 éste se
ré el mayor coeficiente en valor absoluto en
la funcibn objetivo de las variables S0S1 --

que la integran.

La obtencidén de los seudocostos de las varia
bles enteras normales y de las condiciones -
50S1 es fundamental para seleccionar el nudo
a bifurcar, la variable sobre qué bifurcar,

el orden de optimizacidén de las dos ramas a

generar, la detencidn de una optimizacidn, -
etc. Es muy probable que en las primeras ite
raciones de la formacidn arborescente, no ha
ya muchas variables enteras con seudocostos

fiables. El problema se agrava en las condi-
ciones S0S1, ya que precisan seudocostos pa-
ra cada posible bifurcacidn entre r y r+l. -
Si, por ejemplo, en una condicién S0S1 hay -
10 variables, puede haber 10-1 posibles bi--
furcaciones, por tanto es posible que se ne-
cesiten 9 tipos de seudocostos inferior y su
perior, de tal forma que los seudocostos en-
tre r=1 y r+1=2 corresponden al caso en que

una rama Y1=0 y en la otra Y2=Y3=...:Y10=0,

los seudocostos entre r=2 y r+l=3 correspon-
den al caso en que una rama Y1=Y2=O y en --

otra Y3=Y4=...=Y 0, y asi sucesivamente --

10”
hasta que en la bifurcacidn entre r=9 y --
r+1=10 los seudocostos corresponden al caso

en gue en una rama Y1=Y ..=Y9=O y en la o-

2=
tra Y10=0. No obstante, la utilidad de las -
condiciones S0S1 es evidente, constituyendo
una de las caracteristicas mds sobresalien--

tes de los mé&todos branch-and-bound.

Resultados numéricos

Benichou et al. /9/, Escudero /11/, /13/ y -
/14/ y Gauthier y Ribiere /18/, recogen ana-

lisis comparativos con o sin conjuntos S0S1.

Uno de los casos més evidentes de la utili--
dad de las condiciones S0Sl, lo constituye -
un modelo de programacién lineal entera mix-
ta cuyo objetivo consiste en efectuar a mini
mo costo la planificacidn para el decenio --
1974/83 de las dimensiones de parques, mue--—
lles y flota maritima de una fuerte siderur-
gia espanola. Las dimensiones del modelo son
M=1000 condiciones y N=1000 variables de las

cuales I=450 variables son enteras.
Sin condiciones S0S1 se obtuvo una solucidn
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"buena” en 100 horas de CPU de un ordenador
360/65. En cambio, con condiciones S0S1 uti
lizando un ordenador S$/370 modelo 158, se -
transforma el problema agrupado en 72 condi
ciones S0S1 las 400 variables S0S1 que, jun
to con el resto de las 50 variables enteras
normales, componen el total de las variables
enteras del problema. Dado que el modelo es
multiperiodo en el sentido de que una alter
nativa (seleccidn de una determinada dimen-
sidn de parques, muelles o tipo de barco) -
que se tome en un periodo anual excluye la

posibilidad de tomar la misma decisidén en -
los otros afios y que ademds las diversas ca
pacidades de las unidades de parques, mue--—
lles y barcos son exclusivas, no es de ex--
tranar que la utilizacién de las condicio--
nes S0S1 acelere la convergencia de la opti
mizacidn. Se precisé sélo de 9 minutos de -
CPU para obtener la primera solucidn entera,
partiendo de la solucidn Gptima continua, -
pero sin conceder explicitamente pesos a —-
las diversas variables S0S1, dependiendo de
su orden de inclusién en la matrix de condi
ciones del modelo. En una nueva prueba, en

la que se ponderaron las diversas variables
S0S81 con la capacidad del parque, muelle o

tipo de barco a que fueron afectadas, la --
primera solucidn entera se obtuvo a los --
7 minutos de CPU representando una mejora -
del 10% en la funcién objetivo con respecto
a la solucidn obtenida sin ninguna pondera-
cién, y del 15% con respecto a la solucibn

obtenida sin condiciones S0S1. Aunque limi-
taciones exteriores impidieron probar la op
timalidad de la solucién entera, é&sta sélo

diferia en un 2% de la solucidn &ptima del

mejor nudo candidato.

Précticamente todos los cbédigos generados -
de PL con métodos branch-and-bound tienen -
la posibilidad de tratar conjuntos S0S1. No
obstante, Bricker /10/ simula el tratamien-
to de un conjunto S0S1 a base de crear nue-
vas variables binarias cada una de las cua-
les restringe el nfimero de variables S0S1 -

libres en el conjunto.

3. CONJUNTOS ESPECIALES S0S2

El método a aplicar en el caso de conjuntos
52 es muy parecido al caso de Sl y, por su-
puesto, de S0S1. A efectos ilustrativos re-

cogemos aqui una técnica a aplicar para los
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conjuntos S082. Su operativa y los concep--
tos que utiliza son andlogos a los emplea--
dos para los conjuntos S0S1, con las dife--
rencias que aqui se indican. También a este
tipo de conjuntos se le asocia una condi~
cién ponderativa que puede formar parte del

modelo o no. Sea el conjunto S0S2:

5
Ty, =1 1>Y, >0 (10)

b3 ijj =X W, > W, (11)

de tal forma que Wj representa la importan-
cia atribuida a la variable Yj. La utiliza-~
cidén del indice de bifurcacidén r para formar
la dicotomfa de (10) y asi crear los dos nu
dos sucesores al nudo estudiado, tiene una
operativa ligeramente diferente al caso del
conjunto S0S1. Tambi&n en este caso se ob-
serva el valor de X y si el conjunto S0S2 -
no cumple la condicidn de que si hay dos va
riables Yj#O, éstas deben ser consecutivas,
se considera que el indice de bifurcacién r
tiene que ser tal que Wr>§>wr+1 Por tanto,
se crean nudos sucesores que teniendo el --
mismo planteamiento que el nudo contemplado,
se diferencian en que en uno se anulan las
variables Yj para j=1,2,...,r-1 (es decir,
todas las variables anteriores a Yr deben -
ser cero) y en el otro se anulan las varia-
bles Yj para j=r+l1, r+2,...,5 (es decir, to
das las variables posteriores a Yr deben --

ser ceroj.

Se puede observar que en esta dicotomia (y

en ello estriba la gran diferencia con la -
operativa en el conjunto S$0S1), la dnica va
riable que es comln a los dos nudos es pre-
cisamente Yr. A medida gue se avance en es-
te tipo de fase branch-and-bound, el nfimero
de variables libres va siendo menor y se --
considera que el nudo tiene la condicidn sa
tisfecha cuando no haya méds de dos variables
Yj#O y sean en tal caso consecutivas. Un ca
so extremo serlia cuando en una de las dos -
ramas de la dicotomia sbdlo esten las varia-

bles Y e Y
Y r

oY eY
-1 r r

+1°

No todos los cbddigos generales de PL con mé
todos branch-and-bound tratan los conjuntos
S082. Land y Powell /19/ indican gque sélo -
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son soportados por los c6digos APEX-III, --
SCICONIC y XDLA. No obstante, su formulacén
se puede efectuar a base de variables conti
nuas con limites cero y uno, combinadas con
conjuntos S0S1.

4, CONJUNTOS ESPECIALES S1 y S2

Beale y Forrest /4/ y Beale /2/ y /3/ ope-
ran con los conjuntos S1 y S2 de una forma
anidloga a como operan Benichou et al. /9/,
Escudero /11/, /13/ y /14/, y Gauthier y Ri
biere /18/, respectivamente, con los conjun
tos S0S1 y S0S2 (para este Gltimo, ver s&lo
Escudero /13/ y /14/); pero utilizando la -
nocidn del seudo-shadow-cost en lugar de la
nocién del seudo-cost y utilizando 1la no-
cién del valor estimado seudo-shadow-cost -
en lugar de la nocidn del valor estimado. -
Land y Powell /19/ indican que sb6lo los cd-
digos APEX-III y SCICONIC soportan los con-
juntos S1 y S2 sin exigir que la suma de --
las respectivas variables sea uno. Al final
de este trabajo, se recoge la referencia de
los cédigos comerciales de PL y PLE mé&s uti
lizados.

5. CONJUNTOS ESPECIALES LS1 y LS2

Beale /3/ introduce la nocibn de linked or-
dered sets, cuyo objetivo consiste en formu
lar funciones no-lineales de tal forma que
se pueden tratar en cbdigos generales de PL
con métodos branch—and—béund que, l6gicamen
te, soporten los conjuntos LS (linked order
ed sets).

Se pueden representar un gran nGmero de fun
ciones no-lineales a base de sumas de pro--
ductos de funciones no-lineales con una ini
ca variable de argumento. Beale y Forrest -
/5/ reformulan en este sentido un gran nime
ro de funciones no-lineales ya clésicas en

la literatura sobre esta materia. En princi
pio, cualqguier producto de funciones no-1li-
neales de argumento Gnico puede ser aproxi-
mado tomando logaritmos y utilizando conjun
tos S0S1 o S0S2 en la resolucidn de proble-
mas de programacidn separable no-convexa, -

dado que e.g.

y=1mx9 = exp {Z a,Z,} (12)
j J 3 J
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InY =% a, 2 (13)
b

Z, = 1n X, (14)

Esta forma de operar puede tener problemas,
salvo que Y y Xj sean estrictamente positi--
vas y se conozca que los valores de Y v X.

tienen un adecuado orden de magnitud.

Por otro lado, las funciones cuadriticas --
del tipo XY pueden ser aproximadas a base -
de sumas y diferencias de cuadrados de fun-

ciones lineales, e.qg.

(15)

<
<
[
1
il
I
N
1
NN
o3

donde Z1 = X+Y y Z2 = X-Y.

Utilizando la t&cnica de programacidn sepa-
rable (Beale /1/) se puede aproximar perfec
tamente el problema (15). Si el problema ~-
fuese Xf(Y) también se podria utilizar la -
técnica de programacién separable si f(Y) -
pudiera llegar a representarse por sumas de
cuadrados de funciones lineales, pero se ~--
precisaria un gran ndmero de convexity rows
y reference rows de programacidn separable.
Por tanto, esta posibilidad es interesante

cuando la funcién cuadrética es del tipo XYy

Y no hay una gran profusién de ellas.

La nocién de linked ordered sets es una --

aproximacién a la optimizacidn global de --

problemas con funciones no-lineales, sin te
ner que utilizar programacidn no-lineal y -
utilizando s8&lo c6digos de PL con una peque-~
Aa modificacién en el método branch-and-

bound. Se pueden clasificar las variables -
de un problema en variables lineales y va--
riables no-lineales, de tal forma que el --
problema se convierte en PL si se fijan las
variables no-lineales. La té&cnica de linked
ordered sets aproxima la resolucidén del pro
blema si las funciones no-lineales, e.g. --
Y(Z,Y), se pueden representar por sumas o -

diferencias de productos de funciones no-1i

neales con argumento dnico. Ejemplo, v (Z,Y)=

=2 (f(2) £(Y)). En este caso, cada uno de -
los productos f(z) £(Y) se sustituye por --
X=f(Z) (programacién separable) y Xf(Y). La
técnica de linked ordered sets aproxima el
valor de Xf(y).

Para representar de esta forma Xf(Y) es pre
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ciso conocer los valores miximo XM y minimo
X mde la variable X. Si Y s6lo puede tomar

valores finitos Yl' Y Ym entonces la

roeees
técnica es de linked irdered sets de tipo 1
(conjuntos LSl) y si el conjunto de valores
posibles de Y no es finito, entonces la téc
nica es de linked ordered sets de tipo 2 -

(conjuntos LS2).

Comencemos con el conjunto LS1. Este serd -

el conjunto de variables All’ A12’ v eey Xil’
Ai2’ ey Ami' Am2, 0 < Ail’ Ai2 < 1 y con-
tinuo, tal que

m

E (Ail + Aiz) =1 (16)

con la condicién adicional de que si Y=Yj,

entonces A, =X, _=0 para i=1,2,...,m, i#j. -
il i2

Por tanto, Aj1+xj2=l. La condicién se deno-

mina convexity row de forma andloga al con-

junto S0S1. La condicién ponderativa (refe-

rence row) del conjunto LS1 ser4

+...+mem1+Y1A12+Y2A22+...+mem2 (17)

m
X= I (X x., +X x. ) (18)

Por tanto, si A.=f(Yi), la funcién Xf(y) --
1

tiene la siguiente representacidn lineal,
m
LA, (Xm Ao+ XA, ) (19)

estando (19) en funcidn del conjunto LS1.

La operativa en el tratamiento del conjunto
LSl en el método branch~and-bound es simi-—
lar al caso de los special orderes sets de

tipo S0S1. Asi en un nudo determinado, sea
k, para bifurcar sobre el conjunto LS1 se ob
serva si las condiciones de este conjunto -
(16) se han satisfecho. Sers el caso en el

que Ai1=Ai2:O y Aj1+xj2=1, i=1,2,...,m, --
i#j. Si no fuese asi se analiza la condi-
cidén ponderativa. Considerando que Yi>Yi+1'
el indice de bifurcacidn r serd aquel para

el que Yr>Y>Yr Por tanto, se efectda una

+1°
dicotomia en la que se crean los nudos suce
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sores (n+l) y (n+2) cuyas funcifn objetivo
y condiciones son las mismas que en el nudo
k, pero en el nudo (n+l) se sustituye la --

condicidén (16) por

[ s B
+
>
~—

I
[ary

(20)

y en el nudo (n+2) se sustituye la condicién
(16) por

m

L (Xil + Ai2
1=r+1

)y =1 (21)
La operativa a partir de aqul es similar a

la desarrollada en (1) a (9) para el conjun

to S081. As? los seudocostos serén:

(x) Fk B Fn+1
PCL ‘—Er—ﬁrfj;rf—yl (22)
il i2

i

igr

k n+2
1- ¢ (A, ,+X, )' (23)
i1 i2

F - T
PCU = \

i<r

Beale /3/ opera con los conjuntos LS1 de --
una forma andloga a como operan Beale y --
Forrest /5/ con los conjuntos Sl; por tan--
to, sustituye la nocién de seudocostos por
1a de seudo-shadow-cost y la nocién de va-
lor estimado por la de valor estimado seudo-
shadow-cost.

Ahora bien, si el conjunto de posibles valo
res de la variable Y es infinito, entonces

hay que utilizar la nocidén del conjunto LS2
(similar a la del conjunto 5082) en lugar -
de la nocidn del conjunto LSl. En este caso,
s61lo se efectdia una aproximacidén de la fun-
cién Xf(Y) al igual que en programacién se-
parable (ver Escudero /13/ v /14/) se efec-

tda con la aproximacién de la funcidn £(Y).
Se parte también de las convexity row (16)
y reference row (24). La diferencia estriba
en que ademds de las condiciones adiciona--—
les a (16) se permite que a lo méximo dos -
subconijuntos (Ail,AiZ) sean distintos de ce
ro, pero en este caso deben ser consecuti--
vos. Por tanto, se satisface la condicibén -
si Xj1+kj2=l v Ail=kiz=0 para i=1,2,...,m,
i#j o también si Aj1+xj2+xj+1’1+xj+1,2=1 vy
Ai1=kiz=0 para i=1,2,...,m, i#j, i#j+l. En
este caso, (17) y (18) serian:
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m-1

Y = ElE{j“jﬁ)‘jz) + Yj+1(>\j+1,1+>\j+1,2)]
= 24)
moir .

X = jill_xm“jlﬂj“'l) + X, Ogpthy,y o) | (29)

con lo cual no se impide que Y y X tomen el

valor apropiado. Considerando que

By = Ail}m()‘m”jﬂ,l) * XM(xj2+>\j+1,2)](26)
para i=1,2,...,m, la representacién de Xf(Y)
no seria lineal, ya que

)
(27)
Ahora bien, e.g. Bjkjl es un producto de dos

Xf(Y) = Bj()\j1+>\. ) + B (X

+
j2 J+1 T G+1,1 Aj+1,2

variables que al igual que en (15) puede sus
tituirse por 1/4(zf—z§) donde Z1=B,+>\jl y -
Z2=Bj—kj1, de tal forma que Zi vy Z2 pueden -
aproximarse por los métodos tradicionales de
programacién separable convexa. Ver Beale —-
/1/ y Escudero /13 y /14/.

La operativa del tratamiento del conjunto --
1,52 es similar a la correspondiente al con--
junto §0S2. Si las condiciones del conjunto

1,52 no se han satisfecho en el nudo k consi-
derado, se analiza la condicidn ponderativa

(24) y el indice de bifurcacién r serd aquel
para el que Yr>Yer+1. Por tanto, se crean -
dos nudos sucesores que teniendo el mismo --
planteamiento que el nudo contemplado, se di
ferencian en que en uno se anulan las varia-
bles Ail’ kiz para i=1,2,...,r=1 y en el --
otro se anulan las variables Xil' Aiz para -
i=r+1, r+2, ..., de forma andloga a cbmo se

actda en el conjunto S0S2. Beale /3/ presen-
ta un tratamiento ligeramente diferente de -
los conjuntos LS1 y LS2. Beale y Forrest /5/
muestran problemas de programacién no-lineal
tratados como conjuntos $S0S2 y LS1. Aunque -
todavia no se puede obtener conclusiones de-
finitivas, la utilizacién de los linked or--
dered sets puede ser uno de los grandes ins-
trumentos para abordar los problemas de opti

mizacidn global.

6. CONCLUSIONES

Los conjuntos especiales S0S1, S0S2 (dado --
que los conjuntos Sl y S2 pueden transformar
se en los anteriores e incluso los conjuntos

50S2 se pueden sustituir por modelizaciones
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de conjuntos S0S1), LS1 y LS2 constituyen -
una de las grandes innovaciones en programa
cibn matemitica en los dltimos afos. Permi-
ten obtener &ptimos globales en programacién
separable asi como en una gran variedad de

problemas de programacidn no-lineal, en lu-
gar de alcanzar sélo Sptimos locales. Asi--—
mismo, reducen enormemente el tiempo de CPU
en la optimizacibn no solo de problemas tfi-
picos de programacidén lineal entera mixta -
con variables binarias, sino tambidn en pro
blemas combinatorios cuya estructura espe--
cial exige muchas veces algoritmos especial
mente adaptados y que, sin embargo, utili--
zando la té&cnica de conjuntos especiales --
pueden ser,

si no eliminados, si al menos -

complementarios.

7. RECONOCIMIENTOS

Agradezco a IBM Espafia la autorizacidn conce
cida para incluir en este trabajo la operati
va de los conjuntos S0sl, s0S2, LS1 y LS2 --
tiene incorporada en su sistema de programa-
cidn matem&tica.
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