COMPLEJIDAD DE PROBLEMAS COMBINATORIOS

J. DIAZ CORT

Un gran nlimero de problemas entre los que se encuentran problemas tan conoci-
dos como el del viajante de comercio, o el problema igsoperimétrico, se mues--
tran como equivalentes en el sentido de que si uno de ellos admite una solu-~-
cibén "rdpida", en tiempo polindmico respecto el nlimero de variables, todos --
los restantes también la admiten. Esta teoria, desarrocllada en sus principios

por S. Cook y R. Karp, usando el modelo

de la médquina de Turing, se vuelve a

desarrollar aqui usando el modelo méds simple de la m&quina Combinatoria, debi

do a K. Harper y J.E. Savage.

1. INTRODUCCION

En 1971, S. Cook demostrd que una serie de -
problemas de l8gica matemi&tica eran equiva--
lentes en dificultad al problema de la satis
factoriedad /1/. Karp, /2/, amplid esta cla-
se de "problemas con igual dificultad" a --
otros problemas del campo de la combinatoria
y la optimizacidén lineal. En este mismo tra-
bajo, Karp tambié&n indicé la posibilidad de

que todos estos problemas "equivalentes" fue
ran igualmente dificiles de resolver en el -
sentido de que no tuvieran soluciones en --
tiempo polindmico respecto el nlimero de va--
riables de input. Esto dividia a los proble-
mas combinatorios en dos clases: Agquéllos --
con solucidn obtenida en tiempo polindmico,

y aquéllos a los que todavia no se les ha po
dido encontrar una solucidn que se obtenga -
en tiempo polindmico, y cuya mejor solucidn

parece obtenerse en tiempo exponencial res--
pecto el nlimero de variables de input, cono-
cidos respectivamente como problemas de la -
clase P y de la clase NP. Desde entonces --
gran nlimero de matemdticos, han separado los
problemas pertenecientes o no a la clase NP,
haciéndola m&s y m&s grande. Asi se ha demos
trado que problemas de campos tan diversos -
como la teoria de juegos, circuitos electrd-
nicog, teoria de autbmatas y otros, tienen -
dificultad de resolucidn equivalente. Cook,

Karp y la mayoria de los matemdticos traba--
jando en este campo, basaron su teorila en el
modelo de la m&quina de Turing, en sus ver--

siones deterministica y nodeterministica --
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(cap. 8, de /3/). En este trabajo, se propo-
ne un nuevo desarrollo de esa teoria adoptan
do el concepto de Miguina Combinatoria, como
extensidn del trabajo de L. Harper y J.E. Sa
vage, /4/ vy /5/.

El uso de miquinas combinatorias simplifica
mucho la teoria de la complejidad, sin res--
tarle ni belleza ni utilidad, que como dijo
Poincaré son dos conceptos fundamentales en
matem&ticas. Por ello, el teorema de Cook, -
pleza clave de la teoria, ha sido reducido -
apreciablemente, tanto en longitud como en -
dificultad, (la demostracidn original viene

en /1/).

La notacién utilizada a lo largo del articu-
lo, es la notacidn convencional de la teoria
de conjuntos y la teoria de grafos; por ejem
plo /6/ v /7/, entre otros muchos, contienen
todos los simbolos y conceptos utilizados en
este articulo. También en algunos momentos,

se necesitarin conceptos muy elementales de

l6gica elemental, por ejemplo en la demostra
cidn del teorema de Cook. Cualquier texto al
mismo nivel de /8/ ser& suficiente para in--

troducirlos.

2. MAQUINAS COMBINATORIAS

Aunque la aplicacién de las funciones boolea
nas a circuitos electrdnicos es antigua, el
concepto de miquina combinatoria como herra-

mienta en el estudio de la complejidad de --
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problemas combinatorios se debe a L.H. Har-
per y J.E. Savage /4/, /5/ v /3/.

Una Funcién Booleana es una funcién que tie

ne como dominio {o0,1}" y como rango {0,1},

en donde {O,l}n es el producto enésimo car-
tesiano de {0,1} consigo mismo. Un punto ar
bitrario en el dominio {O,l}n se expresa coO

mo x = (XI’XZ""’Xn)' Las variables X, %

2!
...,Xx_se llaman variables booleanas, y pug
n =4

den tomar solamente los valores 0 6 1.

Hay tres funciones booleanas muy conocidas

por su uso en electrbnica digital:
- La funcidn "y", f£(x,y) = x Ay
(1 si x=y=1
0 en los otros casos
- La funcién "0", f(x,y) = x VvV y
jl si x=1 & si y=1
LO en el caso x=y=0
- La funcidn "NO", f(x) = %
{1 si x=0
% -
LO si x=0
Estas tres funciones son solamente tres ele-
mentos del conjunto de todas las funciones -
booleanas, pero forman una Base Completa, en
el sentido que cualquier otra funcidn boolea
na puede ser representada como composiciones
de estas tres funciones.
Estas tres funciones, por otra parte, cum-—
plen las propiedades asociativa, conmutativa,
distributiva y las leyes de Morgan. (Cap. 2

de /3/).

Una Maquina Combinatoria es un grafo orienta

do y aciclico; en este grafo los nudos que -
no reciben ningdn arco de entrada represen--
tan las variables (booleanas) de entrada de

la m&quina, y los llamaremos Entradas, los -

nudos que tienen arcos de entrada y arcos de.

salida representan una de las tres funciones
booleanas (A, Vv, -), y seran conocidos como

Elementos Funcionales. De este modo, las va-

riables de cada elemento funcional serdn los

arcos de entrada del correspondiente nudo. -
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pado que (A, v, —-) constituyen una base com
pleta, con una méquina combinatoria de este
tipo se puede representar cualguier funcidn

booleana.

A modo de ejemplo de maquina combinatoria,

la funcidn

0 si x=y
£(x,v)
1 si x#y

conocida como O-EXCLUSIVO, puede ser repre-
sentada usando la base (A, v, -) por f(x,y)
=(xVy) A (Xvy), siendo la correspondiente -
miguina combinatoria gque la computara la --

de la fig. 1.

El Costo de una mdquina combinatoria es el
ndmero total de elementos funcionales del -
tipo A 6 v. El costo de la médquina represen

tada en la figura 1 es 3.

La Complejidad de una funcién £, C(f), es -

el costo minimo de cualguier mdguina combi-
natoria gue compute f. O, dicho de otra for
ma, la complejidad de £ es el minimo nlmero
de variables légicas (A, V, -) necesarias -

para representarla.

Dada una mAquina combinatoria existe un teo
rema que da una acotacidn superior con res-
pecto al nfimero minimo de elementos funcio-
nales necesarios para representar la funcié
que compute dicha méquina.

Teorema de Shannon-Lupanov: Si £ es una fun

cidén booleana de n variables, y n es sufi

cientemente grande, entonces C(f)ﬁ:n/n.

elementos
funcionales

entradas

Fig. 1
Maquina combinatoria de
la funcidén O-exclusivo.
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Para la demostracidén y para extenderse mas
sobre la teoria de m&quinas combinatorias,
véase el cap. II y III de /3/ vy /5/.

3. LA CLASE P

Para estudiar la complejidad de los proble-
mas combinatorios, es mAs conveniente su --
planteamiento en forma "decisional" en vez

de una bisqueda del valor &6ptimo, que suele
ser su enunciado m&s comfin. No es dificil -
ver que ambas formas son equivalentes en el
sentido de que una solucidn para un proble-
ma en forma decisional seri también una so-
lucidn para el mismo problema en forma de -
valor &6ptimo, y viceversa. Veamos a modo de

ejemplo el problema de la Enumeracidn Mini-

ma_de un Grafo. Este es el siguiente: dado
un grafo G(V,A), en donde V es el conjunto
de vértices del grafo, con cardinalidad n,
expresado |V|=n, y A es el conjunto de aris

tas. Se define una enumeracidn de G, como -

una funcién isomérfica £:V -» {1,2,..... ,n},
en donde como se ha seflalado, n=|V|. Deno--
tando por F el conjunto {fl,f2,f3,...,fn,}

de todas las posibles enumeraciones del gra
fo G(v,A), la cardinalidad de F es |F|=n!.
El problema de la enumeracidn minima de G,
consiste en hallar la enumeracién fiGF tal
que minimice la suma de todas las diferen--
cias entre los valores asignados por fi a -
los vértices conectados por aristas entre -
si. En forma m&s matemitica, el problema de
la enﬁmeracién minima en G(V,A) es hallar -

la fiGF tal gue minimice

z [£.(u) - £, (v}
u,vev + *
{uvlena

El mismo problema en su versidn decisional
seria, dado el grafo G(V,A) y un entero po-
sitivo K, encontrar la enumeracidn de G;fie
€F, tal que

by £, () - £,0)]| <K
u,vev
{uv}ea

Al enunciar un problema en fdrma decisional,
facilita la codificacién del input del pro-
blema comc secuencias de 0 y de 1, es decir
en forma de secuencias de variables boolea-
nas. El output del problema, tambié&n serd -
una variable booleana, 0 si el resultado de

la comparacién es negativo, (en el caso del
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problema de la enumeracién minima, por ejem
plo, serfa si la suma de las diferencias NO
fuera menor o igual que K), y el valor se--
ria 1 en el caso que el resultado de la com
paracibén sea positivo. Entonces el resolver
un problema decisional, no es mis que el re
solver una secuencia de funciones booleanas,
y por lo tanto para esto podemos utilizar -

midquinas combinatorias.

Vamos a definir una variante de la miguina

combinatoria:

Una Miquina Combinatoria Deterministica, a-

breviadamente MCD, es una miquina combinato

ria tal que sus entradas consisten en:

a) el imput del problema codificado como un
conjunto de variables booleanas, con una

variable por cada entrada de la mdguina,

b) el resto de las entradas ser&n todas las
posibles soluciones del problema. La MCD
hace las correspondientes comparaciones
con cada una de las soluciones generadas,
y da como salida final 1, si existe una
solucidn que sea "compatible" con el in-

put del problema, v 0 en caso contrario.

Vamos a ver un ejemplo que clarifique la de

finicién. Definamos el problema de la ban--
1

da™.

PROBLEMA DE LA P-BANDA: Dado un grafo G(V,d
se trata de encontrar un subgrafo completo

de orden P. En otras palabras, dado G(V,2),
encontrar si existe o no un subgrafo S(W,E)
con WEV, ECA, y que |W|=P, siendo S comple-
to (todos los vértices de S conectados en--
tre si por su correspondiente arista). Por

tanto, si S(W,E) es completo, el ndmero de

aristas de S, es decir |E|, es iqual a -
PR .

MCD que resuleva el problema de la P-Banda

Tal MCD tendri las siguientes entradas:

n(n-1)
L ==

entradas, cada una correspondien-
do a una posible arista del grafo F(V,A).
Estas entradas serdn enumeradas como --
Bior Aygr Ay ey Ay s Byar Bo,y eeens
a(n_l)n, en donde los subindices ij ex--
presan la posible arista entre los vérti

ces 1y j. Si realmente la arista existe
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entre esos dos vértices de G(V,A), enton
ces a,.=1l, de otra forma a,_.=0.
ij i3

2) log, Ei%%ll

entradas que especificar@n --
el valor de P, por el nfimero de aristas -
entre los P vértices de la banda, en nota

cibén binaria.

3) La parte deterministica de la médgquina con
sistird en generar todas las posibles ban
das de orden 3, de orden 4, etc., hasta -
de orden n. Para esto se hacen copias --
iguales de n entradas de la MCD por cada
copia, denominadas vl,vz,...,vn, aue re--
presentan los n vértices de . Para repre
sentar una P-banda, se dar&n a P de esas
entradas el valor 1, y al resto, las --
(n-P) entradas, se le dard el valor 0. --
Por ejemplo, la primera 3-banda que se ge
nerari serd el 111000...0, lo que signifi
ca que v, ,V, Yy V, perteneceran a la ban--
da. La segunda 3-banda generada serd el -
110100...0, y asi sucesivamente. El nfme-
ro de 3 bandas que se necesitard generar,
serén todas las posibilidades de tomar n
elementos (los n vértices de G), de tres
en tres, es decir (g) y cada uno de esas
3-bandas necesitard a su vez n entradas -
de la miquina combinatoria; entonces el -
nfimero total de entradas de la MCD que se
ran necesarias para representar todas las
posibles 3-bandas, seréan (g)-n. De la mis
ma manera, el nlmero de entradas de la --
MCD necesarias para representar todas las
4-bandas serén (2)-n, y asi sucesivamente
hasta que lleguemos a que el nGmero de en
tradas de la MCD necesarias para generar
las n-bandas (en caso de que todo el gra-

fo G sea completo) serd (g)-n=n.

Entonces el nfimero total de entradas de que

dispondrd la MCD seré

n
+ log, El%%il + I
i=

-1
n(n2 ) 3 (ID ‘n

la fig. 2.

Se puede descomponer esta MCD en pequenos -

médulos, para mayor claridad.

Las entradas correspondientes a las solucio
nes de las posibles bandas usan los vérti--
ces de G, mientras que las entradas corres-
pondientes al input del problema, usan las

aristas de G. En este caso el primer médulo
que se necesita, sea M1, toma las n entradas
correspondientes a cada banda, y las compa-
ra cada una de ellas con todas las restan--
tes, dos a dos, mediante un elemento funcio
nal A, si dos de las entradas son 1, el re-
sultado de la comparacién serd 1, lo cual -
significa que como los dos vértices que se

estdn comparando, pertenecen a la banda, la
arista correspondiente existir& (por la de-
finicidn de banda) y por lo tanto el resul-
tado serd 1. En total por cada médulo Ml se
tienen (g) salidas, que corresponderdn a las
posibles aristas de G, las salidas con 1 se
r&n las aristas que conectan los vértices -

de la banda correspondiente. Ver la fig. 3.

Pero se necesita un mbédulo M1 por cada n en
tradas correspondientes a una P-banda, es -
decir que se necesitarén (2) médulos M1l pa-
ra expresar todas las posibles P-bandas. Pe
ro se estin generando todas las bandas des-
de P=3 hasta P=n, entonces en total se nece
sitarén

(n) médulos M1.

n
G

i=3
El costo de cada Ml serd C(Ml)= Ei%;il_ El
nGmero de salidas de cada m&édulo M1 serd -

[g), una por cada elemento funcional.

El m&dulo M2 consistir& en un mbédulo M1 apli
cado a uno de los conjuntos (vl,vz,...,vn}
que representan las soluciones generadas de
la banda. Las salidas de este M1 han de ser

comparadas con el input del problema, repre

Estas entradas de la MCD se representan en - sentado en las primeras Ei%%ll entradas de
3-bandas n-banda
] 1 0 01 0 1 1 1 1
| | 1 |
——t— | e e — |
n{n-
®12 %13 C14 o0 Cuonn 92z Vi © Vo Vieeer Vpoeeee Vo Vo V3 Va

Fig.

Entradas de la MCD para la n-banda
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la MCD en cuestidn. Uniendo cada salida Vij
de M1 con la correspondiente entrada de la
MCD, eij’ mediante un elemento funcional A,
si ambos son 1, lo que significa que el la-
do eij existe en la banda, entonces la sali

da del elemento funcional serd 1.
n(n-1)
2

Asi se ~--
formaréan elementos funcionales del -
tipo A, uno por cada par (Vij’eij) y por lo
tanto se tendrd el mismo nidmero de salidas.
Estas salidas se llevarn a un médulo/CT, -
que consiste en un contador binario que cuen
ta el nGmero de entradas con valor 1, y como
salida expresa esa suma de unos en notacién
binaria. Como el maximo ntmero de unos posi-
ble es el mismo que de entradas al CT, para
representarlo en notacidn binaria se preci--

n{n-1)
e

san log, salidas de CT. No es necesa--

rio el especificar el contador CT, pues exis
te abundante literatura al respecto (/3/), -
baste con decir que es posible construir CT

con un costo menor o igual a la cuarta poten
cia del nfimero de entradas, es decir poliné-
mido de orden 4. Finalmente el m&dulo M2 se
completard observando
de la banda,

del nfimero de aristas

que el nlmero de lados
coincide con la especificacién
entre los P vértices -~
que entran en la MCD. Para esto se compara -
cada salida de CT con las entradas correspon
dientes al input del problema, por medio del
conjunto de elementos funcionales indicado -

en la fig. 5.

Si la salida es 1, el correspondiente digito

binario es el mismo.
n(n-1)
2 2

Para comprobar si todos

los log digitos son igual, o sea -
representan el mismo nlimero, se puede poner

una cascada de elementos funcionales del ti-

la figura 4.
El costo de cada M2 seri:

Cc(M2) < C(Ml)+cC(CT) +

n(n-1)
— +

+3-log251%;£L

n{(n-1)
2

+lOg2 < n(n—l)+4(log2n(n—l)—

n?(n-1)%)*
~log,2)+ [‘T}

= 1y st 1)-4
= n(n-1) ———Tg———+ log,yn(n-1)-

Gomo se ha visto cada M2 funciona con cada
una de las handas generadas por las entra--
das de la MCD. De este modo el m6dulo M3 =--
consistird en la serie de mbdulos M2 para -
todas

las bandas de un mismo valor P, con

3<P<n. Ver fig. 6. Si uno de los m&dulos M2

tiene como salida un 1, es que ese mddulo -
contiene en la entrada el valor generado --
que es solucidn al input del problema repre
sentado en las primeras Ei%%ll entradas de
la MCD. Entonces se completard M3 enlazando
las salidas de los (g) médulos M2 que contie
ne, mediante elementos funcionales v.

El costo de M3 seri C(M3)g(;]-C(M2)+(g).

Si uno de los n-3 mbdulos M3, uno por cada
valor P de las P-bandas que generamos, tie-
ne como salida 1, significar& que habrd al
menos una P-banda en nuestro grafo, por lo
gque la versién final de la MCD serd la se--
rie de (n-2) médulos M3 y las salidas conec

tadas mediante elementos funcionales del ti

po A. En total el mdédulo M2 quedard como en po V. La versién final de la MCD M, es la -
\Y 24
Y 14 V34
1 V1n
Vig
h \4
A < (n=1)n
A AN
AN
A N
A \
A
v, v, Vg Yy, Voo1Vn
Fig. 3

Salidas de m6dulo M1
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n{n-1)
]_og2 5
rédulo 2
M2 M2
€10 €13 - Sponat VoreeV, Vi oeeee V)
iene CT viene input n
(P) de estos
Fig. 5 Fig. 6
Comparacidén salida CT con entrada Mddulo 3
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de la fig. 7.
El costo total de la MCD sera:

.on
C(M) < (n-2) + & ((n)-(n(n—l)—4+4log2n(n—l)+
3

oo lte
4 4
n-(n-1)") n,
A G BN E9

simplificando

C(M) < (n-1) + ((n2—n) + 4log2n(n—1) +

4 4 n
n"(n-1) } n

R IC b S
16 P:3(PJ

pero teniendo en cuenta la fdrmula de Stir-
ling en el caso intermedio en que P=E, se -~

tiene:

™ n! venmen"ee”
P o~ =
%!-%! 2+ /Fmen™ 2. (20)" (0/2)

entonces serd igual:

n 2 n
(n/2) = nem

Es decir, que (g) puede ser exponencial, y -

si se substituye este valor en la férmula --

gue se ha deducido para el C(M), la f6rmula
que resulta puede llegar a ser de tipo expo

nencial.

La CLASE P, es la clase de secuencias de --
funciones booleanas, (clase de problemas) ,

que se pueden computar usando mdquinas com-
binatorias deterministicas, que trabajan --

con costo polinémico.

Una lista de problemas pertenecientes a es-
ta clase, vienen en /2/. Algunos de los pro

blemas en esta lista son:

a) Dado un grafo G(V,A), hallar la ruta mas
corta entre dos vértices. (Resuelto por
Dijkstra en 1959).

b) El problema de la SATISFACTORIEDAD con -
un mdximo de dos variables por cldusula
(Cook 1971).

c) Si Zp denota el conjunto de los p prime-
ros enteros, dado el subconjunto --
s < Zp X ZP (producto cartesiano), deter
minar si hay o no, p elementos de S ta--
les que dos cualesquiera no tienen compo

nentes iguales.

M3 M3 M3
.................. v v n (n-1)
€15 P13 CmanVi v2...an"Jv1...vn v, . A log 20
n
(2) bandas-3 ;) bandas~4 etc..

Fig.

EZscuema final de la MCD
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4. LA CLASE NP

Al igual que para definir la clase P, tuvi-
mos que definir lo que era una MCD, ahora -
vamos a definir su equivalente nodeterminis
tico.

Una Miguina Combinatoria Nodeterministica,

abreviadamente MCND, es una mdguina combina

toria tal que las entradas consisten en:

a) el input del problema a resolver, codifi
cado como un conjunto de variables boo--

leanas, como en el modelo de la MCD, y

b) en el resto de las entradas se tendra --
una finica solucibén conjeturada, que ade-

mis serd la correcta.

El resto de la MCND serid similar a la MCD, -
es decir comparard el input con la solucidn
correcta conjeturada y como salida dard 1 &

0 segln la solucidn exista en el input o no.

Asi se ve que la gran diferencia entre ambas
mdquinas es que mientras en el modelo deter-
ministico se generan todas las soluciones po
sibles, en el modelo nodeterministico se --
"adivina", heuristicamente, la solucibén co--
rrecta y se reduce en mucho el niimero de en-
tradas de la miquina nodeterministica con --

respecto a la deterministica.

MCND que resuelva el problema de la P-banda

Tal MCD tendrd las siguientes entradas:
1) Ei%%il entradas que especificarén las --
aristas del grafo G(V,A), exactamente --

igual que en el caso de la MCD.

2) logzgiggil entradas que especificarédn el
valor de P, contando el nfimero de aristas
entre los P vértices (en notacidn bina--

ria).

3) n entradas que especificardn la solucidn
conjeturada de la P-banda.

El resto de la MCND serd igual al médulo M2

de la maquina deterministica para la P-banda

que hemos construido antes; los valores Vi

VorVareea vV , €0 cada M2, que en el caso de

la MCD correspondian a una de las soluciones

generadas, en la MCND corresponderdn a los -
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valores de la solucidn fnica conjeturada.

Por un procedimiento andlogo al seguido pre
viamente para hallar el costo de M2, el cos
to de esta MCND para la P-banda seré:

n(n_2—£+#+ C(CT)+3n(n-1)=

7N

= 4(n-1) + C(CT)

Como se ve el costo es polindmico. Esto nos
dice que el problema de la P-banda tiene --
complejidad polinémica cuando se computa --

con una MCND.

La CLASE NP, es la clase de secuencias de -
funciones booleanas, gue se pueden computar
usando méquinas combinatorias nodeterminis-

ticas, con costo polinémico.

Cualquier MCD gue trabaje con costo polind-
mico, implica que la correspondiente MCND -
construida "adivinando" la solucidn correc-
ta y eliminando las otras, tendrd también -
costo polindmico; de hecho, el costo de la
MCND ser8 menor que el de la correspondien-
te MCD. Esta observacibn indica que todo --
problema en la clase P pertenece también a
la clase NP, por lo tanto P & NP. Como se -
verd mds adelante en detalle, la gran inte-
rrogacidn en este campo es ver si P c NP, o
si P = NP. Hay indicios de tipo heuristico
para creer que la respuesta serd P Cc NP, co
mo indicd Karp /2/.

5. REDUCIBILIDAD

En la teoria de la complejidad, la técnica
de transformar un problema en otro es cru--
cial, pues dos problemas equivalentes ten--
dran complejidades equivalentes, es decir -

pertenecerdn a la misma clase.

Dados dos problemas L y M, recordemos que -
se pueden representar respectivamente por -
dos secuencias de méquinas combinatorias 1
y mj. Diremos que el problema L es REDUCI-~-
BLE al problema M, L =« M, si existe una se-
cuencia de funciones booleanas fk’ en donde
cada fk tiene como dominio I las entradas

de cada méquina ls, Yy como rango Ij las en-
tradas de cada mj, y que se cumpla que -
ls=mj-fk,
putar con una MCD de costo polindmico.

y ademds gue cada fk se pueda com
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Esta definicidn dice que para que un proble
ma sea reducible a otro, basta encontrar --
una secuencia de funciones, con complejidad
polindmica, gue transformen las entradas de
las MC de un problema en las entradas de --
las MC del otro problema. En la préctica, -
es suficiente encontrar una funcién que --
transforme el input de L en el input de M y
que dicha funcidn tenga complejidad polind-
mica. Vamos a definir un problema de 16gica
elemental que es fundamental en el estudio
de la clase NP.

PROBLEMA DE,LA SATISFACTORIEDAD: dado un --

conjunto de n variables booleanas Y sus ne-

gaciones, X={x1,x2,...xn, §1, ;2,...§n} po-
demos formar unas ciertas cldusulas Cl’ C2,
C3,..., Ck, en donde cada clfusula es la —--—

disyuncién de elementos de X; Ci=VXj. El -~
problema consiste en encontrar un subconjun
to s & X, tal que haga satisfactoria la con
juncidn de todas las cl&usulas, ClAC2AC3ACk.
Dicho de otra forma, el problema consiste en
encontrar un § & X, tal que si damos valor
1 a todos los elementos de 8, la conjuncidn
de todas las cliusulas también dé 1. Para -
que esto ocurra, es suficiente que S cumpla

dos condiciones:

1) |s n {xl,xj}f < 1. (Claramente S no pue-
de contener una variable Yy su complemen-
to, puesto gque tenemos que hacer 1 todos
los elementos de S).

2) {s n Ci} # @, para todo i tal que 1<i<k.
(Si cada cldusula contiene al menos un -
elemento de S, eso significard que cada
clausula tomard el valor 1, y por lo tan
to la conjuncibén de todas las cliusulas
serd 1).

SATISFACTORIEDAD =« P-BANDA: dado el input -
para la satisfactoriedad, k cliusulas y el
conjunto X, se debe encontrar una transfor-
macidén F, que transforme el input anterior
en el input de la P-banda, o sea en un gra-
fo G(V,A) y en el valor P; demostrar que F
tiene Complejidad polindmica y que el pro--
blema de la satisfactoriedad seri verdad --
con el mencionado input si, y solo si, el -
problema de la banda es verdad con el input

correspondiente a la transformacidn.

La transformacidn seri:
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(v={(x,C.); donde x€X y x€C.}
1 1

F: A={{(x,ci),(y,cj)}; donde i#j, x#y,
X, yEX}

P=k

F transformard las cliusulas c1’C2’ C

.., Ck’ v las variables X={x1,x X /X

’ e P
xn}, en el grafo de la fig. 8. ios ejeslver—
ticales representardn los elementos de X, al
ternando las variables y las negaciones, y -
el eje horizontal representarsd las cliusulas
C,eue.. Ck. Poniendo un vértice de G, en to--
das las intersecciones de filas y columnas,

tales que la x (6 X), pertenezca a la clausu
la de la columna en consideraci®n. Por ejem—
plo en la fig. 8 esta representada la trans-
formacién de C1={x2,xn}, C2={§n}, C3={x1,§2,
fn}, - Ck={x1}. Ahora unimos los vértices

entre si excepto:

a) cuando los vértices est&n en la misma co-

lumna

b) cuando los vértices estén en filas comple

mentarias (x,,x%.).
1 1
El grafo G(V,A) obtenido en esta forma con--
tiene una P-banda si, y solo si, 1la conjun--
cién de las cliusulas es satisfactoria.
Demostracidn: Suponiendo que la satisfacto—-

riedad se cumple, es decir, existe un § € X

tal que
s nc)t #9g

2) [s n{x ,x,} <1
1775

C1 C2 C3 C4 ......... C

Fig. 8
Transformacién cliusulas - variables
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La condicidn 1) implica que podemos formar

un subconjunto de los vértices de G, W & v,
tal que exista un v&rtice por cada columna,
al menos. Por la condicidn 2), no existen -
dos elementos en W gue estén en filas com--
plementarias, (pues eso romperia la hipdte-
sis). Si |w|=k, eso significa que sélo exis
te un vértice por columna, por lo tanto por
la forma como hemos construido el grafo, --
contiene un subgrafo completo en los W vér-
tices, es decir contiene un a k-banda. Si -
|W|>k, significa que hay una o mis columnas
que contienen mds de un vértice; en esas co
lumnas escogemos s6lo un vértice por colum-
na, formando un nuevo subconjunto W' & W, -
tal que |W'|=k, con lo gue se reduce al ca-

so anterior.

Por otra parte, partiendo de un grafo crea-
do del modo anteriormente expresado, median
te la transformacidn F, con unha k~banda, se
demostrard que en este caso debe existir --
una solucidén s £ X, que haga las cldusulas
satisfactorias. Por construccién del grafo,
s1 existe un subgrafo comyp’eto en k vérti--
ces, existe un vértice por cada columna, es
decir si se denomina S al conjunto de las x
que forman los vértices de la k-banda, se -
tiene que {Cj N S} # @, (pues para gue exis
ta la banda, deben haber un vértice por co-
lumna). Asi pues la condicidn 1) se cumple.
La condicibén 2} deberd cumplirse pues si no,
tendria que haber dos elementos de S que se-
rian complementarios, X, e §i’ lo cual impli
caria que los vértices correspondientes no -
podrian estar conectados entre si por una --
arista, por construccidén del grafo, lo que -
va contra la hipdtesis de que existe una k-
banda.

Esto prueba que cuando la satisfactoriedad -
opera, la k-banda construida a partir del in
put de satisfactoriedad, tambi&n actfa, y vi
ceversa. Por tanto solo gueda por probar que

F debe tener complejidad polindmica.
Construyamos la siguiente MCD: las entradas
de la mAquina serdn variables del siguiente

tipo

[xiecj vy ademds n=1, esto diltimo

significa que es X, y tambiédn
1

x,ecj y adem&s n=0, no es el --
1

complemento.
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ygj = {O En todos los otros casos.

El significado de estas entradas es que, si

es del tipo yij representa un vértice (§i P

C.) del grafo gue hemos construido antes, y
J ) 0 s

si es del tipo yij representa un vértice --
(xi,Cj), esto serd verdad cuando y2,=l o --

1 J
cuando yij=l.

Las salidas de la MCD seré&n de la forma

. . - n
1 si existe una arista entre yij e

i
N Yye1-
.nn
“ijk1l
0 si no existe una arista entre --
n bol
Yigy & Yy

pero come la condicidn para que exista una

1
na estard constituida por elementos funcio-

arista debe de ser que y?j=yil=l, la maqui-

nales que comparen las entradas dos a dos,
y den 1 cuando ambas entradas sean 1, es de
cir A. Ver fig. 9.

Como la satisfactoriedad es valida, no es -
preciso cuidar de que caigan o no en la mis
ma columna, o de que estén o no en filas --

complementarias.

El1 costo de la MCD serd el nlmero total de
entradas tomadas dos a dos. El nlmero de en
tradas serd 2nP, entonces el costo serid me-

nor o igual que

2n2P2 - nP.

(ZEP) _ 2nP - éZnP—l) <

Lo que quiere decir que la complejidad de F
sera C(F)g2n2P2—nP, lo cual es complejidad

polindmica, (cuadrdtica).

Conclusidn: SATISFACTORIEDAD « P-BANDA.

6. LA CLASE NP-COMPLETA

La reducibilidad, =, es una operacibn tran-
sitiva: si L, My T, son tres problemas, --
LeM y M«T, implican Le«T. Esta propiedad per
mitird demostrar la equivalencia dos proble

mas usando uno intermedio.

Teoremas relativas a las clases P y NP

Teorema l: Si L=M y si MEP entonces LE€P.
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Demostracidén: Por la definicién de reducibi
lidad, existe una secuencia de funciones --
con complejidad polindmica, fk, tales que -
ls=mj-fk. Como las m, tienen complejidad po
linbmica, eso significa que las lS la tie--
nen tambié&n, lo que a su vez significa que
LEP. g.g.d.

El problema de la SATISFACTORIEDAD es el --
ejemplo principal de la clase NP. Los si-
guientes teoremas, dan una medida de la im-

portancia de dicho problema.

Teorema 2, Teorema de Cook: Todo problema en

la clase NP es reducible al problema de la -
SATISFACTORIEDAD.

Demostracidn: Si LENP, implica 3 una MCND M

tal gue si se enuncia L como problema deci--
sional, como se ha venido haciendo a lo lar-
go de este articulo, se tendrid como entradas
de M un conjunto de variables X x2, Kyr--

<-X_, Yy un conjunto de variables auxiliares

Yyr Yyreeen¥ s que dardn el valor conjetura-
do. El nlimero de elementos funcionales de M

tiene que ser = p(n), (polindmico en n).

La linea general de la demostracién va a ser
el representar todos los elementos funciona-
les en M, usando sdlo v.

Designando por z, la salida del elemento fun

k
cional nGmero k, en M, se tiene gue un ele--
mento funcional de la forma zk=xi/\xj se pue-
de transformar al tipo v usando las leyes de

Morgan, es decir quedard como zk:(givij).

Asignando valores fijos a las variables de -

entrada Xy...X , se tendri gue en M habrid --
tres tipos de elementos funcionales:
2y %y Zx
6 e}
X, xj X zj z, zj
Clase 1 Clase 2 Clase 3

Una relacién de lbgica que es imprescindible
para el desarrollo de la demostracibén es --
(x =>y) © (X v y). (Cap. II, /8/).

Para representar un elemento funcional de 1la
clase 1, se necesitard el siguiente nfimero -
a K’ O sea ((X1VX2)
A((xlvx2)#z). Entonces se necesitaran dos --

de cléusulas: XiVXj < 2 =>z) A
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cl&usulas por elemento de la clase 1, ver -
tabla 1.

Para cada elemento funcional de la clase 2,
serd preciso que todos los elementos puedan
ser expresados como ijZi Sz, . (Fig. 10).
Ahora bien, si zi=1, sin importar el valor
de Xj’ el resultado seréd zk=l, por lo que -

= =z
se tendréd z, 2, z, vV z,

de las cléusulas necesarias para expresar -

Esto serd una
un elemento funcional de la clase 2.

Si zi=0, el valor de 2z, depende de Xj' si -

k
xj=1 tenemos que xj =z

(Tabla 2).

si x.=0, x.=> 2z
r Y 3 r 3

k k’

Se ve pues que para representar un elemento
funcional de la clase 2, se necesitan tres

clfusulas.

Por su parte, los elementos de la clase 3 -
serdn de la forma ZiVZ. ébzk. Se ha de ver
= @ 1
(Zivzj ;>zk) A (zivzj Zk)’ lo que es_équi
valente a ((ZiVZj) % zk) A ((zinj) v zk).
Usando la distributividad se puede ver que
k) A (ziv
gque a su vez es equivalente a ~--

esto es equivalente a ((EiAEj) vV oz
Vij) v zk, a
(zivzk) A (zjvzk) A (zivzjVEk)’ y por lo --
tanto ha de ser expresada tambié&n con tres
cldusulas. La tabla correspondiente a los -
elementos funcionales de la clase 3, es la

tabla 3.

Se ve pues que para representar cualquier -
elemento funcional en M, se puede hacer con
un maximo de 3 cliusulas. E1l ndmero total -
de cléusulas, estard acotado por arriba por
3(p(n)), y claramente es polindmico en el -
nimero de cliusulas. Como hay en las tres -
tablas en cada columna un elemento diferen-
te de 0, y no hay dos elementos distintos -
de cero en filas complementarias, en la mis
ma columna, y como bajo estd condicibn las

cldusulas son satisfactorias, hemos hallado
un endomorfismo del input de un problema --
LENP, al input de satisfactoriedad, y las -

cldusulas serdn satisfactorias si, y s6lo -

Tabla 1.

C1 C2
Z X X, 0
z 0 X X
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01

i 2y n(n-1) (n-1)

Zi111

O 1 O -------- 1
YM Y11 y12 ................. ynn
Fig. 9
MCD
zk Zk
Ie) v
X Z z %
* J J i
Fig. 10
Tabla 2. Tabla 3.
C C C c o .
1 m n . i i
z 0 0 0 z 0 0 0
- 1
z ! 0 0 Z. 1 0 0
= 1
Zx 1 b 0 2, 0 o .
Zy 0 0 X Zj 0 1 5
Zk 1 1 0
Zk 0 0 1
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si, la salida de la miquina M es 1. g.qg.d.

Un corolario inmediato del teorema de Cook

es el siguiente,

Corolario: P=NP, si y s8lo si SATISFACTORIE~
DAD € P.

Demostracidn: Si satisfactoriedad € P, enton
ces por cada problema L tal que LENP, por el
teorema de Cook LgP, vy por lo tanto NP € p.
Como P £ NP, P=NP. q.qg.d.

Por tanto el problema de la satisfactoriedad
es tan complejo como cualquier otro problema
de la clase NP.

Un problema L pertenece a la clase NP-COMPLE
TA (0 se dice ser NP-COMPLETO) si:

a) L € NP
b) SATISFACTORIEDAD « I,

Entonces el problema de la P-banda, como se
ha expuesto anteriormente, satisface las dos
condiciones de la definicién, vy por lo tanto

es NP-completo,.

Teorema 3: Si un problema NP-completo perte-
nece a la clase P, esto implica que todos --
los problemas NP-completos pertenecen a la -
clase P, y adem&s P=NP. Por el contrario, si
existe un problema NP—éompleto gue no perte-
nezca a la clase P entonces ningfin problema

NP-completo pertenece a la clase P.

Demostracidn: Si LENP-completo y tambidn --
LEP, entonces por el teorema 1, satisfacto--
riedad«P, y por el corolario al teorema de -
Cook P=NP. Por otra parte, si hay un proble-
ma L que es NP-completo y que ademés LgZP, en
tonces si hubiese otro problema NP-completo

M, tal que MeP, por el teorema 1 satisfacto-
riedad«P, y por la definicién de NP-completo
y la transitividad de ©, se tendria que LgP,
contradiccidn. O sea que si un problema de -
la clase NP-completo no pertenece a la clase
P, ninguno puede pertenecer. g.qg.d.

El intento de probar que un cierto problema

€s O no NP-completo, ha creado algoritmos --
muy ingeniosos para casos particulares de --
esos problemas. Por ejemplo Garey y Johnson

/9/ han probado que el problema de la enume
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racién minima de un grafo es NP~completo, -
pero Y. Shiloach sacdé un algoritmo para ese
mismo problema, cuando el grafo es un &rbol,
que tiene complejidad polinémica, es decir
pertenece a la clase P, en ese caso especi-
fico, (/10/). Otras veces, se han creado al
goritmos llamados de aproximacién, que "ca-
si" resuelven el problema, y pertenecen a -
la clase P, mientras gue el problema en si
es NP-completo, (/11/). Una de las excepcio
nes es el problema del viajante de comercio;
la solucidén aproximada a este problema tam-
bién pertenece a la clase NP-completa, (cap.
VIII de /3/).

La gran pregunta, como se ha apuntado, es -
¢P=NP?. Si fuera asi, implicaria que todo -
tipo de problemas que se pueden resolver —--
por métodos de "backtracking", (complejidad
2n), se podrian resolver usando métodos con
complejidad polinémica, lo cual choca con--
tra la intuicidén matem&tica. Pero todavia -
nadie ha ofrecido una prueba formal a favor

O en contra.

Sin embargo, quedan problemas de menor am--
plitud que el anterior, todavia por resol--
ver. El autor ha probado que el problema de
la enumeracién minima a la n, para cualquier
neZ+, es decir hallar la enumeracidn fi de
un grafo, tal que minimice Z|fi(u)-fi(v)[n,
es también NP-completo. Cuando ese grafo —-
tiene la estructura particular de un &rbol,
ies el problema P & NP-completo? (se ha men

cionado que cuando n=1 es P).

El siguiente teorema es una versidn amplia~
da y puesta al dia, del teorema de Karp, --
(/2/). Se enunciaran una serie de problemas,
cada uno de ellos lleva la referencia en --
donde se demostrd que son NP-completos. Es-
ta lista no pretende ser completa, si no tan
solo una muestra. Si algdn lector esti inte
resado en parte, o en todo el teorema, pue-
de ponerse en contacto con el autor del ar-

ticulo, o con el autor de la referencia.

Teorema 4: Los siguientes problemas pertene

cen a la clase NP-completa:

SATISFACTORIEDAD /1/; SATISFACTORIEDAD CON
UN MAXIMO DE 3 VARIABLES POR CLAUSULA /1/;
BANDA /1/; SATISFACTORIEDAD DE K O MAS CLAU
SULAS ‘CON 2 VARIABLES POR CLAUSULA /9/; PRO
GRAMACION ENTERA BIVALENTE /2/; FLUJOS ENTE
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ROS CON ARCOS HOMOLOGOS /12/; VER SI UN CIR
CUITO COMBINATORIO ES NO REDUNDANTE /13/; -
VER SI UN ERROR EN UNA LINEA DE ENTRADA, EN
UN CIRCUITO COMBINATORIO PUEDE SER DETECTA-
DO POR EXPERIMENTOS DE (INPUT/OUTPUT) /13/;
VER SI UN CIRCUITO SATISFACE LA FUNCION BOO
LEANA F /13/; ENCONTRAR EL CIRCUITO COMBINA
TORIO MINIMO QUE SATISFAGA F /13/; VER SI -
UN GRAFO ES 3-COLOREABLE /9/; PUNTO DE EQUI
LIBRIO EN UN JUEGO-N /12/; NUMERO CROMATICO
DE UN GRAFO /2/; ORDENACION LINEAL /14/; OR
DENACION LINEAL RESTRINGIDA /14/; CORTE MA-
XIMO DE UN GRAFO /9/; LA ORDENACION LINEAR

OPTIMA /9/; EL CIRCUITO HAMILTONIANO ORIEN-
TADO /2/; EQUIVALENTE MINIMO DE UN GRAFO --
ORIENTADO /12/; LA MOCHILA /2/; PROGRAMA--
CION CUADRATICA /12/; EL ARBOL RECTILINEO -
DE STEINER /15/; PROBLEMA DE LA ENUMERACION
MINIMA /9/; ENUMERACION MINIMA-N /16/; DADO
UN GRAFO ORIENTADO HALLAR SOLUCION AL PRO--
BLEMA DEL VIAJANTE DEL COMERCIO /17/; EL --
VIAJANTE DE COMERCIO EN UN GRAFO NO ORIENTA
DO /17/; SOLUCION APROXIMADA DEL VIAJANTE -
DE COMERCIO ,/11/; MINIMIZAR 29¢%i), powpe -
d(s) ES LA FRONTERA DE S, SOBRE TODAS LAS -
POSIBLES SECUENCIAS S < s, < s, < §,» DE -
SUBCONJUNTOS DE LOS VERTICES DE UN GRAFO --
/16/.
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El autor agradece las mGltiples sugestiones
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8. NOTAS

lEl término original inglés es "clique". EL
Consejo Editor de QUESTIIO ha optado por la
traduccidén "banda", que ilustra la idea de

elementos perfectamente comunicados unos --—
con otros, sin jerarqguias (por lo menos apa
rentes) y formando un grupo compacto frente

al entorno.
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