PROCEDIMIENTO GENERALIZADO DE BRANCH AND BOUND

A. COROMINAS R. COMPANYS

El objetivo del trabajo que ha dado origen a este articulo consistia en ela
borar una formalizacién de los procedimientos de branch-and-bound que, por

su generalidad, comprendiera como casos particulares a los detectados en la
literatura y que, por ello, constituyera un marco tebrico en el que inscri-
bir las diversas implementaciones existentes y otras que pudieran derivarse,
inclusive las de tipo heuristico, por relajacién de alguna/s de las condi--

ciones.

El articulo consta, fundamentalmente, de dos partes. La primera incluye una
formalizacidn pseudo-axiomdtica junto con una descripcidn informal. En la -
segunda se discute los problemas précticos y las conclusiones de algunos ex

perimentos.

1. INTRODUCCION

En la abundante literatura existente sobre
los procedimientos llamados de branch-and-
bound (conocidos también bajo otras denomi-
naciones) se encuentra diversas formaliza--
ciones tebSricas y multitud de aplicaciones,
no siempre ajustadas al planteamiento abs--
tracto.

El objetivo que se han propuesto los auto--

res, en el contexto de un proyecto de inves

tigacidn mids amplio desarrollado en la Uni-

versidad Politécnica de Barcelona, ha sido

el elaborar una formalizacién de los mencio

nados procedimientos de branch-and-bound --
que comprendiera como casos particulares a
las ya conocidas, superara algunas insufi--

ciencias o faltas de generalidad detectadas

en las mismas y constituyera un marco tebri

co en el que inscribir las diversas imple--
mentaciones existentes y las que pudieran -
derivarse, inclusive las de tipo heuristico
por relajacidn de alguna o algunas de las -

condiciones.

Dicha formalizacidn se ha alcanzado a tra--
vés de sucesivas definiciones de compleji--
dad creciente. En el presente articulo se -
expone los resultados alcanzados hasta el -
momento en dicho trabajo; consta de dos par
tes:

- La primera consiste en una descripcibén --
pseudo-axiomdtica de los pracedimientos -
de branch-and-bound, junto con una descrip
cién informal; algunas de las caracterfs-

ticas m&s sobresalientes son:

. posibilidad de utilizar mds de un proce
dimiento de examen de los nudos
obtencidn, si se desea, de soluciones -
k-6ptimas

. estrategia potencialmente din&mica.

- En la segunda parte se discute los proble
mas précticos y se presenta brevemente --
las conclusiones de algunos experimentos,
recogiendo aportaciones de los propios au
tores y de otros miembros del equipo de -
investigacidn de la Universidad Politécni

ca de Barcelona.

2. FORMALIZACION DE LOS PROCEDIMIENTOS DE -
BRANCH-AND-BOUND

2.1 Objetivos

En una primera fase -del trabajo se llevd a
cabo una revisién de la literatura existen-
te; de las diversas formalizaciones detecta
das se eligid las de AGIN /1/, HERVE /2/ y

ROY /3/ para efectuar un estudio a fondo de
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las mismas. La primera es un ejemplo de for
malizacién simple en tanto que las otras —--
dos estdn mucho mds elaboradas y presentan

una mayor generalidad.

Se pretendib que la formalizacibén recogiera
los aspectos incorporados en las tres men--
cionadas y ademds otros no tenidos en cuen-

ta por lo menos en alguna de ellas.

En definitiva, los requerimientos fundamen-

tales eran los sigquientes:

- Definicidn general del problema a resol--
ver mediante el algoritmo.

~ Definicibdn general del procedimiento de -
separacidbn.

- Distincibn entre restricciones implicitas
(es decir, que se tienen en cuenta por la
propia estructura del algoritmo) y expli-
citas.

- Posibilidad de tener en cuenta la informa
cidn que se va obteniendo a medida que ~-
avanza el algoritmo para modificar las va
riables que definen el estado de los nu--
dos ya examinados.

- Consideracién dindmica del proceso de cons
truccidn de la arborescencia o grafo.

- Posibilidad de obtener mds de una solu--
cidn.

- Posibilidad de variar din&micamente la es
trategia, en funcidn del tiempo transcu-~-
rrido y/o de la informacién obtenida en -
el curso del propio desarrollo del algo--

ritmo.

2.2 Formalizacibn

2.2.1 Planteamiento del problema a resolver

Dados:

- Un conjunto F

- Un subconjunto E del mismo (E C F)

- Un conjunto totalmente ordenado, X

- Una aplicacién £, de E en K

- Un conjunto totalmente ordenado K' y una
aplicacibn g de K x K' en K tal que

g (u,n) > u Yu € K, ¥n € K'

1

u'>u => g(u',n) > g(u,n) Yu, u'€K, ¥n€k'

n'zn=>g(u,n') > g(u,n) vu€K, ¥n,n'€x!

- Un ndmero natural n_

Unos elementos €, § € K' (8>¢)

Se desea hallar, si existen, un conjunto -

de elementos de F
ng
Se,é {Xl, X2, P an} tales que
a) Pertenezcan a E
b) ¥Y € E

f(x,) =9

Tw,d]
c) ¥ Y € E—Szfé £(x;) <g

[___f (Y) IEJ

Explicacifén informal. Se trata de hallar -

hasta un miximo de ng soluciones posibles
§-6ptimas, tales gue ninguna de ellas supe
re en ¢ a ninguna de las soluciones posi--
bles no halladas, es decir sean e-6ptimas
respecto al conjunto unibén de las solucio-
nes posibles no halladas con cada una de -

ellasl.

2.2.2 Elementos previos y definiciones

Nudos

Sea P(F) el conjunto de las partes de F y
N el de los nGmeros naturales. El algorit-
mo operard en un conjunto {Vi} €EP(F) X N -
cuyos elementos se llamarén vértices o nu-
dos.

Definicibn 1: Llamaremos nudo o vértice a

los elementos de un conjunto {Vi}
vV, = (s8.,1), 5, € P(F), i €N

Definicibn 2: Diremos que el vértice vV, es

vacio si

Definicién 3: Llamaremos principio de sepa
racibén primitivo M a una correspondencia
multivoca de P(F) en P(F) que cumple las -
condiciones siguientes:

S5i M8 # @ para S C F

a) Y € MOS => Y # 8
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b) Urx =5 ; Yy € MOS

c) Y,z € MOS => YN Z #Y

Definicibén 4: Diremos que urn vértice Vi es

terminal si Si contiene un solo elemento de
E.

Procedimiento de acotacidn

Existe wn conjunto finito de procedimientos
P = {pe} tales que cada uno de ellos permi-
te asociar a cada nudo un elemento de K: Ce
(Vi) (donde e indica el procedimiento). Se
cumplirin las siguientes propiedades siendo
Vi = (Si,i)

a) ¢ (v,) < £(X)

¥X € S,
e i i

Vpe EP

b) Existe por lo menos un procedimiento Py
tal que en los nudos terminales se cum--
ple

CM (Vi) = f£(X') siendo X' la Gnica solu-

cidn de F contenida en el nudo.

En lo sucesivo se escribird C (Vi) (sin
subindice) la mejor (es decir la mayor)

de las cotas conocidas.

En un nudo vacio se puede hacer --
C (Vi) = 4w

En un nudo en el gue no se posee ninguna

informacidn C (Vi) = -,

c) Existe un orden entre los procedimientos

definido por

< => <
Po = Par Ce(vi) - Ce'(vi) ¥V
Este orden es tal que cualquier par de -
procedimientos posee extremo superior (P
posee la estructura de un semi-reticulo
superior). Por lo dicho puede considerar
se

sup P = pM

Procedimiento de separacidn

Del principio de separacidn primitivo ex--
traeremos un principio de separacidn M tal
que

Definici6n 5: M es una correspondencia mul-

tivoca de {Vi} en {Vi}. Diremos que Vj es -

descendiente o sucesor inmediato de Vi si -
V., € M(V,).
3 i

Diremos qgue Vi es ascendiente o antecesor -

inmediato de Vj'

A los elementos de Mk(Vi) los llamaremos des
cendientes de Vi y a los de M_k(vi) ascen—-

dientes, siendo k un n{imero natural no nulo.

Definicién 6: Llamaremos separar un nudo o
vértice al proceso de hallar uno o varios -
de sus descendientes inmediatos, identificar

los, y en su caso inicializarlos.

Diremos que los descendientes asi hallados
han sido generados en el proceso de separa-
cibn.

Las propiedades de M son:

a) Si Vi es vacio o terminal, M(Vi) =g, es

decir Vi no tiene descendientes.

b) Finitud. El conjunto de los descendientes
de Vl = (E,1) es finito

2 _ P
[V UMV )UM* (VUL .. | =|M* (V) [=finito

c) Conservacibn. Siendo Vi = (Si,i) un nudo
no terminal y {Vj} = {(Sj,j)} =M (Vi) -
el conjunto de sus descendientes inmedia

tos se debe cumplir

Propiedades de M con relacibn a P

d) si Vj es descendiente de vy

e) Si Vi es el ascendiente inmediato de Vj

C (v,) = min {C (vj)}
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Definicibén 7: Llamaremos examinar o acotar
un nudo a la operacidn de aplicarle uno de
los procedimientos mencionados y obtener la

. 2
correspondiente cota®.

Estados de un nudo

Definicién 8: Diremos que una solucidn posi
ble es conocida cuando hemos determinado el
valor de la funcidn objetivo para la misma,
£(X).

Definicidn 9: Una solucidn posible ha sido
hallada cuando hemos determinado que forma
ns
arte de S .
p e,8
Llamaremos Q a la cola de las n mejores e}
luciones conocidas hasta el momento, ordena
das seglin los valores crecientes de f. Un -
subconjunto de Q, las primeras soluciones,

forman las soluciones halladas de T.

En un momento dado:

[T| =n (0] = n
T Q
Sea Q = (Yl’ Yz, ...) llamaremos
VBSF = £(Y ) si n_ > 1
1 Q
VBSF = 4+ » si n =0
Q
VFOQ = —— si nQ - nT > 1
VFOQ = + = si n - n =0
Q T
VLOQ = f(YnQ) si nQ =
VLOQ = + o si n_<n
Q s

Definicidn 10: Diremos que un nudo Vi estd

definitivamente descartado si se cumple una

0 varias de las condiciones siguientes:
a) es vacio

b} es terminal y se conoce el valor f(X) de

la finica solucidn posible X que contiene
c) C (v,) > g[VBSF,§]
a) g[C (v,),e] > VLOQ

(puede substituirse d) por d4d'): C(Vi)zVLOQL

Diremos que V estd provisionalmente descar

tado si no estd definitivamente descartado

Yy
g [C (v)),€e] > vFOQ

Un vértice que no estd ni definitiva, ni --
provisionalmente descartado estd no descar-

tado.

Definicidén 11: Un nudo est& virtualmente -
examinado por un procedimiento cuando se co
noce una cota del mismo que no puede mejo--

rarse mediante aplicacién del procedimiento.
Cuando un nudo se halla virtualmente exami-
nado por p, se dird gque est§ totalmente --

examinado.

Definici6n 12: Un nudo est& definitivamente

cerrado si ha sido totalmente examinado y -
todos sus descendientes inmediatos est&n de
finitivamente descartados o totalmente exa-

minados.

Diremos gue un nudo estd provisionalmente -

cerrado cuando ha sido totalmente examinado
y sus descendientes inmediatos estdn total-
mente examinados, definitivamente descarta-
dos o provisionalmente descartados, y exis-—

te por lo menos uno en este filtimo estado.
Propiedades:

a) Los nudos terminales no tienen descen--
dientes, por lo que estar&n definitiva--
mente cerrados cuando estén totalmente -
examinados, y no pueden estar provisio--

nalmente cerrados.

b) Si un nudo estd definitivamente descarta
do (o provisionalmente descartado) lo es

tan todos sus descendientes.

c) Si todos los descendientes inmediatos de
un nudo esté&n definitivamente descarta--
dos (o provisionalmente descartados) tam

bién lo estd dicho nudo.
d) Un nudo terminal examinado con el proce-
dimiento Py, esté provisionalmente descar

tado (o definitivamente descartado).

€) Un nudo terminal cerrado estd provisio--

nal o definitivamente descartado.
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Definicidn 13: Diremos que un nudo estd to-

talmente separado cuando se ha generado to-

. . R 3
dos sus descendientes inmediatos

2.2.3 Descripcidn del algoritmo

Definicién 14: Llamaremos explorar un nudo
al proceso de intentar aumentar nuestro co-
nocimiento sobre las soluciones posibles --
que contiene por examen del mismo o de sus

descendientes inmediatos.

a) INICIO DEL ALGORITMO:
a 2.

Situar el contador
Colocar en Q las soluciones conoci-
VBSF, VFOQ, VLOQ

Generar y examinar el nudo --

das, e inicializar nQ,

(nT = 0).

(E,1).
b) CUERPO DEL ALGORITMO:

1) Buscar un nudo generado y no cerrado a -

explorar. Si existe ir a 3), si no, estu
diar la solucién de orden nT+l de la co-
la; si existe ir a 2)

si no (VFOQ = +w)

FIN DEL ALGORITMO.

2) Pasar la solucidn nT+l de la cola a T, -
aumentar nT

FIN DEL ALGORITMO,

si no, modificar los

estados de los nudos y volver a 1).

3) Fijado el nudo a explorar:

3.1) si ha sido detectado como termi--
nal, se examina. Ir a 5)

3.1i) si se ha generado ya todos sus --
descendientes, o bien se decide -
no generar més, ir a 4).

3.1ii) Si se decide generar un nuevo des

cendiente (lo gue seria necesario
si en el conjunto formado por el

nudo a explorar y sus descendien-
tes inmediatos no hay ningGn ele-
mento no totalmente examinado) es
te descendiente puede ser el pri-
mero generado o no. Si es el pri-
mero, se concretard en primer lu-
a M,

solo faltard formalizar

gar el paso de M0 por lo que
después,
los otros descendientes no forma-
lizados (o sea no generados). --

Cualquier descendiente generado -

en 1 y cambiar VFOQ. Si nTzn
s

6)

7)

serd el nudo a examinar.
(Sj,j);
el valor del contador,

En la ge-
neracién de Vj = j recibe
al cual sk
anhade una unidad a continuacibn. -

Ir a 5).

3.1iv) Al intentar generar el primer des-

cendiente se detecta (si no se ha
hecho antes) si el nudo es vacio o

terminal. Si es vacio, se cierra y

descarta definitivamente, se dedu-
ce las consiguientes modificacio--
nes de estado y cota e ir a 1). Si
es terminal, elegirlo como nudo a

examinar, e ir a 5).

En el conjunto formado por el nudo a ex--
plorar y sus descendientes inmediatos ele

gir un nudo no totalmente examinado.

Elegir el procedimiento de examen del nu-

do a examinar.

Examinar el nudo. Si el nudo es terminal

y el examen proporciona la Gnica solucibn
posible X contenida en &1, cerrarlo defi-

nitivamente, y si f(X) < VLOQ, colocar X

en ) modificando n

o (y eventualmente nT).

En cualquier caso deducir las posibles va

riaciones de estado del nudo.

Deducir las posibles modificaciones en el
estado y en las cotas de los demés nudos.
Ir a 1).

FIN DEL ALGORITMO.

Si n, = 0 el problema

no tiene solucién. Si n, o= ng hemos halla

do una solucidn completa 5256 = Q.
hemos hallado una solucidn

i 0<n_. <n
s T s

. np  _
parcial Se,d = T.

2.2.4 Justificacién del algoritmo

- El1 algoritmo es finito,

puesto que son fi-
nitos la sucesidn de nudos que pueden gene
rarse en la separacidn y el conjunto de --

procedimientos de examen.

- Cuando se halla una solucidn, &sta es e-0p

tima respecto a todas las soluciones no --

extraidas.
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En efecto, al hallar una solucibn, todos --
los nudos generados est&n provisional o de-
finitivamente descartados. En efecto, supon
gamos que hubiera un nudo no descartado; en
este caso, en virtud de la propiedad b) del
punto "Estados de un nudo”, por lo menos --
uno de sus descendientes inmediatos no esta
ria descartado y podrfamos aplicarle el mis
mo razonamiento; por consiguiente existiria
un camino formado de nudos no descartados -
que llegaria a un nudo terminal, lo cual es
absurdo, ya que un nudo terminal cerrado es
td provisional o definitivamente descartado
(propiedad e) del mismo punto citado ante--
riormente). Luego, la solucién hallada que

es la mejor de las no halladas hasta el mo-
mento, es e-6ptima, ya que al estar todos -
los nudos provisional o definitivamente des
cartados se cumple, salvo para los hallados

E(x)) <9, [Cv)),e] ¥V, (=(s ,i))ennT

siendo H el conjunto de los nudos generados.
Por ser C (Vi) < £(X) ¥X € S,
se cumple pues

£(X)) <9 [F(X).e] wvxes;, ¥, eHnT

es decir

£(X)) <9 [FX),€] ¥xe us, (v, ern T
pero USi =ENT
luego £(X)) <g [E(X),e] ¥X€ENT

- Cuando un algoritmo termina es por uno de

los dos motivos siguientes:

a) Se ha hallado n_ soluciones (todas ellas,
sucesivamente, e-8ptimas respecto al con

junto de soluciones no extraidas).

b) No existen soluciones posibles no halla-
das y todos los nudos est&n definitiva--
mente descartados (no pueden estar provi
sionalmente descartados al no existir S0

luciones posibles no halladas).
Es decir, todos los nudos estén:

~ hallados, o

- no contienen soluciones posibles (son va-

cios), o

- se cumple que
Jx, € E | cv) > g [F(x),d]

Es decir, cuando el algoritmo termina, o se

han encontrado, sucesivamente, todas las so

luciones e-6ptimas deseadas, o se ha demos-

trado que s6lo las encontradas hasta el mo-

mento cumplen las condiciones especifica--
4

das".

3. CONSIDERACIONES PRACTICAS

3.1 Estudio de posibilidades

3.1.1 Procedimiento de separacidn

Empleando la misma notacién que en el punto
2.2, el procedimiento de separacifn queda -
determinado al definir la correspondencia M
funcién del problema concreto que se quiere
resolver.

La correspondencia M, en la pré&ctica, deter

mina casi siempre una particién del nudo.

Si un conjunto estd definido por el valor a
doptado por ciertas variables, permanecien-
do libre el valor de las dem&s, dicho con--
junto se puede partir en los subconjuntos -
que vienen definidos por cada uno de los va
lores gue puede adoptar una de las varia--
bles libres; por supuesto, el procedimiento
ha de comprender un método para la eleccién
de la variable.

Es corriente la utilizaci6n de variables bi
narias exclusivamente (una variable discre-
ta siempre se puede representar como combi-
nacién lineal de variables binarias); en es
te caso si M establece una particibn es una

particibn binaria.

Otra forma de establecer una particién bina
ria, aunque las variables no lo sean, con-
siste en separar el conjunto en dos, en uno
de los cuales una de las variables libres -
toma un determinado valor, en tanto que en

el otro se le prohibe que tome este valor.

Este procedimiento coincide con el menciona

do en el pirrafo anterior si la variable es
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binaria.

A primera vista, la eleccién de la variable
que determina la particién parece tener una

importancia fundamental.

Aunque en algunos casos la influencia sobre
la eficacia del algoritmo no resulta tan --
grande como cabria esperar, en muchos otros
es realmente importante.

AGIN /1/ enuncia dos posibles criterios pa-
ra realizar la eleccidn:

1 - Procurar que uno de los nudos resultan-
tes tenga una buena cota (baja en el ca
so de minimo). De esta forma se tienen
ciertas esperanzas razonables de que el
nudo contenga la solucidén &ptima o, por
lo menos, soluciones suficientemente --
buenas.

2 - Procurar que uno de los nudos resultan-
tes tenga una mala evaluacidn (alta en
el caso de minimo). Asi ser§ muy difi--
cil que el nudo contenga la solucién 6p
tima, por lo que es probable que no sea

necesario seguirlo explorando.

ROY /3/ es partidario de este dltimo crite-
rio; en concreto, recomienda que el procedi
miento de separacifn favorezca la aparicién
rdpida de nudos de cota elevada (en el caso
de minimo). Recomienda asimismo elegir un -
procedimiento de separaci®n que mantenga a-
grupadas las mejores soluciones (si se dise
minan es probable que tengamos que explorar
muchos nudos antes de aislar la solucién 6p
tima) . De todas formas cabe pensar que esto
es mds un buen deseo que una regla que pue-

da aplicarse de forma general.

Desde un punto de vista prictico, es conve-
niente la generacién de pocos vértices, por
lo que, en el caso de que la separacibén se
efectfia mediante una secuencia de procesos
elementales, puede ser {itil empezar por --
aquellos que den origen a un menor n@imero -

de vértices siguientes.

3.1.2 Procedimijento de acotacibén o de exa—-

men

Puede consistir en uno o varios procedimien

tos para calcular de forma m&s o menos sen-
cilla la cota del nudo y uno de varios pro-
cedimientos para detectar si el nudo es va-
cio, es decir, si no contiene soluciones 59
sibles (€E).

Como sefala ROY /3/ es deseable que el pro-
cedimiento de evaluaciln sea tal que la des
viacién entre la cota de cada nudo y el va-
lor 6ptimo (entre las soluciones posibles -
que contiene) sea del mismo orden en todos

los nudos, a fin de que el orden inducido -
por la evaluacibén en el conjunto de los nu-
dos se aproxime lo m&s posible al orden que

corresponde a los valores Sptimos.

AGIN observa que en el caso de disponer de

dos mé&todos de evaluacidn alternativos con-
viene aplicar el mds preciso (y, por consi-
guiente, mis costoso) en los nudos superio-
res de la arborescencia, lo cual presumiblg
mente permitifé descartar, en las explora--

ciones sucesivas, ramas importantes.

En la pr&ctica no se trabaja casi nunca con
muchos procedimientos de c&lculo de la co--
ta. Sea cual sea su nfimero, se asociardn o

no, en los nudos no terminales, a un "test"
de vacio, en funcibn de lo costoso que &ste
resulte, de acuerdo con criterios predefini
dos (vg.: hacer el "test" s6lo a determina-

dos niveles, etc.).

En los nudos terminales puede ser interesan
te emplear un método m&s complejo que el u-
tilizado en los dem&s nudos. En efecto, con
mucha frecuencia el c&lculo del valor exac-
to del valor 6ptimo en el nudo es muy costo
so, por lo que deberemos tender a evitarlo

en la medida de lo posible, lo cual se pue-
de conseguir empleando, en dichos nudos ter
minales, una serie de procedimientos de eva
luacidn, cada uno mds potente que el ante--
rior, en cascada; de esta forma, s6lo una -
parte de los nudos terminales deber& ser --
examinada con el procedimiento m&s potente,
es decir, el que da el valor exacto del &p-
timo. Por supuesto, segln las condiciones -
que ha de reunir el procedimiento de examen,
en los nudos terminales es obligado efec--

tuar el test de vacio.
Es corriente que el procedimiento de acota-

cibén consista en calcular el valor 6ptimo -

de la funcién econdémica en un conjunto E* -
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tal que E C E* e incluso tal que F C E*, E*
se obtiene a partir de E o de F suprimiendo
alguna restriccidn. Vg.: En programas linea
les en nmeros enteros es frecuente tomar -
como cota el valor S6ptimo de la funcién eco
ndmica que se obtiene suponiendo las varia-
bles continuas, o considerando menos res---

tricciones que las efectivamente existentes.

3.1.3 Inicializacién

Es muy conveniente, en la pr&ctica, conocer
una solucién posible, aunque no esté muy --
prbéxima al Sptimo, ya que esto puede contri
buir a reducir fuertemente la memoria nece-
saria para almacenar los nudos generados y

no cerrados.

En muchos casos se dispone de una soluci6n

posible debido a que el problema posee un -
método de resolucidn tradicional, y en la -
inicializacidén se evaluari su funcién econd
mica. En otros existird un método heuristi-
co que generard dicha solucidn, que puede -
consistir en una estrategia de exploracidn

ripida para llegar a un vértice terminal.

En cualquier caso, el algoritmo ha de comen

zar examinando la rafz de la arborescencia.

3.1.4 Seleccibn del nudo a explorar

Desde luego, en este punto las posibilida--

des son muy variadas.

La seleccidn del nudo se efectda de acuerdo

con reglas tales como las siguientes:

- Elegir el nudo no cerrado m&s recientemen

te examinado.

- Elegir entre todos los nudos no cerrados
el de mejor cota (menor en el caso de mi-

nimo, mayor en el caso de miximo).

Este procedimiento es el que aparece con --
més frecuencia en la literatura (la mayoria
de las veces se presenta sblo esta posibili
dad, como si fuera la Gnica) e intuitivamen
te parece ser el mejor, pero esto es inde--
mostrable tebSricamente y, de hecho, HERVE,

por ejemplo, ha comprobado que no lo es en -

muchos casos. Adem&s, habria que definir --

qué significa mejor, puesto que se puede ~-
adoptar distintos puntos de vista: rapidez
en alcanzar el 6ptimo, rapidez en terminar
el algoritmo, rapidez en alcanzar una solu-

cibén posible, ocupacién de memoria, etc.

- Elegir uno de los nudos aparecidos en la
Gltima separacibén (el de mejor cota) si -
entre ellos hay alguno cuya cota no sea -
superior a la menor conocida en mis de --
una cantidad dada, n; en caso contrario,

elegir el nudo de cota minima.

En general, los cilculos efectuados al ex--
plorar un nudo son fitiles para el examen de
sus descendientes; normalmente no es posi--
ble conservar el resultado de los c&lculos
més que para el dltimo nudo examinado. Como
observa ROY, la introduccién del parfmetro
n fuerza, en la medida que nosotros desee—-
mos, a proseguir la exploracibn a lo largo
de una rama, permitiendo asi aprovechar di-

chos resultados.

Puede decirse que haciendo n=0 efectuaremos
una exploracién lo mis "inteligente" posi--
ble, a costa de desaprovechar el resultado
de los célculos anteriores y, desde luego,
de ocupar mis memoria; si no se quiere recu
rrir a memorias externas y no es posible —-
mantener toda la informacibn necesaria en
memoria central, quizd no lleguemos a alcan

zar realmente el Sptimo.

Un enfoque m&s general, que comprende como
casos particulares a las reglas anteriores,

€s:

1) Definir una funcifén gque dependa de la co
ta del nudo, de su nivel, de su accesibi
lidad (de su ubicacién en memoria inter-
na o externa, por ejemplo) de la disponi
bilidad de los resultados de los cilcu--
los (normalmente, de si el nudo es el al
timo que ha sido explorado o no) y de su

grado de separacién.

2) Elegir el nudo que optimice el valor de
esta funcién.

Este enfoque coincide con el BENAYOUN, ROY
y TERGNY /4/ en un trabajo por otra parte -
especialmente interesante ya que constituye
una aplicacibn préctica de los principios -

teSricos expuestos en ROY /3/. De hecho el
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que una estrategia de seleccibn sea mejor -
que otra dependerd fuertemente de la estruc
tura del problema.

3.1.5 Eleccidn del nudo a examinar

Normalmente, en la préactica, el procedimien
to de examen tiene un solo nivel por lo gque
el nudo seleccionado para la exploracién no
puede ser objeto de examen posterior. Por -
ello casi siempre el nudo a examinar es un

descendiente inmediato (que se ha de gene+=-

rar) del nudo a explorar.

Es corriente que las reglas de seleccifén --
del nudo a explorar y del nudo a examinar -
se combinen de tal forma que el nudo a ex--
plorar se selecciona repetidamente hasta —--
que queda totalmente separado. Esta forma -
de proceder se puede presentar tambié&n for-
malizando el algoritmo de modo algo distin-
to (bdsicamente diciendo que se selecciona

para el examen un subconjuntc de los descen
dientes inmediatos del nudo a explorar y --
que, en este caso, el conjunto estd formado
por todos los dichos descendientes inmedia-
tos) y tiene la ventaja de que el conjunto

de candidatos a ser explorados es un subcon
junto de los nudos no separados de la parte

de la arborescencia que ha sido examinada.

3.1.6 Eleccibn del procedimiento de examen

En la practica, cuando se examina un nudo -
se profundiza tanto como se puede en su co-
nocimiento (aungue el examen puede realizar
se en etapas sucesivas de tal forma que el

resultado de una de ellas puede condicionar

la siguiente).

Por ello, casi nunca presenta dificultades

especiales este punto.
Puede ser ftil disponer de distintos proce-

dimientos de examen que se apliquen en fun-

citn del nivel del nudo a examinar.

3.1.7 Re-evaluacibn y recalificacidn

El examen de un nudo puede mejorar la cota
de otros nudos, si existe alguna relacién -

conocida entre los mismos. Por ejemplo, pue

de mejorar la informacién sobre todos sus -
ascendientes y descendientes o, incluso, si
se ha hallado una solucibn posible mejor.,--

que la ya disponible, sobre otros.

En particular, cuando se conoce cotas de to
dos los descendientes inmediatos de un nudo,
la m&xima de todas ellas, si es menor que -
la del nudo en cuestibn, puede sustituirla.
Por otra parte, el examinar con un nuevo --
procedimiento un nudo puede conducirnos a -
modificar las cotas de sus descendientes in
mediatos que no tienen por qué ser mayores

que la de su antecesor (todo ello en el ca-

so de maximizacién).

Ademés, si en el examen de un nudo se aisla
una solucibn posible mejor que las conoci--
das hasta el momento, ello puede modificar

el estado de los nudos, algunos de los cua-
les pueden haberse convertido en provisio--

nal o definitivamente descartados.

Después del examen, uno de los nudos puede
pasar a provisional o definitivamente cerra
do.

Por ello después de examinar nuevos nudos -

puede procederse a una revisi6n de la infor

macién almacenada y modificarla si procede.

3.1.8 Almacenamiento de la informacifn so--

bre los nudos

Algunas estrategias permiten calcular "a --
priori” la ocupacifn de memoria central. En
estos casos el almacenamiento de la informa
cidn no presenta problemas especiales. Por
ejemplo, para una estrategia tipo LIFO --
("last in-first out") LAWLER y WOOD /5/ su-
gieren que la informacidn se almacene en --
una pila; cada vez que se practica una sepa
racién en un nudo, los nuevos nudos se colo
can en la parte superior de la pila; se ex-
plota siempre el nudo situado en la parte -
superior de la pila.

Otras estrategias, en cambio, como las basa
das en la seleccidn del nudo de mejor cota,
exigen cantidades de memoria imposibles de

determinar "a priori" pero que pueden lle--
gar a ser muy grandes. En cualquier caso, a
no ser que trabajemos exclusivamente con --

problemas de talla muy reducida, se ha de -
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contar, en principio, con que la memoria —--
central es insuficiente, por lo cual se ha
de recurrir a memorias externas preferible

y casi indispensablemente de acceso directo,
organizando el archivo de forma adecuada, a
provechando asimismo al maximo la memoria -
central. Sobre este punto, la informacién -
que puede encontrarse en la literatura es -
practicamente nula, a pesar de que (o quizi
a causa de gue) su interés préctico es enor

me.

Se ha de tener en cuenta que la solucidn de
trabajar exclusivamente en memoria central

y eliminar los nudos "peores" cuando se ter
mina el espacio disponible es muy corriente,

incluso en programas comercializados.

3.1.9 Dinamizacién de la estrategia

En cada uno de los puntos que se ha ido co-
mentando, los procedimientos se pueden ir -
variando a medida que se va desarrollando -

el algoritmo, como consecuencia de:

- el tiempo transcurrido

= la informacién gue se ha ido obteniendo -
en el curso del propio algoritmo

- una intervencién humana

- un intercambio de informacién hombre-mi--

quina.

Por ejemplo, en muchos casos, puede ser in-

teresante la siquiente estrategia:

- Empezar con una estrategia adecuada para
encontrar ripidamente soluciones posibles.

- Una vez encontrada una solucidn posible,
seguir con una estrategia adecuada para -

buscar el &ptimo.

Otra posibilidad interesante es la de cam—-~
biar los pardmetros de la funcidn de selec-
cidn del nudo a explorar, a medida que avan
za el tiempo, en el sentido de favorecer el
examen de nudos terminales. Con ello aumen-
tan las posibilidades de obtener una solu--
cidn posible antes de que transcurra el --

tiempo md&ximo aceptable.

3.2 Experimentacibn

Los autores han desarrollado diversos expe-

rimentos dentro de un estudio general sobre
la programacién de inversiones interrelacio
nadas. Se ha utilizado para las mismas un -
modelo simplificado aungue en el modelo com
plejo, gue incluye unos procedimientos de -
simulacibén para la evaluacién de la funcién
econémica, los resultados han sido coheren-
tes. El modelo simplificado era de la for-

ma:

MaX] z = L b, X .- ST S
- 1,9 7 Mgy, IR AT KL
ZX,, =1 Vi

. ij

J

Id, «+X,.<P, vj

. i 1] J

1

Xij =061 ¥i,Jj

Se considera dos tipos de separacibén: gene-
racién de todos los siguientes, o s&lo uno
cada vez y dos tipos de evaluacién, uno méas
potente gue el otro, junto con un test de -

vértice vacio, basado en las inecuaciones.

El. estrategia clésica, separacién total y
selecci6n de la mejor cota.

E2. igual que El, pero con el procedimiento
de evaluacidén més potente.

E3. separacidn total y funcidn de seleccién
que favorece los vértices de mayor ni--
vel.

E4. estrategia "go-to-right"; siempre se --
parte del vértice dltimamente examinado,
hasta llegar a un terminal.

E5. igual que E3 pero con mayor peso del ni
vel.

E6. igual que E5 pero con un sb6lo descen—-
diente.

E7. igual que El1 pero con ordenacién previa
de las variables favoreciendo la apari-

cidn de vértices vacios.

No habiendo sido posible realizar por limi-
taciones de tiempo mdguina un plan completo
de experiencias las conclusiones son mera--

mente indicativas:

a) E2 retrasa la aparicién de la primera so

lucidén posible, y E4 y E5 la adelantan.

b) La diferencia entre la primera solucién
posible hallada, que, en general, se al-
canza répidamente y la 6ptima es siempre

inferior al 10% y habitualmente se halla
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comprendida entre el 1 y el 2%.

La diferencia mayor se obtiene con E4 y -
E6.

c) El nimero total de vértices examinados es

menor con E2 y E7.

d) El nimero de vértices terminales examina-

dos es menor en E2 y E7.

e) Con E4 la ocupacidn de memoria es el mini
mo, con E6 précticamente igual y con E2 -
el méximo. Considerando la ocupacién te6-
rica mdxima igual al nGmero de vértices -
del nivel inmediatamente inferior al maxi
mo, se obtuvo como miximo una ocupacibn -

del orden del 15% de este mé&ximo tedrico.

f) La eficacia aumentd con el tamano del pro

blema.

En el caso del modelo complejo, se ha resuel
to ocho problemas distintos, empleando en to
dos ellos estrategias parecidas, de tipo clid
sico. Tal como se ha dicho, los resultados =
son consistentes con los obtenidos en el ca-
so del modelo simplificado; en general, en -

el modelo complejo:

- la primera solucidén posible aparece en un
tiempo no superior al 10% del empleado pa

ra terminar el algoritmo.

- la diferencia entre el valor de la funcién
econdmica en esta primera solucidén posible

y en el Sptimo es asimismo inferior al 10%

- el tiempo requerido para alcanzar el &pti-
mo es generalmente del orden del 15-25% --
del total.

Estos resultados coinciden sustancialmente -

con los obtenidos por GINSBURG y VAN PETER~-—

SEN /6/ en sus experimentos con un problema

concreto:

- la primera solucidn posible encontrada no
difiere en ningilin caso (de los probados -
por dichos autores) en mds de un 5% de la
solucidn Sptima; los autores observan, a-
deméds, que esto es comin a la mayoria de
algoritmos de este tipo.

el nimero total de iteraciones es por lo

menos igual al doble del nimero de nudos
explorados para obtener la primera solu--

cién posible.

3.3 Transformacién en un procedimiento heu-

ristico

3.3.1 Justificacidn

De lo expuesto anteriormente se deduce que

la eficacia fundamental de los métodos de -
exploracidn dirigida estriba en la facili--
dad de obtenci6n de soluciones posibles --
"buenas". E1l Sptimo aparece generalmente --
pronto, pero lo dificil y costoso es saber

gue el Sptimo es "6ptimo". Parece més inte-
resante, pues, plantear estrategias que va-
van a buscar soluciones posibles que estra-
tegias que se orienten Unicamente a buscar

el 6ptimo. Si, por otra parte, a las natura
les dificultades del método se afade limita
ciones de tiempo de tratamiento, o espacio

de memoria, se deberd incumplir alguno de -
los condicionamientos gque aseguran gue el -
procedimiento encuentra el 6ptimo, por lo -
que habremos transformado el mismo en un =--

procedimiento heuristico.

3.3.2 Posibilidades

Para que cuando se interrumpa el algoritmo
dispongamos por lo menos de soluciones pre-
sumiblemente "buenas" puede apuntarse los -

procedimientos siguientes:

- Cada vez gque se encuentre una solucién po
sible mejor que las ya conocidas, exhibirla,
o, simplemente exhibir la mejor solucidn po
sible obtenida hasta el momento en que se -
quiere interrumpir los célculos. En este ca
so son preferibles los algoritmos que condu
cen répidamente a una solucidn posible (en

este sentido, la aplicacidn de la regla del
nudo de evaluacidn minima puede ser peor --
que la regla LIFO, que conduce réapidamente

a nudos terminales).

La comparacidn con la mejor cota existente
mostrard la posible diferencia con el 6pti-~
mo. Desde luego, cabe el peligro de que no
se haya encontrado ninguna solucidn posible

en el momento de interrumpir el algoritmo o
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bien de que la obtenida difiera mucho de la
cota sin que podamos saber si lo mediocre -

es la solucidn o la cota.

Por supuesto, dado el escasoc coste que ello
lleva asociado, es preferible que se exhiba
toda solucibdn posikie mejor que las prece--~
dentes, el instante en que aparece (contado
desde el comienzo del algoritmo) y la mejor
cota presente en aquel momento; de estos da
tos podré& obtenerse una idea sobre lo que -
podria haber ocurrido de no existir la limi

tacidén de tiempo.

- Introducir reglas de eliminacidn de nudos
basadas en consideraciones razonables: Se -
puede, por ejemplo, limitar la memoria des-
tinada a los vértices. Si un vértice sobre-
pasa dicha capacidad, se elimina el de peor
cota entre los existentes y se coloca el --
nuevo vértice, si no es el eliminado, en su
lugar. ROY y BENAYOUN /7/ hablan de una ca-
pacidad de 1.500 vértices y eliminacién de

los sobrantes. En las eliminaciones serd --
preciso conservar la mejor cota eliminada,

a fin de determinar al final del algoritmo

si disponemos del Sptimo con toda seguridad

O no.

Otro procedimiento consistiri en la eliming
cién de los peores vértices en cada separa-
cidn, o bien en la conservacifn de sdélo los
mejores vértices en cada separacidn. Normal
mente este procedimiento obligarsd a traba--
jar de forma distinta en los niveles altos
del &rbol y en los bajos, ya que en los al-
tos los procedimientos de evaluacidn acos--
tumbran a ser especialmente ineficaces. Una
aplicacién de este método consiste, por -~-
ejemplo, en conservar en cada una de las se
paraciones el vértice de cota siguiente a -
la mejor, prosiguiendo la exploracién por -
el vértice de mejor cota. Una vez hallada -
la primera solucidn posible (que correspon-
de a una regla heuristica de éptimos loca--
les) un examen de las cotas permite prose--
guir la exploracibén en otras direcciones, -
si parece prometedor (ver por ejemplo OLIVE
LLA /8/).

Un refinamiento en la eliminacién de vé&rti-
ces se produce cuando el vértice candidato
a la eliminacidn es dotado de sus siguien--
tés hasta cierto nivel relativo (diferencia

de niveles) y la decisién definitiva se --

adopta a partir de las cotas de dichos si--

gulentes.

Otra variante se produce cuando la funcién
de evaluacibén de los vértices no es estric-
tamente una cota, sino el valor de una solg
cibn posible obtenida a partir del vértice
mediante reglas heuristicas muy simples --
(ver CONWAY, MAXWELL y MILLER /9/), o bien
un indicador de la eficacia del algoritmo -
hasta el momento. (Ver ELIAS, GARRIGA y -
KIRCHNER /10/).

También cabe la posibilidad de utilizar un
valor de ¢ que sea funcién del nivel de los
nudos ({(grande para niveles bajos, es decir,
los mds cercanos a la rafz y menor en los -
altos): ello permite eliminar, en general,
muchos nudos, perc se ha de tener en cuenta
que s8lo se puede garantizar que la solu--
cién asi obtenida es EM—éptima, siendo €y
el méximo de los valores de & que se haya -

utilizado.

- Otra solucidn, en principio poco intere--
sante, para no sobrepasar un tiempo prefija
do, T, es la que sugieren LAWLER y WOOD /5/:
aumento, con el tiempo, de € en la siguien-

te forma (expresando e en valor relativo):

Hasta 1/2 T e = 0

De 1/2 T a 3/4 T e = 0,05
De 3/4 T a 7/8 T e = 0,10
De 7/8 T a 15/16 T e =20,15

Asi se garantiza que el algoritmo se inte--

rrumpe dentro del perfodo T, (aungue quiza

no obtengamos ninguna solucidn- posible)
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5. NOTAS

lPlanteado asi es un problema de minimo. Pa
ra convertirlo en uno de méximo bastaria -
cambiar el signo de < por > y > por < en -
las desigualdades anteriores y en todas =--
las que aparezcan en lo sucesivo, y con --

cambios de detalle en algunas definiciones.

En la practica K, serd casi siempre el con
junto de los nmeros reales y K' el de los

reales no negativos.

Se prescinde de la consideracibén de crite-
rios secundarios. Obsérvese que, si Gnica-
mente imponemos la condicidn de que estén

comprendidos dentro de determinados limi--
tes, el tenerlos en cuenta equivale, en de
finitiva, a reducir el espacio E de las ile}
luciones posibles, con lo cual, en este ca

so, el planteamiento sigue siendo el mismo.

Tal como se ha dicho, la aplicacién f s6lo
estd definida en E. De todas formas puede

considerarse definida en F haciendo:

¥X € E

2En la practica, en general, el proceso de -

separacibn constituye una particién de E. -
Es decir, ademds de la condicibén de conser-
vacién se verifica, siendo Vi=(Si,i) y ==
Vj=(Sj,j) dos descendientes inmediatos de -
otro cualquiera, que SiﬂSj#O. Aungue, COmO

hemos dicho, esta condicidén se cumple casi

siempre, no es necesaria. No obstante, si -
no se cumple, se ha de tomar algunas precau
ciones adicionales, puesto que en este caso
las soluciones gue se van hallando pueden -
ser repetidas; para salvar la dificultad --
basta comparar cada solucibén que se halla -

con las ya halladas.

Si llamamos nivel de un nudo al ndmero de -
sus ascendientes, generalmente los nudos --
terminales son los que tienen el méximo ni-
vel. Sin embargo no se excluye la posibili-
dad de que aparezca un nudo terminal en ni-
veles bajos, lo cual normalmente serd una -
casualidad que puede producirse como conse-
cuencia del proceso de acotacidén (vg.: en -
un algoritmo de resolucidn de programas li-
neales en variables binarias el procedimien
to de acotacidn puede consistir en resolver
un programa lineal en variables continuas;

evidentemente puede darse el caso de que en
la solucién todas las variables sean cero o
uno: entonces podemos aislar esta solucién

y generar un nudo que la contenga).

3Cuando un nudo pasa a ser definitivamente -
descartado permanece indefinidamente en es-
te estado (ya que los valores de las solu--
ciones conocidas no pueden aumentar y la co
ta no puede disminuir). En cambio, un nudo
provisionalmente descartado puede pasar a -
no descartado al hallar una solucidén (o, --
por supuesto, a definitivamente descartado,
si, por ejemplo, se llega a conocer una nue
va solucidn suficientemente mejor que las -

ya conocidas).

Cuando un nudo estéd definitivamente cerrado
permanece indefinidamente en este estado. -
En cambio un nudo provisionalmente cerrado

puede pasar a definitivamente cerrado y tam

bién a no cerrado, al hallar una solucidén.
Que un nudo esté provisionalmente (o defini

tivamente) cerrado puede interpretarse como

que se sabe gue provisionalmente (o defini-

61



tivamente) no interesa profundizar més en -
el conocimientc del nudo o que no es posi--
ble hacerlo més que a través del examen de

sus descendientes no inmediatos.

4Cuahdo ns=l las cosas se simplifican bastan

te, ya que desaparece la distincidn entre -
provisional y definitivo (puesto gque todo -
nudo que no estd no déscartado esti defini-
tivamente descartado) y adem&s no hay solu-
ciones halladas (si se halla una solucidén -
el algoritmo se puede dar ya por finaliza--
do) .

Obsé&rvese que, tal como esti planteado el -
algoritmo, las soluciones que, sucesivamen-—
te, se va extrayendo son e-8ptimas respecto
a las no extraidas, lo cual no implica que
el orden de extraccidn sea el que correspon
deria ordenando las soluciones por el valor

de su funcidn objetivo.
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