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SPECTRE DES LAPLACIENS
DE LICHNEROWICZ SUR LES SPHERES
ET LES PROJECTIFS REELS

MOHAMED BOUCETTA

Abstract

In this paper, we compute the spectrum of the Lichnerowicz lapla-
cian on the symmetric forms of degree 2 on the sphere S™ and the
real projective space RP™. This is obtained by generalizing to
forms the calculations of the spectrum of the laplacian on fonc-
tions done via restriction of harmonic polynomials on euclidean
space.

1. Introduction

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte. Pour tout p € N, on
notera QP (M) 'espace des p-formes différentielles sur M et SP M 'espace
des p-formes symétriques sur M avec Q°(M) = S°M = C>®(M).

Pour tout 0 < p < dim M, QP(M) est muni d’un opérateur ellip-
tique AP a savoir le laplacien de Hodge-de Rham. dim Ker AP étant le
p-ieme nombre de Betti de M, et pour d’autres propriétés, cet opérateur
a été amplement étudié. Le spectre et les sous-espaces propres des AP
sur la sphere S™, munie de sa métrique canonique, ont été déterminés
dans [Be-Ga-Ma)], [Be-Mi], [Ga-Me], [Ik-Ta], Iw-Ka].

L’espace des tenseurs le plus simple & considérer, apres les QP (M), est
I'espace S2M. Dans [Be-Eb], cet espace a été étudié et il a été démontré
la décomposition suivante:

(Hy) S*M = Ker 6, P 67 (2" (M),
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o1 67 : QY (M) — S?M est 'opérateur différentiel défini par
8i(a) = Lgag, (a € Q' (M)),

#a est le champ de vecteurs associée a la 1-forme a grace a la métrique g
et 61 : S?M — QY(M) est I'adjoint formel de &7 pour les structures
préhilbertiennes sur Q'(M) et S?M définies par la métrique g.

Dans le méme papier, il a été démontré que Ker d; est I’espace tangent
en g a 'espace des structures riemaniennes sur M. C’est l'espace des
déformations infinitésimales non-triviales de g.

L’espace S?M admet aussi la décomposition (voir [Be2, p. 130])
(Hy) S*M = Ker 6, N Tr="(0) P (57 (2 (M)) + C=(M)g)

ot Tr : S2M — C°°(M) est la trace par rapport a g. Kerd; N Tr=1(0)
peut aussi étre regardé comme ’espace des déformations infinitésimales
non-triviales et non-conformes de g.

Dans [L, p. 27], Lichnerowicz a introduit, pour tout p € N, un lapla-
cien AL, : SPM — SPM, A9, et A}, étant les laplaciens de Hodge-
de Rham respectivement sur C°°(M) et sur Q'(M). Les laplaciens de
Lichnerowicz possédent des propriétés remarquables et se sont avérés
trés utiles pour 1'étude de différents problemes géométriques (voir
[Be-Eb], [Be2], [M]). Il est & noter que le laplacien de Lichnerowicz
A%, . §2M — 82?M respecte les décompositions (Hy) et (Ha) si la
variété (M, g) est a courbure de Ricci paralléle.

Dans cet article, on se propose de calculer le spectre avec multiplicité
et les sous-espaces propres de AQS,L sur la sphere de dimension n munie
de sa métrique canonique. Par suite, on exhibe deuxe bases de vecteurs
propres qui engendrent deux sous-espaces propres denses dans Ker §; et
dans Ker §; N Tr=1(0).

Pour illustrer I'intérét que peuvent avoir ces bases dans la résolution de
versions infinitésimales de différents problémes géométriques, on retrouve
des résultats bien connus a savoir le théoreme de représentation conforme
sur la sphere S? [Be-Eb] et la rigidité de la structure d’Einstein canon-
ique sur la sphere S™.
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Finalement, en utilisant le revétement riemannien S™ — RP", on
déduit le spectre et les sous-espaces propres de Al 5. et de AZ ...

Le calcul du spectre de A%, nécessitant la connaissance du spectre
de AY., nous donnons le spectre avec multiplicité et les sous-espaces
propres de AL, en utilisant une méthode qui différe 1égérement de celle
utilisée dans [Ga-Me].

Pour ce travail, on généralise la méthode utilisée dans [Be-Ga-Mal]
pour le calcul du spectre de Aosn alors que les décompositions (Hy) et
(H2) nous servent de guides.

2. Laplaciens de Lichnerowicz
sur les tenseurs symétriques

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension d. Soit D la con-
nexion de Levi-Civita associée.

Pour tout p € N, le fibré vectoriel des p-tenseurs @ T*M — M est
muni d’une structure de fibré vectoriel euclidien donnée par

d
<h,f>m: Z h(eil,... ,eip)f(eil,... 761‘?),
i1 ip=1
otm € M, h,f € QT M et (e1,...,eq) est une base orthonormée

quelconque de T;, M.

Pour tout entier naturel p, la connexion de Levi-Civita définit un
opérateur différentiel D, : C®(QFT*M) — C®(@"" T*M). On
notera Dy son adjoint formel. Soit SPM le C*°(M)-module des formes
symétriques sur M.

En symétrisant 'opérateur D, on obtient un opérateur différentiel 4, :
SPM — SPTIM défini par

p+1
Sih(X1, .o Xpy1) = Y Dx,i(Xn, .o, Xy Xppa)

=1

Soit 8, : SPTLM — SPM son adjoint formel.
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L’adjoint formel de 4, est appelé divergence et est donné par

d
6pf(X17"' aXp) = _ZDYif(}/i,Xh"' 7Xp)7
i=1
o f € SPTIM, (X1,...,X,) est une famille quelconque de champs de
vecteurs sur M et (Y1,...,Yy) est une base orthonormée de champs de

vecteurs (locaux) sur M.
Pour tout o € S'M, on a (voir [Be2, p. 35])

(1) o1(a) = Lyag.
# :T*M — TM est I'inverse de "’homomorphisme musical w’ : TM —
T*M qui a v g(v,.).

Si la variété M est compacte, en tant que R-espace vectoriel,
C®(Q®" T*M) est muni d’'un produit scalaire donné par

h f) = /M<h<m>,f<m>>mug,

ou g est la mesure canonique de (M, g).
Dans le cas ou M est compacte, D), et D7; d, et 6, sont adjoints pour
le produit scalaire (, ).

Définition 2.1 [L]. Le laplacien de Lichnerowicz sur les p-formes
symétriques est Popérateur AL, : SPM — SPM défini par

AYy = D;D, + Ky,
ou K, est I'opérateur d’ordre 0 défini par

K():O

Kp(h)(Xla aXP) = ZT(XH#ZXI)? D' h)

i Xp
=1

—

— Trg[(U,V) = Y MR(XL U)XV, X, X X X)),
i#£j

R et r désignent respectivement la courbure tensorielle et la courbure

de Ricci de g, Try désigne la trace par rapport a g, # l'isomorphisme

inverse de I'isomorphisme musical et 4 X KX h le produit intérieur de
X

hpar XleXp
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Dans le cas o M est compacte, A, est un opérateur auto-adjoint
pour le produit scalaire (, ).

Remarques.

i) AY, et Al, sont les laplaciens de Hodge-de Rham respectivement
sur O (M) et S'M. La formule

A} = DiDy + Ky
n’est rien d’autre que la fameuse formule de Bochner [Boc], puis-
que Ki(a) = r(#a,.), pour tout o € S'M.
iif) On a clairement
Al od=doAY,.

Théoréme 2.1. Les définitions et notations sont celles ci-dessus. On
a les propriétés suivantes:

i) Si la métrique g est a courbure de Ricci paralléle, on a

A2, 067 =070AY, et Al 08 =8 0A2,.

ii) TryoA%, =AY, 0Tr,.

iii) Pour toute fonction f € C*°(M), on a A2,(fg) = AY,(f)g.

Preuve: Pour i) et ii) voir [L, pp. 28-29]. Montrons, maintenant iii).
Soit h € S2M quelconque. On a

(A2,(fg). 1) = (fg. A%, (h)) = / STy (A2 (B,
M
En utilisant ii), on obtient

(A% (fg).h) = /M FAN (Trgh)pg = /M TrghA3y(Fig = (h, Ay (f)g).

D’ou le résultat. B
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Lemme 2.1. Pour tout entier p > 0 et pour tout h € SPM, on a
0p0dyh — 0, 100, 1h=DyDph— Ky(h).

Preuve: Pour établir cette égalité, il suffit de la vérifier pour les formes
polaires. Soit X un champs de vecteurs et soit (Ey,..., E;) une base
orthonormée de champs de vecteurs (locaux). On a

5po8ih(X, ..., X)

d
== Dph(E;X,... ,X)
=1

d d
=-> Ei.6h(E,X,... . X)+ Y 0h(Dg,Ei, X, ..., X)
i=1 i=1
d
+pY 6rh(E;, DX, X,...,X)
=1
d d
=-> E.Dph(X,...,X)-p» EiDxh(E;,X,...,X)
=1 =1
d d
+Y Dp, e h(X,....X)+pY Dxh(DgE;X,...,X)
=1 =1

d d
+PZDEJL(DE1-X,X7--- , X) +pZDDEiXh(EiaX7--- , X)

i=1 i=1

d
+p(p—1))_ Dxh(E;,Dg, X, X,... ,X)

=1
d d
=—> E;.Dpgh(X,...,X)—pY DgDxh(E;,X,...,X)
=1 i=1
d d
+Y Dp, ph(X,...,X)+pY Dgh(DpX,X,...,X)
i=1 i=1
d
pZDDEiXh(Ei,X,... , X)
=1

d
=D;Dyh(X,...,X)—=pY_ Dig x)h(E:i X,... , X).

i=1
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D’un autre coté et par un calcul direct, on obtient

d
Gy 0bp1h(X,...,X)=-pY Dix p)h(EiX,... X)

p
i=1

d

—pY (D, h(DxE;, X, ... ,X)
i=1

+Dpyph(E;, X,... . X)).
En utilisant I’identité de Ricci, on obtient donc

8p 0 85h(X, ..., X) = &_ 08, 1h(X,...,X) = DiD,h(X,... . X)

d
=1
d
+pY (Dp,h(DxE;, X,...,X) + Dpyp,h(Ei, X, ..., X)).
=1

Or, pour tout v vecteur tangent en un point m, il existe un champ de
vecteurs X et une base orthonormée (F;, ..., Ey) tels que X(m) = v et
(DxE;)m =0 pour i =1,...,d. Comme c’est une relation tensorielle,
on a le lemme. W

Remarque importante. En vertu ce lemme, on obtient une expres-

sion plus fine du laplacien de Lichnerowicz a savoir

2) AP = 5,085 — 5

p—1© 5p_1 + 2K,

Cette expression nous sera tres utile par la suite.

d
Proposition 2.1. Soith = Z hiy.... i, dxi, . .. dx;, une p-forme

VLyeee ,ipzl

symétrique sur (R% can). On a

d
A]}gdh = Z thilym Jip dSCil e dZL’ip

V1yeee ,ip:1
d 92
avec Ao =~ i1 53

Preuve: Evidente. R
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3. Laplaciens de Lichnerowicz sur les spheéres

3.1. Préliminaires.

On se place maintenant dans R™*! muni de sa métrique canonique
qu’on notera indifféremment can ou (,). On notera D la connexion de

0
Levi-Civita associée, 7 le champ de vecteurs radial et N = — le champ

or

de vecteurs unitaire radial.

n+1 (9 1 n+1 a

7= X ) N=- E L 5
; ox; r 4 ox;
i=1 =1
_ /.2 2 4 :

avecT = 4/x{+ ...+ x5 et (21,... ,Zn11) les coordonnées canoniques

de R**1,

Pour tout champ de vecteurs X sur R**1. on a
~ 1
(3) DXNz;(X—<X,N>N).

En particulier DyN =0.

Soit D la connexion de Levi-Civita associée a la métrique canonique
de S™. Pour tout champs de vecteurs X,Y tangents a S™, on a

(4) DxY = DxY — (X,Y)N.

Proposition 3.1. Soit H € SPR" et soit (X, X1,...,X,) une
famille de champs de vecteurs tangents a S™. Soit h la restriction de H
a S™. Alors, en restriction a S™, les formules suivantes sont vérifiées:

DxH(Xy,...,X,) = Dxh(Xy,...,X,)
p ~
+) (X, XHH(N, Xy, Xy, X),
i=1
DyH(Xy,...,X,) = LyH(Xy,...,X,) —ph(X1,...,X,),
DNH(N,X1,...,Xp 1) = LyoinH(Xy,..., X, 1)

- (p— 1)H(N,X1, ,prl).
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Preuve: La premiere formule est une conséquence immédiate de (3).
On a

p
DyH(Xy,... ., Xp)=N.H(X1,...,Xp)=Y H(X1,...,DnXi,... , Xp).

=1

Or Dy X; = [N, X;] + 5XiN et, en restriction a S™, on a en vertu de
(3), Dx,N = X;. Ceci permet d’établir la deuxiéme formule.
Un calcul analogue donnerait la troisieme formule. B

Dans tout ce qui suit, on notera 5 et d respectivement la codivergence

et la divergence de (R"*! can) et * et § ceux de (S™,can).

Proposition 3.2. Soit H € SPTIR™! et soit h sa restriction a S™.
Alors, la formule suivante est vérifiée en restriction a S™:

6,H = 6,h —niyH — Ly oiyH.

Preuve: Soit € S™ et soit (Fy,...,E,) une base orthonormée de
champs de vecteurs au voisinage de = et tangents en = a S™. Soit
(X1,...,Xp) une famille de champs de vecteurs tangents & S™. On
a

OpH(X1,...,X,)==Y DpH(E;,X1,...,X,)~DyH(N,X1,... ,X,).

i=1

Or, d’apres la Proposition 2.1, on a
Dg,H(E;, X1,...,X,) = Dg,h(E;, X1,... , Xp)

+ (B, E;))H(N, X1,...,X),)

p
+ZH(N7 <Ei7Xj>Ei7X1a-'- an,“- aXP);

j=1
DyH(N,Xy,...,X,) = Ly oinH(Xy,...,X,) —pH(N, Xq,...

Ceci permet de conclure. ®

On pourrait, de la méme maniere, établir une formule reliant J, et
d,; mais pour ce qu’on envisage de faire, on se contentera d’une formule
dans les cas p =0, 1, 2.
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Proposition 3.3. Soient & € S'R"*! et H € S?R"+!. Soient o et
h leurs restrictions a S™. En restriction a S™, on a

5fa = 6o+ 2a(N) can,
03 H = 63h + 2R(H),
avec R(H)(X,Y,Z) = H(N(X,Y)Z + (Y, Z)X + (Z, X)Y).

Preuve: Ces deux formules sont une conséquence immédiate de la
Proposition 3.1. &

3.2. Formule reliant A]%nﬂ et Ag.n.

Proposition 3.4. Soit F une fonction sur R"1 et soit f sa restric-
tion a S™. En restriction a S™, on a

oF _oF

A%ﬂ,+1F = Aonf —n 87" 8r2 .

Preuve: On remarque que A%"HF = SodF et on applique la Proposi-
tion 3.2 pour p=10. A

3.3. Formule reliant A},., et AY,.

En vertu de (2) et du fait que (S™, can) est une variété d’Einstein dont
la courbure de Ricci 7¢an = (n — 1) can, on a

(5) Agn = 81067 — 3850080 +2(n—1)1d.

Pour établir une relation entre Anlwﬂ et Alsn, on aura besoin des deux
formules suivantes:

Soit & € STR™!, on a
. T 2 2 .
(6) zN(Sfa:éézNa—i—LNa—;a—i— ;a(N)chan.
Soit f € C*(S™), on a
(7) 01(f can) = —df.
Etablissons la formule (6). Soit X un champ de vecteurs sur R 1.
inofa(X) = X.a(N) + N.a(X) — ao(DyX) — a(DxN)
= ogiya(X) + N.a(X) — a([N, X]) — 2a(Dx N).

En appliquant (3), on obtient (6). Un calcul direct donnerait la for-
mule (7).
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Proposition 3.5. Soit @ € S'R"*! et a sa restriction a S™. En
restriction a S™, on a

Apnd = A§na — Ly o Lya — (n—2)Lya — 2da(N).
Preuve: D’apres les Propositions 3.2 et 3.3, on a
51070 = 6,010 — ninoTd — Lyinola
= 0167 4 201 (A(N) can) — nind;a — Lyinora.
D’apres la formule (6)

~ ~ B 2
Lyoindia = Lydjina+ Ly o Lya + —a—-Lya
r r

2. . 2 .
+ N <—oz(N)) iycan+—a(N)Ly oiy can.
T r

Puisque, en restriction a S™, Lyiycan = 0 et iy can = 0, on obtient
donc, en utilisant (7) et toujours en restriction & S™,

610°a4 = 6107 — 2da(N) — Ly o Lya — (n — 2) Ly @
+2(n— 1o — ndfiya — Lyoiina.
D’un autre coté, toujours en vertu de la Proposition 3.2,
didod = 6500 — ndd(N) — dLyina.

Ceci permet de conclure, en remarquant que 5 = d et que celle ci com-
mute avec la restriction a S™ et la dérivée de Lie. B

3.4. Formule reliant Aﬂinﬂ et A%n.
Proposition 3.6. On a

(8) A% h =8y 0085h — 87 0 61h + 4(nh — Trhcan).
Preuve: C’est une conséquence de (2) et du fait que

Ks(h) = 2(nh — Trhcan).
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Cette formule découle des deux formules suivantes:
r(X,Y)=(n—1)can(X,Y),
R(X,Y)Z = can(Y, Z)X — can(X, Z)Y.

R, r les courbures tensorielle et de Ricci sur (S™,can) et (X,Y,Z) un
triple de champs de vecteurs quelconques sur S™. B

Pour trouver une formule reliant A2, et A%, le calcul sera identique
au calcul fait dans le cas p = 1. On aura besoin de calculer d2(R(H))
ou R(H) est la 3-forme définie dans la Proposition 3.3 et d’établir une
relation entre ¢ Ngget 6~§‘i ~. En plus, contrairement au cas précédent, la
dérivée de Lie ne commute pas avec gf

Soit H € S?R™*H! et soit R(H) la 3-forme définie dans la Proposi-
tion 3.3. On notera aussi R(H) sa restriction a S™.

Un clacul direct donnerait
(9) 52 (R(H)) = — 87 (in H) + 8o in H) can,
LT T 4 4. .
(10) in0sH =67inH+ LyH — —H + —iyH ©@iycan.
r r
© désigne le produit symétrique.

Lemme 3.1. Soit (M,g) une variété riemannienne, soit D sa con-
nezion de Levi-Civita et soit R son tenseur de courbure. Soit o € S'M.
Pour tout champs de vecteurs X, Y, N de M, on a la formule

LnSia(X,Y) = 6iLya(X,Y) + a(R*(N, X,Y) — DY, N),
avec
R*(N,X,Y)=R(N,X,Y)+ R(N,Y, X),

D%y N =DxDyN + DyDxN — Dp,yN — Dp, xN.

Preuve du lemme: Un calcul direct et fastidieux. ®

Soient X, Y deux champs de vecteurs tangents a S™. En restriction a
S™ on a

(11) DY’y N = —2(X,Y)N.



SPECTRE DES LAPLACIENS DE LICHNEROWICZ 463

Proposition 3.7. Soit H € S?R"*! et soit h sa restriction a S™. On
a, en restriction a S™,

A2, H=A%h—LyoLyH —(n—4)LyH —4h
—267(inH) —2H(N, N) can +2Trhcan.
Preuve: D’apres les Propositions 3.2 et 3.3, on a
6205 H = 6205 + 265(R(H)) — nin0s H — LyinosH.
En utilisant la formule (10), on obtient,
Lyin6sH = LyotinH + LyoLyH + %H - %LNH
+ Ly <§’LNH ®in can) .
D’apres le Lemme 3.2 et la formule (11), on a
LyotinH = 0" LyiyH + 2H(N, N) can.
On obtient, donc, en utilisant (9),
6205 H = 6265h — Ly o LyH — (n — 4)LyH + 4(n — 1)H
—nétinH — 8t LyinH + 280 (in H)
—207(inH) — 2H(N,N)can.
D’un autre coté, en vertu des Propositions 3.2 et 3.3, on a
6701 H = 6161h — néf (inH) — 0% (LyinyH) + 26 H(N) can .
Or, d’apres la Proposition 3.3, on a
§:(inH) = 67 (inH) — 2H(N, N) can,
S (LyinH) =6 (LyiyH) — 2N.H(N, N) can.
Un calcul direct donnerait

51H(N) = 6o(inH) — nH(N,N) — N.H(N,N) + Trh.
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Finalement, on a

0161 H = 8701h — nd; (inH) — 67 (LyinH) 4 2(80(in H) + Trh) can..

Ceci permet de conclure. B

Dans tout ce qui suit, on notera:
ﬁk I’espace vectoriel des polynémes homogenes de degré k sur R™*1.

ﬁk I’espace vectoriel des polynémes homogenes et harmoniques de
degré k sur R"*1,

Splsk (resp. Spﬁk) I'espace vectoriel des p-formes symétriques sur
H%”“ dont toutes les composantes, dans la base canonique, sont dans
Py (resp. dans Hy).

n+1
Pour toute p-forme symétrique sur R"+!, h= Z hiy ... i, dxi, .. d;,
i1, ip=1
on pose
n+1
Nh= Y Nhi, . dz, .. .dz,.
i1, ip=1

La propriété ii) de la proposition suivante va jouer un réle tres impor-
tant par la suite.

Proposition 3.8. i) Pour tout Q € ﬁk, et tout s réel, on a

AYii7°Q = 1A%, Q — s(s +n — 1+ 2deg Q)r*2Q.

i) Soit Q € ﬁk. Pour tout j =1...n+1, il existe un couple unique
(Qo, Q1) de polyndomes homogenes harmoniques tels que

2;Q = Qo+ 1*Q1.
Plus précisement, on a Qg € PNI;CH et Q1 € }NIk,l.

Preuve: i) C’est un calcul direct.
ii) 11 suffit de prendre

- ! 2 0Q
Qo = z;Q 2k—|—n—1r oz’
1 0Q

@ = 2%k +n —19z;

et d’appliquer i) pour vérifier que Qo est harmonique. H
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3.5. Spectre et sous-espaces propres de A2,,.

Proposition 3.9. Soit f la restriction a S™ d’un élément de Hj. On

a
Ab f=k(k—1+n)f.
En plus, la multiplicité de la valeur propre est égale a la dimension de
Hy, qui est égale a
nn+1)...(n+k—-3)(n+k—2)
k!

Preuve: Découle immédiatement de la Proposition 3.4. Pour la mul-

tiplicité voir [Be-Ga-Ma, p. 162]. &

(n+2k—1).

Cette proposition permet d’avoir le spectre et tous les sous-espace
propres de A%, puisque les fonctions polynomes sont denses dans C%(S™)
et on a la décomposition orhogonale ([Be-Ga-Ma, p. 160])

(5]
(12) ]Bk = @7’211:‘]1]6,2[.
=0

3.6. Spectre et sous-espaces propres de Al,,.

Il est connu, d’aprés un théoréme de Hodge et puisque Ker AL, = 0,
que

(Hs) S'S™ = dC>(S™) P Ker &.

Cette décomposition est orthogonale et invariante par AkL...

Proposition 3.10. Soit o € S'R"*!. On a

1 1
Lya=N.a+ —a— —a(N)iy can,
r r

2 2
LyoLya=N.Na+ -N.a——-N.a(N)iycan.
r T

Preuve:

Lya (aii) =Na <ai) - ([N aiD

:N.ai—(X(ﬁNaii) —‘rOz(ﬁ P N)

= N.oy + % <ozi - <N, %>a(1\’)> )

La deuxieme formule est une application de la premiere. B

et ce en vertu de (3).
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Proposition 3.11. Soit a € Slf’k et soit a sa restriction a S™. On
a, en restriction a S™,

Agniia = Agna — (k(k+n —1) +n — 2)a — 2da(7).
Preuve: D’apres la Proposition 3.10, on a, en restriction a S™,
Lya= (k + 1)& et LyoLya= k(k + 1)&

La proposition découle alors de la Proposition 3.5 et du fait, qu’en re-
striction & S™, da(N) = da(r). &

Proposition 3.12. Soit f la restriction a S™ d’un élément de H,.
On a

ALndf = k(k+n — 1)df.

Preuve: Découle de la Proposition 3.9 et du fait que AL, et A%,
commutent avec d. &

D’aprés (Hj), cette proposition nous donne le spectre et les sous-
espaces propres de Al, restreint & dC>°(S™). On va, dans ce qui suit,
donner le spectre et les sous-espaces propres de Af, restreint & Ker .

Soit & € S'Hy.. Contrairement au cas du A%,, la restriction a de a &
S™ n’est pas un vecteur propre de Ay, . Dans ce qui suit, on va donner
la décomposition de a suivant (Hs).

On a, d’apres la Proposition 3.8 ii),
n+1 _
a(i) = aiwi = Qo +1’Q1 avec Q€ Hyy1 o
i=1
On pose

o 1,
(13) wi(@) = a k+1dQ0 Q—k—nerl'

wi(@) € S'Py et on notera wy(a) sa restriction & S™.
Proposition 3.13. On a

Ab.wp(a) = (k(k+n —1) +n — 2wk (a).
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Preuve: D’apres (13), on a

- 1-2k—n
@) = 52,
1
2—k—n
1-2k—n

= 1y
Q1

Abniiwp(@) = — dARn+1 (r?Q1)

d’apres i) Proposition 2.8. On aura donc

1-2k—n

2dw’f( )(’F) - _A]RnJrlwk( ) 2md@1,

et la Proposition 3.11 permet de conclure. B

Siae Slffk et si a est sa restriction a S™, la décomposition de «
selon (H3) est donnée par

1

o 0

(14) o= wk(a) 4+ ——dQo +

k:Jrl

En plus, wi (), dQo et dQ; sont des vecteurs propres de Al,.

On notera
M) =k(k+n—1),
M=k(k+n—1)4+n-2,
Eyy ={df/f =F/sn et Fe€H},

E)\llc = {wk(a)/& S Slﬁk}7
PL(S™, can) <@ E/\()) @ <@ EAi-) .
k=1

Proposition 3.14.
dimE)\g = dimﬁk pour k>1,

dim By = (n+ 1) dim Hy, — (dim Hy 1 + dim Hy_1).
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Preuve: La premiere égalité est triviale.
Soit @y, : fIk_H X ﬁk_l — Slffk définie par

1—-2k—
T Qirean.

1
d
1 Q0+2_

©(Qo, Q1) = ¢ : -

d2
T nTQ1+

1l est facile de voir que ®4(Qo, Q1) € S Hy,.
Soit "
wp:STH, — EA}C
a +—  wila).
Pour avoir la proposition il suffit de montrer que la suite
00— I:Tk_,_l X ﬁk_l — Slﬁk — E)\}c —0

est exacte. Ceci découle immédiatement du fait que

04 (Q0, Q1) (7)) = Qo +7°Q1. M

Théoréme 3.1. i) PY(S™, can) est dense au sens de la convergence
uniforme dans S*S™.

ii) Le spectre de AL, avec (n > 2) est donné par
Spec AL, = {k(k+n—1) k>1,k(k+n—1)+n—-2/ k>1}.
Les multiplicités des valeurs propres sont données par

multp(A)) =n +1,
nn+1)...(n+k—-3)(n+k—2)

multp(\}) = o (n+2k—1), k>1,
) =221,

() — (17 1)(n;— Dn+3)

multp(AL) = L= nln ?;{2'1')'! (K =3) k2 3(n— 1)+ (n— 1)2)

pour k > 3.
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Preuve: i) Découle du fait que I’espace des polynémes homogenes est
dense dans C*°(S™) de (12) et (14).

ii) Découle des Propositions 3.12, 3.13 et 3.14. Il reste a calculer
multp(A}). On a

n+1)...(n+k—-3)(n+k—2)

(n+2k—1).

On en déduit que

(n+ 1) dim Hy, — (dim Hy1 + dim Hy_;)

_n(n+ 1)(1';4(711)1+ 23 (A, k) — B(n, k) — C(n, k)

An,k)=(n+1)(n+k—-2)(k+1)(n+2k—1),
B(n,k)=(n+k—-2)(n+k—1)(n+2k+1),
C(n,k) = (n+2k—3)k(k+1).

Un calcul simple donnerait

A(n, k) =2(n+ 1)k* +3(n+ 1)(n — 1)k?
+(n+1)(n*=3)k+ (n—1)(n—2)(n+1),
B(n,k) =2k +5(n — DE* + (4n* = Tn+ Dk + (n 4+ 1)(n — 2)(n — 1),

C(n, k) =2k> + (n — D)k? + (n — 3)k.

Ceci permet de conclure. ®

Remarque. SpecAL, = {k(k+1) k > 1}, et multp(k(k + 1)) =
2(2k + 1).
Proposition 3.15. On a
i) #E est lalgébre des champs de Killing de (8™, can).

i) Py, Eyi est dense au sens de la convergence uniforme dans
Ker 50.
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Preuve: i) Soit X un champ de Killing de (S™, can) et soit o = w”(X).
On a, d’apres (1), df(a) = 0. D’un autre c6té, un calcul simple donne
que

1
do(a) = —§Tr(5f(a) =0.
Donc d’apres (5), on aura
Ak (a) =2(n—1)a.
Or Al =2(n — 1) et donc, si G; désigne 'algébre des champs de Killing

de (S™,can), w”(Gy) est contenu dans Ej1 et, puisque ils ont la méme
dimension, ils sont égales.

ii) Découle de (H3) et de la Proposition 3.13. B
3.7. Spectre et sous-espaces propres de AZ,,.

Comme pour Aj.,, notre calcul sera guidé par les deux décomposi-
tions (Hy) et (Hs) données dans l'introduction et que nous rappelons
ici.

(Hy) §?8" = Ker 6y ) 67 (21 (S™),
(Hy) S*S™=Kerdy nTr~"(0)ED (67(2(S™)) + C(S™) can) .

Proposition 3.16. Soit H € S?2R"*!. On a

2
LyH =N.H + ;H— 2(inH ® iy can),
4 2 2 ) .
LyoLNyH =N.NH+-NH+ —H- —N.(inH ® iy can)
r r T

4
— —(iNH ®1iN can) — 2(iNLNH ®1iN can).
r
Preuve:

0 0 0 0 0 0
Lt (a—xa %) =N M= ([N’ a—xﬂ ’%)‘H ([N’ a—xJ ’a—xJ |

Or, d’apres (3),

0 ~ 1/ 0 0
2] =B L2 (w2 )w)

Ce qui permet d’avoir la premiere formule. La deuxiéme est une appli-
cation de la premiere. B
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Proposition 3.17. Soit H € SQISk et soit h sa restriction a S™. On
a, en restriction a S™,

A H=A%h— (k(k+n—1)+2(n—1)h
— 267 (izH) — 2H (7, 7) can +2Trh can .
Preuve: D’apres la Proposition 3.16, on a, en restriction a S™,
LyH = (k+2)h,
LyoLnH = (k(k+ 3)+ 2)h.
La Proposition 3.7 permet alors de conclure. &

Proposition 3.18. Soit I € ﬁk, soit f sa restriction a S™ et soit
aeS'H,. Ona

A%, (fcan) = k(k +n — 1)f can,
A2, 67(df) = k(k +n — 1)5;(df),
A2 87 (@) = (k41— 1) + 1 — 2)67 (@ (0)).

Preuve: Ces égalités découlent du Théoreme 2.1 et des Proposi-
tions 3.9, 3.12 et 3.13. W

Cette proposition nous donne le spectre et les sous-espaces propres
de A%, en restriction & Iméd} + C°°(S™) can. Dans ce qui suit, on va
donner le spectre et les sous-espaces propres de A%n en restriction a
Ker §; NTr~1(0) et ce en vertu de (Hy).

Soit H € SQﬁk et soit h sa restriction a S™. Comme pour le calcul du
spectre de A},, h n’est pas un vecteur propre de A%,. On se propose,
dans ce qui suit, de décomposer h suivant (Hs) et trouver un vecteur
propre de A%, pour la valeur propre A2 = k(k+n —1) +2(n — 1).

Pour cela, si H € 8215k et si h est sa restriction a S™, on pose
O(H) = A2 H + 267 (izH) + 2H (7, 7) can —2Trh can .
¢(H) est une 2-forme symétrique sur S™.
Soit H € S2.F~Ik et soit A sa restriction a S™. On a

n+1ln+1

iFH = Z Z H1]$Jd$1

i=1 j=1
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Or, d’aprés la Proposition 3.8, on a, pour tout i =1...n+1

n+1

_ 0 2 1
E Hijx; = oy +1r°a;,
j=1

avec a? € fIkH et all S I;fk,l.
On pose

n+1 n+1
g = E a?dmi7 et o = E a}dmi.
i=1 i=1

Toujours d’apres la Proposition 3.8, on a
ao(P) = PY+7r*P) et oy(F) = Py +r°P},

avec PO € Hyyo, P? € Hy, P} € Hy, et P} € Hy_,.
On a, d’apres (13),

izH = apg + ray

= wig1(ag) + r2wp_1(aq)

1 2

dpP)
+k+2 ot

2
dﬁpf+%dﬂ}+ —dr Py,

1 =
I—k—n 3—k-—

H(T) = P+ (P + ) 4P

En remarquant que, en restriction a S, TrH = Trh+ H (7, ), on obtient
que

®(H) = 267 (wr+1(ap)) + 267 (wr—1(a1))

2 * 2 *
+—z;j;?§51(d119)4% i—:jz;jj;;él(drzlif)
2 * 1 2 * 2 pl
+E51(dpo)+73_k_n51(dr Py)

+4(PY+ P + P§ + P})can —2TrH can.
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On pose, maintenant

1., 1 x
Q(H) = h = 201 (Wrr1(a0)) + m(ﬁ (we-1(a1))
— ;5*(dPO)+ ! 57(dPp)
2k +1)(k4+2) 1Y (n—-1)(1 —-k—-n) 1!
+ ;5*(&31) + . 81 (dP})
(n—Dk % " 20k4+n—-2)3-k—n) " 1!
. 1 0 2 0 1
+< k+1p0 +n—1(P1 + Fy)
1 |
+k‘+n—2pl + 1_nT’I"H> can,
(15) - P
Qu(H) =H — E5T(Wk+1(040)) + m5f(wk—1(a1))
_ ;S*(dPO)_‘_ r? g*(dPO)
2k +1)(k+2) Y T (n—-1)(1—k—n) !
+L§*(dp1)+ rt 5*(dP1)
kn—1) "% T2k +n—-2)3—k—mn) 1!

k2 -1 21 1
+3m—Dk+(n )Plo can +-——TrH can

—2 kn—1)(1—k—mn) 1—n

22+ (Bn—Tk+n?>—4n+7

2p! can.
B—k-—n)ktn—_ktn_2) 1+

Un calcul direct utilisant la Proposition 3.3 permet de vérifier que
Qi (H) € 82 P, et que sa restriction & S™ est exactement Q. (H).

Proposition 3.19. Soit H € S2H,,. On a

A2, (H) = (k(k4+n—1) +2(n — 1)) (H).

Preuve: D’apres la Proposition 3.17, il suffit de vérifier que
(Qr(H)) =0.



474 M. BOUCETTA

Or Q(H) — h, restriction de Qi (H) — H, est la somme de vecteurs
propres de A% dont les coefficients on été déterminée pour que justement
®(Q(H)) soit égale & 0. La vérification peut se faire, en remarquant
que, si ¢ est un vecteur propre de A%, pour la valeur propre A et 5 est
une 2-forme homogene de degré k qui prolonge ¢, on a, en vertu de la
Proposition 3.17, que

() =A—(k(k+n—1)+2(n—1)))¢. =

Proposition 3.20. Soit H € S2H,,. On a

TrQu(H) =0 et 6,(Qu(H)) = 0.

Preuve: D’apres la proposition précédente, Qi (H) est un vecteur pro-
pre de A%, pour la valeur propre k(k+n—1)+2(n—1) et donc, d’apres
la Proposition 3.18, on a

(% (H), f can) = (Q(H), 61 (df)) = (% (H), 07 (wr(@))) = 0

pour tout f € Hy et tout & € S'Hy. Par un argument de densité, on
déduit que Qi (H) est orthogonal & C°°(S™)can et a §;7(S1S™), ce qui
prouve la proposition. B

Soit H € SQEk et si h est sa restriction a S™, la décomposition de h
suivant (Hs) est donnée par

(16)
1, 1 .
h = (H) + 701 (wr+1(a0)) — mfsl (wr—1(a1))
+ ;5*((1130) - ! 5 (dPy)
2k+1)(k+2) " Y -1 —k—-n) !
S S ! 5*(dPY)
n—1k % 20k+n-2)3-k—n) !
+ +LPO—L(P0+P1)— ! L TrH ) can
E+1° n—1"1t 7% pyn—2"1 1-n '
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D’un autre c¢oté et puisque TrQy(H) = 0, TrH ne dépend que de oy et
aq. Pour calculer la multiplicité des valeurs propres, on définit alors

(17)
1+, r? ~
Pi(ao, a1) = =701 (Wesr(a0)) + 7= 01 (wi-1(aa))
SR 1) SO i 55 (dPP)
2k+1)(k+2) " Y T n—1)(A—k—n) !
" 5ap - 55 (dP}
Jrk(n—l) (dFy) + 2k+n—1)(38—k—n) 1(dPy)
E2+3(n—1Dk+ (n?2-1) 1
-2 k(n —1)(1 =k —n) PlcanerTrHcan
2624+ (Bn—Tk+n*>—4dn+7 o
(S—kz—n)(k:—i-n—l)(k-&-n—Q)r Py can.
On notera
A = k(k+n— 1),
M=kk+n—1)4+n-2,

N=k(k+n—1)4+2(n—-1),
Gy = {fean+07(dq)/f = F/sn, q=Q/sn et F,Q€ Hy},
Gy = {01 (wi(e)/a@ € S Hy},
Gz = (U (H)/H € §*Hy},
P2(S™, can) (@G,\o> ¢ (é GA}C> b (é@i) :
k=2 k=2
Proposition 3.21. On a
dim Gy = 1,
dimGyo =n+1,
dimGAg = 2dimﬁk pour k> 2,

dimG)\i:(n—i—l)dimﬁk—(dimﬁkﬂ—&-dimﬁk,l) pour k> 2,

dim G2 = S (n+2)(n + 1) dim Hy, — (n + 1)(dim Hy41 4 dim Hj_,).

1
2
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Preuve: Les deux premieres égalités sont triviales. Montrons la troi-
sieme. Soient F,Q € Hy, et soient f,q leurs restrictions a S™. Supposons
que

(%) fcan+07(dq) = 0.
D’apres (7) et (19), on a

01(f can) = —df,
0107(dq) = 2(k(k+n—1)— (n—1))dg.
On en déduit que f = 2(k(k +n —1) — (n — 1))q et par homogénéité

F=2k(k+n-1)—(n—1)Q.

D’un autre coté, un calcul direct donne
Tré; (dq) = —200(dq) = —2k(k +n — 1)q

et en prenant la trace dans (x), on déduit que ¢ = 0 et par homogénéité
on aura F' = @ = 0. Ceci prouve la troisieme égalité.

Soit @, : S'Hjq x S*Hy_1 — S2H, définie par
Py (a0, 1) = —Wr(ao, a1) + B © i can,
ot 3 est définie de maniére unique pour que i7®x (g, 1) = ag + r2a;.
Et soit
Q: S?Hy — Gy
H — QuH).

Pour avoir la proposition il suffit de montrer que la suite
0— Slﬁk_i_l X Slﬁk_l — SQFIk — G*i — 0

est exacte. Ce qui est tres simple a vérifier. B
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Théoréme 3.2. i) P?(S™, can) est dense au sens de la convergence
uniforme dans S2S™.

ii) Le spectre de A%, (n > 2) est donné par

Spec A%, = {k(k+n—1) k>0, k(k+n—1)+n—-2 k>2
kE(k+n—-1)+2(n—-1) k>2}.

Les multiplicités des valeurs propres sont données par

multp(\)) = 1,
multp(A) =n +1,

mulip(A0) = "D (k= 3)(n+ k= 2)

(n+2k—1), k>2

!
ltp(al) — 07 1)(n;—1)(n+3)’
lip(a) — (=Dl z;1+).1.).! (n+k=3),
x (2k* +3(n—Dk+(n—-1)?% k>3,
lip(a2) — D0+ 2ién—|—3)(n -2)
multp(A2) = %”“‘ + 1)(1;;(711; E=3) 1 1)(n - 2)

x (23 +3(n — DE* + (n* —4n+ 1)k —n(n—1)) k> 3.

Preuve: i) Découle du fait que I’espace des polynémes homogenes est
dense dans C*°(S™) de (12) et (16).

ii) Découle des Propositions 3.18, 3.19 et 3.21. 1l reste & vérifier
multp(A}) et multp(A\?).

La relation (1), la Proposition 3.15 et le Théoréme 3.1 permettent de
donner la multiplicité de multp(\}).

nn+1)...(n+k—-3)(n+k—2)
k!

dim Hj, = (n+ 2k — 1).
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On en déduit que

1 - - -
i(n +2)(n+1)dim Hy — (n + 1)(dim Hy41 + dim Hy,_;)

_(n+)nn+1)...(n+k=3) (n+2
2 (k+1)! (n+1

A(n, k)—2B(n, k)—2C(n, k)) :
A(nyk) = (n+1)(n+k —2)(k +1)(n + 2k — 1),
B(n,k)=(n+k—2)(n+k—1)(n+2k+1),

C(n, k) = (n+ 2k — 3)k(k + 1).
Avec (voir la preuve du Théoreme 3.1)
A(n,k) =2(n+ 1)k* +3(n+ 1)(n — 1)k?
+(n+1)(n*=3)k+ (n—1)(n—2)(n+1),
B(n, k) =2k> +5(n — 1)k* + (4n® = Tn+ Dk + (n + 1)(n — 2)(n — 1),
C(n, k) =2k + (n — 1)k* + (n — 3)k.

Ceci permet de donner la multiplicité de multp()\%). [ ]

Remarque. Spec A%, = {k(k+1) k > 1}, et multp(k(k + 1)) =
3(2k + 1).

Soit F € Hy, et soit f sa restriction a S™. On pose
(18) N(f)y=07df)+2(k(k+n—-1)—(n—1))fcan.
Proposition 3.22. Soit I' € Hy et soit f sa restriction a S™. On a
a1(N(f))=0.
Preuve: D’apres la Proposition 3.12, on a
Agndf = k(k +n —1)df.
Soit, en vertu de (5),

8107(df) = (k(k +n — 1) — 2(n — 1))df + doodf.
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Or, d’apres la Proposition 3.9, dodf = k(k +n — 1)f. On obtient donc
que

516%(df) = 2(k(k +n — 1) — (n — 1))df.

On peut conclure, en remarquant que 61 (f can) = —df. B
On note
N(Hy) = {65 (df) + 2(k(k +n —1) — (n — 1)) f can
f=F/sn et FeHl,

N =
k

N(Hy).

0

Comme annoncé dans l'introduction, on obtient:

Théoréme 3.3. i) NP (@;’;2 G)‘i) est dense au sens de la conver-
gence uniforme dans Ker §;.

ii) (@2022 GAi) est dense au sens de la convergence uniforme dans
ker 6; N Tr=1(0).

Preuve: D’apres les Propositions 3.22 et 3.20, on a
(oo} oo
N@(@G’\i> C Ker 6y, <@G/\i> C Ker§; N Tr=1(0).
k=2 k=2

i) et ii) découlent alors des décomposition (H;) et (Hy). B

Pour finir cette section, on va donner deux applications du Théore-
me 2.2 pour retrouver deux résultats bien connus.

Théoréme 3.4 [Be-Eb]. Pour toute 2-forme symétrique h sur S?,

il existe un couple (f, X) ot f est une fonction différentiable et X un
champ de vecteurs, tels que

h = Lx can+f can.

Preuve: Découle de i) du Théoréme 3.2 et du fait que, pour n = 2,
dim G =0 m
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Proposition 3.23. La structure d’Finstein canonique sur S™ est ri-
gide.

Preuve: Soit h une déformation d’Einstein infinitésimale. D’apres
[Be2, p. 347] et un calcul simple, h vérifie
Trh=0,01(h) =0 et A%.(h)=4(n—1)h.

D’apres le Théoreme 3.2 h = 0. B (Voir [Be2, p. 355] pour plus de
détails.)

4. Laplaciens de Lichnerowicz sur les projectifs réels

On notera P : S™ — RP" le revétement canonique du projectif réel
de dimension n par la sphere S™.

Proposition 4.1. Soit f € C*°(RP"), a € S'RP™ et h € S?’RP".
On a
Ag (P*f) = P*Agpr (),

AL, (P*a) = P*Alpa (),
AL, (P*h) = P*A%p. (h).

Preuve: Pour la premiere relation voir [Be-Ga-Ma, p. 129]. Les deux
dernieres découlent du fait que le revétement P : S — RP™ est une
isométrie locale. W

On identifiera C>°(RP™) au sous-espace vectoriel de C*°(S™) des fonc-
tions paire pour 'antipodie, STRP™ au sous-espace vectoriel de S'S™ des
1-formes invariante par I'antipodie et S?RP™ au sous-espace vectoriel des
2-formes symétriques invariantes par antipodie.

Les notations sont celles la section précédente. On notera

'PI(Rancan) = (@ E)‘gk> @ (@ EA;kJrl) ’
k=1 k=0

’PQ(RPnacan) = (@ GAgk) @ (@ GA%kJrl) @ <@ GA%k) ’
k=0 k=2 k=1

o0
Nt = @ N (Hap).
k=0
Les résultats suivants sont une conséquence immédiates des Théore-
mes 3.1, 2.2, 2.3, la Proposition 3.15 et la Proposition 4.1.
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Théoréme 4.1. i) P1(RP™, can) est dense au sens de la convergence
uniforme dans S'RP™.

ii) Le spectre de Ak p. avec (n > 2) est donné par
Spec Agpn = {2k(2k+n—1) k>1,2k+1)(2k+n)+n—2/ k> 0}.

Les multiplicités des valeurs propres sont données par
nn+1)...(n+2k-3)(n+2k—2)

multp(AY, ) = (2k)! (n+4k—1), k>1,
1
n—1nmn+1)...(n+2k—2
multp(Ayy 1) = ( - (2k)+ 2)(! )
X (2k +1) (8K +2(3n + L)k + (n + 1)n)
pour k > 1.

Théoréme 4.2. i) P?(RP", can) est dense au sens de la convergence
uniforme dans S*RP™.

ii) Le spectre de AZp,. (n > 2) est donné par
Spec A2 pn = {2k(2k+n—1) k>0, 2k+1)(2k+n)+n—-2 k>1,
22k +n—-1)+2(n—-1) k>2}
Les multiplicités des valeurs propres sont données par
multp(A\j) = 1,

nn+1)...(n+ 2k —3)(n+ 2k — 2)

0y _
multp(Ag;,) = 2 k)]

X (n+4k-1), k>1,

(n=1nn+1)...(n+ 2k —2)

multp(A\y,, 1) = @ 1 2)]
x (2k +1)(8k% +2(3n + D)k + (n+ 1)n),
multp(a2) — B D0 Qi;n—k?))(n -2).
multp(\2,) = %”(” + ”@}Ci”l; 26=3) (0 4 1)(n—2)

x (16k3+12(n—1)k?+2(n? —4n+1)k—n(n—1)) k>2.
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Proposition 4.2. On a
i) #E\1 est Ualgebre des champs de Killing de (RP™, can).

.. o0 .
i) P, E)\%Hl est dense au sens de la convergence uniforme dans

Ker ;.

Théoréme 4.3. i) N* P (@20:1 G2 ) est dense au sens de la con-

2k
vergence uniforme dans Ker d7.

ii) (@;’;2 GA;) est dense au sens de la convergence uniforme dans
ker &, N Tr=1(0).
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