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SUR L’HOLONOMIE
DES VARIETES PSEUDO-RIEMANNIENNES
DE SIGNATURE (2,2 + n)

A. IKEMAKHEN

Abstract

In this paper, we determinate a class of possible restricted
holonomy groups for a non-irreducible indecomposable pseudo-
riemannian manifold with signature (2,2 + n). In particular, we
deduce that which associated to symmetric spaces; and give some
examples of such spaces. Finally, we construct some examples of
metrics whose restricted holonomy groups are not closed.

1. Introduction

Soit M une variété connexe de dimension m. Soit D une connection
affine sans torsion sur le fibré tangent de M et soit # un point de base
pour M. Le groupe d’holonomie en 6, noté Hy, est le sous-groupe de
GL(TyM) engendré par le transport parallele le long des lacets basés en
f. Si on change le point # en un autre point 4, on montre facilement que
Hy et Hs sont conjugués. Donc, par abus de language, on parle sur H
comme groupe d’holonomie et ’algebre de Lie H de H comme algebre
d’holonomie de (M, D).

Pour simplifier, nous nous restreindrons ici au probleme “local”, en
ne considérant que le groupe d’holonomie “restreint”, qui est engendré
par le transport parallele le long des lacets homotopes au lacet constant.
(Pour alléger les notations, dans le cours du texte nous omettrons par-
fois le mot restreint, mais nous n’étudions en fait ici que ce cas.) Les
invariants de ce groupe correspondent aux tenseurs paralleles sur M et
la classification des groupes linéaires qui peuvent apparaitre ainsi est un
probléme important de géométrie différentielle. Ainsi la question de base
de la théorie est la suivante:
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A une conjuguaison pres, quels sont tous les sous-groupes connexes
de H de GL(m,R) qui peuvent étre réalisés comme groupe d’holonomie
d’une connection affine sans torsion sur une variété de dimension m?

L’outil clé de la réponse a cette question, dans le cas d’une variété
pseudo-riemannienne, est le classique Théoréme de G. De Rham (pour
le cas riemannien, voir le chapitre 10 dans [7] par exemple), généralisé
par H. Wu (dans le cas pseudo-riemannien, voir [25], [26]). Si la repré-
sentation du groupe d’holonomie H dans Ty M est décomposable en une
somme directe orthogonale de représentations dans des sous-espaces F;
(i=1,...,r) de TyM, non dégénérés pour gy, alors, au moins locale-
ment au voisinage de 6, il existe une décomposition de M en produit
riemannien de sous-variétés pseudo-riemanniennes M; telles que E; soit
I’espace tangent a M;, et si H; est le groupe d’holonomie de M;, alors H
est en fait le produit des H;, et H; est 'image de H dans GL(E;).

On est donc ainsi ramené, dans ce cas, a étudier les groupes d’ho-
lonomie “indécomposables”, c’est a dire tels qu’il n’existe pas de sous-
espace non-dégénéré propre dans Ty M, invariant par H. Dans le cas
riemannien, on est donc ramené au cas ou la représentation de H dans
Ty M est irréductible. Par contre, dans le cas pseudo-riemannien, il peut
y avoir encore des sous-espaces invariants pour la représentation de H,
a condition que ces sous-espaces soient dégénérés pour gy.

En utilisant deux critéres qui dérivent du Théoreme d’Ambrose-
Singer [2], M. Berger a donné dans [5] une liste de groupes d’holonomie
possibles dont la représentation est irréductible, pour une connection
affine non localement symétrique. Sa classification est divisée en trois
parties:

(1) La premiére liste est constituée de tous les sous-groupes irréduc-
tibles H C SOg(m), c’est a dire ceux qui peuvent étre associés a une
métrique définie positive. Apres sept ans, J. Simons dans [24] a démontré
que cette liste est celle des sous-groupes de SOp(m) qui agit transitive-
ment sur la sphere unité de R™, en se basant sur les travaux de D. Mont-
gomery et H. Samelson [19]. D’autre part, il a fallu beaucoup de proges
pour réaliser ces groupes comme holonomies de variétés riemanniennes.
Nous mentionnons dans ce contexte les travaux de Calabi, Alekseevskii,
Brow-Gray, Salamon et Bryant [7], [15], [1], [8], [9], [21] et [11].

(2) La deuxieme liste est constituée de tous les sous-groupes irréduc-
tibles H C SOg(p, m —p), pour p # 0. C’est a dire ceux qui peuvent étre
associés a une métrique de signature quelconque (p,m — p) non définie
positive. Dans ce cas la question est ce que ces condidats sont réalisés ou
non comme holonomies de métriques pseudo-riemanniennes est résolue
(voir [9] et [10]).
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(3) La troixieme liste est constituée de tous les sous-groupes irré-
ductibles H € GL(m,R) mais H est non inclu dans SOy(p,m — p),
c’est a dire ceux qui peuvent étre associés a une connection affine sans
torsion et ne laissent invariante aucune 2-forme bilinéaire symétrique
non dégénérée. La liste de Berger dans ce cas est incomplete. Bryant
I’a complété par d’autres sous-groupes et il les a appelé les groupes
d’holonomie “exotiques” (voir la revue de syntheése [10]). La réalisation
de ses groupes comme groupes d’holonomie a été faite ces dernieres
années. Nous mentionnons dans ce contexte les travaux de R. L. Bryant,
S. Merkulov, L. Schwachhéfer [10], [16], [18], [22] et [23].

Malgré tous ces travaux, le cas des groupes d’holonomie indécompo-
sables et non-irréductibles n’a été que peu abordé jusqu’a présent, et
méme la classification des espaces symétriques pseudo-riemanniens n’est
pas terminée. Cette classification n’est faite que dans le cas lorentzien
(signature (1,m — 1), voir M. Cahen et N. Wallach [14]) et dans le cas
de la signature (2, m — 2), voir M. Cahen et M. Parker [12], [13] et [20].

L’auteur et L. Berard Bergery ont commencé 1’étude des groupes
d’holonomie indécomposables et non-irréductibles par le cas lorentzien,
dans les articles [3] et [17]. Récemment, ils ont étudié le cas “nentre” de
la signature (n,n) dans l'article [4]. Le but de ce papier est d’étendre les
résultats de [3], [17] et [4] pour les variétés pseudo-riemanniennes de sig-
nature (2,2 + n). Le résultat principal est la détérmination d’une classe
de sous-groupes connexes de SO((2,2 + n) qui peuvent étre holonomie
d’une variété pseudo-riemannienne de signature (2, 2+n) indécomposable
non irréductible. Plus précisement, nous déterminons une classe de
sous-groupes connexes de SOy(2,2 + n) qui ne laissent invariant au-
cun sous-espace non trivial non dégénéré, mais qui laissent invariant au
moins un plan totalement isotrope (Théoreme 3.19). La démonstration
de ce théoreme repose essentiellement sur le premier Lemme de White-
head. Au paragraphe 4, on rappelle les résultats généraux de Cahen
et Parker pour les espaces pseudo-riemanniens symétriques et on précise
les groupes d’holonomie restreints possibles de ces espaces, en comparant
aux résultats du Théoreme 3.19 (voir les Propositions 4.21 et 4.24). Dans
le paragraphe 5, on montre que si I’holonomie d’une métrique pseudo-
riemannienne laisse invariant un sous-espace isotrope maximal, alors il
existe un systeme de coordonnées dans lequel la métrique a une forme
réduite (Théoréeme 5.27). Enfin, dans le paragraphe 6, en se basant
sur les résultats du paragraphe 5, nous construisons d’autres exemples
de métriques dont les groupes d’holonomie restreints sont non fermés
(Théoreme 6.28).

Je tiens a remercier les professeurs L. Berard Bergery et M. Sarih pour
les nombreuses suggestions qu’ils m’ont faites au cours de ce travail.
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2. Une classification algebrique
Nous rappelons d’abord les définitions principales.

Définition 1. Soit V un espace vectoriel reél, muni d’une forme
bilinere symétrique non dégénéré. Un sous-groupe connexe H de GL(V)
est dit indécomposable s’il ne laisse invariant aucun sous-espace propre
non dégénéré de V. Une sous-algebre H de gl(V') est dite indécomposable
si son sous-groupe connexe associé l’est.

Définition 2. Une variété pseudo-riemannienne (M, g) connexe est
dite irréductible si sa représentation d’holonomie restreint Hg en un
point 8 € M est irréductible.

(M, g) est dite indécomposable si Hj ne laisse invariant aucun sous-
espace propre non dégénéré de Ty M.

Maintenant, soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne connexe de
dimension m = n+2r, (r > 2) avec g de signature (r,n+r). On suppose
que (M, g) est indécomposable et non irréductible donc la représentation
d’holonomie restreint Hy en un point # € M ne laisse invariant aucun
sous-espace propre non dégénéré de Ty M et laisse invariant au moins un
sous-espace propre E dégénéré de Ty M, donc aussi son orthogonal E-+
et l'intersection £ N E+ qui est un sous-espace totalement isotrope. Par
conséquent H = H{ est un sous-groupe connexe de SO(TyM, gg) qui
laisse invariant un sous-espace R totalement isotrope de dimension < r,
mais ne laisse invariant aucun sous-espace propre non dégénéré de Ty M.

Nous classifierons certaines possibilités de tels sous-groupes H qui lais-
sent invariant un sous-espace totalement isotrope ® maximal. On notera
‘H Dalgebre de Lie de H.

Soit (e1,... ,em) la base canonique de R™ et considérons sur R™ la
2-forme symétrique ( ) de signature (r,n + r) définit par:

r r+n
<(l’1, e axm)a (y17 cee 7ym)> = Z (xiyn+r+i + yi$n+r+i) - Z TjlYj-
i=1 Jj=r+1

Si on identifie (TyM, go) & (R™,()), alors ® ~ Rey + --- + Re,. Et si
on note G le sous-groupe connexe de SO({ )) engendré par les matrices
qui laissent invariant R, alors I’algébre de Lie G de G est formée par les
matrices “bloc”:

U 'X B

0 A X

0 0 -'U
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ou U € ¢gl(r,R), X € R"™ vu comme une matrice (r,n), *X sa matrice
transposée, A € so(n,R), B € so(r,R). Pour simplifier les notations, on
identifie 'élément ci-dessus & (U, A, X, B) et G aUU ® K & N @ B, avec
B ={(0,0,0,B) /B € so(r,R)} un idéal abélien de G,
NaeB={0,0,X,B)/X e R"",B € so(r,R)} un idéal de G,

K ={(0,4,0,0)/A € so(n,R)} une sous-algebre isomorphe & so(n,R) et
U ={(U,0,0,0)/U € gl(r,R)} une sous-algebre isomorphe a gi(r,R). Si
X1
on identifie X = (X1,...,X;)a | : > , le crochet dans G est défini par:
X,

(1) (U AXB), (U, 4.X"B)] = ([U.U),[4. 4], (T + D)X’

— (U + A)X, (*XX' —tX'X) + (UB' —U'B) - "(UB' — U’B))

avec U la matrice bloc (Ui jIn)1<i j<p POUr U = (Uij)1o; j<pn ©F
A 0
A= < , (ot I, est la matrice identité d’ordre n). Pour r = 2,

0o A
on peut identifier B & R et (1) devient

(2) [(UAX0), (U, A, X' 0] = ([U.0],[A, 4], (T + A)X’

(U + AVX, ¥ trace U — btrace U’ + (X, X’>J)

avec (X, X"V ; = (X1,X}) — (X9, X)) pour X = (X1,X5) et X' =
(X1, X5).

Dans la suite, on considere les sous-algebres H de G qui contiennent
B. L’idéal B n’est pas indécomposable, mais il a la propriété suivante:

Proposition 2.1. Tout sous-espace propre non dégenéré E de R™
invariant par B est

a) soit contenu dans lorthogonal de R (relativement a ( ))

b) soit son orthogonal vérifie a).

Autrement dit, on peut supposer que E = {(—'VyZ,Z,0), Z € F} avec
F un sous-espace de R™ et Vi € F".

Corollaire 2.2. Toute sous-algebre qui contient B a la méme pro-
priété ci-dessus.



60 A. IKEMAKHEN

Preuve de la proposition: On identifie R™ a R"@&R"PR"™ * avec R” * le
dual de R" relativement & ( ). Soit £ un sous-espace propre non dégénéré
de R™, invariant par H. Soit V = (T, Z,S) € E. Pour (0,0,0,B) € B,

on a:
(3) (0,0,0,B) -V = (B-S,0,0) € E.

Supposons qu’il existe (Tp, Zo, So) € E avec So = (t1,... ,t.) # 0. Alors
il existe @ € {1,...,r} telle que t, # 0. Pour B = (b; ;) avec by o =
—ba,1 = 1 et les autres b; j; = 0, d’apres (3), on a t, e1 —t1 eq € E.
Donc il existe Vg = (T4, Zy, S§)) € E isotrope tel que (ty €1 —t1 €4, Vy) =

ta T1 —t1 o = 1 avec S) = (21,...,2,). Or 2, €1 — 1 €4 € E. D'oll
€1, €rt1—a € E. A nouveau pour eq, il existe V; = (T1,721,51) € E,
isotrope tel que S1 = (¢1,... ,t.—1,1). En appliquant (3) & V] et avec des

choix convenables de B, on trouve R” C E. D’ou la proposition quitte a
prendre E+. m

Corollaire 2.3. Si H est une sous-algébre de G qui contient l’idéal
N @ B, alors elle est indécomposable.

Preuve: 1l suffit de montrer que N @® B est indécomposable. Soit donc
E un sous-espace propre non dégénéré de R™ invariant par N & B.
D’apres la proposition, on peut supposer que E={(—-'V,Z, Z,0),Z € F}.
Pour (0,0, X,0) € N et (=*VpZ,Z,0) € E on a:

(4) (0707X7O)'(7tV0Z72a0):(tXZ7O7O)EE'

Ce qui implique que X Z = 0 pour tout X e R"™. D'ou E=0. ®

Maintenant, on cherche s’il y’a d’autres sous-algebres H de G qui sont
indécomposables.

Pour cela, on considere H; = H N (N @ B). Puisque B est supposée
contenue dans H, on peut écrire H1 =P B, ou P =HNN.

Nous supposerons dans toute la suite que P est inclus strictement
dans A. On note Q lorthogonal de P relativement au produit scalaire
canonique de N identifié & R""™. Q est donc non nul. On note P; la
i-eme projection de P sur R™ (pour ¢ = 1,...,r) et R l'orthogonal de
Py + --- 4+ P, relativement au produit scalaire canonique de R™. Donc
Q= Q' @R" avec Q' I'orthogonal de R" dans Q, relativement au produit
scalaire canonique de N.

Proposition 2.4. Soit H une sous-algébre de G qui contient B. Alors
siPi+---+P. =R", H est indécomposable. Et si Hi = H, c’est a dire
H C B®N cette condition est nécessaire et suffisante.
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Preuve: Soit E = {(-'VyZ,Z,0), Z € F'} un sous-espace propre non
dégénéré de R™ invariant par H, avec F' un sous-espace non nul de R”
et Vo € F". Pour (0,0,X,0) € P, on a:

(0,0,X,0) - (='Vy- Z,2,0) = (‘X - Z,0,0) € E.

Ce qui implique que *X; - Z = 0 pour X = (Xq,...,X,). Clest a dire Z
est orthogonal a P;, donc aussi a Py + - - - + P,.. Par suite £ = 0.

Maintenant, si H € B@® N et si H est indécomposable, alors néce-
ssairement Py + -+ - + P, = R™. Sinon {(0,Z7,0), Z € (Py +---+ P,)*}
est un sous-espace propre non dégénéré de R™ H-invariant. B

Nous supposons désormais que ’espace Py + - - - + P, est inclus stricte-
ment dans R™ et on note R 'orthogonal de P; +- - -+ P, dans R relative-
ment au produit scalaire ordinaire. Pour chercher d’autres possibilités
de H, on a besoin de certaines notations.

Notations. On note U’ (resp. K') la projection de H sur U (resp. sur
K).

Onpose D={AeK’ tel que (0,4, X,0) € H}, et on note K; (resp. Ks)
la sous-algebre de K qui laisse invariant Rt (resp. R) et qui annule R
(resp. RY). On note Dy la projection de D sur K. On note aussi D’
le supplémentaire orthogonal de D dans K’ relativement & la forme de
Killing de K. Par définition, il existe une application linéaire ¢ : U’ —
D'

On note £ = {(U,A, X,0) e H/X € Q} et L1 =U' & K'. Par défini-
tion, il existe deux applications linéaires v : L1 — Q et ¢ : L1 — R"
telles que si on pose w = ¥ + ¢, L = {(U,A,w(U, A),0) € H tel que
(U,A) € L1}. Clairement, H = L& P& B et L = L & Lp
avec L' = {(U,pU),w(U,¢U)),0) € H tel que U eUU'} et Lp =
{(0,A4,w(0,A4),0) € H tel que A € D}.

Une premiere condition nécessaire pour que H soit indécomposable est
la suivante:

Proposition 2.5. Si H est indécomposable, alors tout élément non
nul du centre de U' admet au moins une valeur propre imaginaire pure
ou nulle.

Preuve:

Lemme 2.6. Si K’ laisse invariant un sous-espace F' # 0 de R et
s’il existe un Vo € F" tels que ¢p(U,A) = (U + A)p - Vo, pour tout
(U, A) € Ly avec ¢p(U, A) la projection de ¢(U, A) sur F” et (U + A)p
la restriction de (U + A) & FT.
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Alors le sous-espace propre E = {(=*"VoZ,7Z,0)/Z € F} est H-inva-
riant et par suite H est décomposable.

Preuve du Lemme 2.6: L’'image de E par P @ B est nulle. En plus,

(U, A, w(U, A),0) - (='Vo 2, Z,0) = (U(="Vo Z) + 'w(U, A) - Z, AZ, 0)

= (
= (U(=Vo2) +'6r(U, A) - Z, AZ, 0)
H—TVy + U+E)VO)Z,AZ,0)
= (-

"Wo(AZ), AZ,0) .

Fin de la preuve de la Proposition 2.5: Supposons que le centre C(U")
de U’ contient un élément Uy dont les parties réelles de ses valeurs propres
sont toutes non nulles. Soit (Uy, 4o, Xo) € H avec X € Q. UO commute
avec Ag, en plus Ay et AO sont anti- Symetrlques Donc si on note Py dAo

le polynéme caractéristique de adAg, alors UO + Ao et Py AO(UO + AO)
sont deux matrices inversibles. D’apres (1), pour (U, A) et (U', A’) € L4,
¢ satisfait:

(5)  S(U.UAA) = (U + AU, A) = (U + A)g(U, A).
D’ou o L
¢(0,adAo - A) = (Uo + Ao)p(U, A) — (U + A) X1,
avec X7 la projection de X, sur R".
On pose O(U, A) = ¢(U, A) — (U + @Xz,jvec Xy = (Up + Ag) 1 X1.
De (5), on déduit 0(0,ad™Ag - A) = (Up + Ao)™ - 0(U, A), pour tout m

entier positif.
Ce qui implique

0(0, Paga, - (adAg) - A) = Paga, (Uo + Ag)0(U, A)

donc O(U, A) = 0. Ainsi ¢(U, A) = (U + A)X;. D’aprés le Lemme 2.6,
‘H est donc décomposable. Contradiction. H

Une deuxieme condition nécessaire pour que H soit indécomposable
est la suivante:

Proposition 2.7. Si H est indécomposable, alors nécessairement

Dy = 0.
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Preuve:

Lemme 2.8 (Premier lemme de Whitehead). Soit K une algébre
de Lie semi-simple, alors le groupe de cohomologie H'(K) de K est nul.

Lemme 2.9 (Corollaire du Lemme 2.8). Soit K # 0 une sous-
algébre de so(q,R). On note Fy lorthogonal de ’intersection des noyauz
des éléments de K et Ky la restriction de K a Fy. Alors

a) L’élément de Casimir ¢ de K commute avec tout élément de K.
En plus ¢ = >.D? avec (D;) une base orthonormale de K rela-
i

tivement & la forme de Killing de so(q,R).

b) Si K est semi-simple ou commutative, I’élément de Casimir de
K est inversible.

c) Si0: K — RY est un cocycle: 6([A, B]) = AO(B) — BO(A) pour
tout A, B € K, alors c’est un cobord: il existe Vo € Fy tel que
01(A) = A -V avec 01(A) la projection de 0(A) sur Fy.

Preuve de la Proposition 2.7: On suppose maintenant que Dy # 0. De
(1), pour Ac DetU el on a:

(0,14, ()], Aw(U, (U)) = (U + &(U))w(0, 4),0) € H.

Ce qui implique que D est un idéal de K’ et donc D’ aussi. Par suite ¢
et w satisfaient
[A,0(U)] =0

et
Aw(U,p(U)) — (U + o(U))w(0, A) € P.

Or R” est invariant par A et (U + (U)), donc
(6) AU, () = (U + o(U))#(0, A).
De (1), w satisfait aussi:
w(0,[A, B]) — (ﬁw(o, B) - Ew(O,A)) € P, pour A, B € D.
Ce qui implique

(0, (A, B]) = Ap(0, B) — Bo(0, A)
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et donc pour chaque i =1,...,r
(7) #i(0,[A, B]) = A¢i(0, B) — Bg:(0, A).

On pose C; = DNK; et on note Ca 'orthogonal de C; dans K’ relativement
a la forme de Killing de K. C; et Co sont deux idéaux de D. Dy est la
projection de Cy sur K. En plus la projection p : Co — Dy est un
isomorphisme d’algebre de Lie. On pose Fp 'intersection des noyaux des
éléments de Do, et F; lorthogonal de Fjy dans R. Pour A € Cy, on pose
As = p(A) qu'on peut identifier & sa restriction & Fy. Ds est supposé
# 0, donc F; # 0. Si on pose 0;(A2) = ¢;(0,A4), (7) implique, pour
AQ, A/2 € Dy
0:([Az, Ay]) = A20;(Ay) — Ay0;(Asg).

D’apres le Lemme 2.8, il existe V; € F tel que pour A € Cy, 6; 5, (A) =
A-V;, avec 0; p, (A) la projection de 0;(A) sur Fy. D’ou ¢p, (0,4) = AVp
avec Vo = (V4,...,V,) € F{. De (6), on déduit: pour U € U,

A (6, U, p(0) = (T + p(0))V5) = 0.

Avec ¢, (U, p(U)) la projection de ¢(U, o(U)) sur Fj. Du Lemme 2.9,

—

on déduit ¢p, (U, o(U)) = (U + ¢(U))Vy. Puisque C; et Cy sont deux
idéaux de D, de (7), on obtient E(Z)(O,B) =0, pour A€ Cyet Bel(.
Autrement dit, ¢(0,B) € Fj. En vertu du Lemme 2.6, H est donc
décomposable. Contradiction. B

Remarque. K &N @ B est un idéal de G, donc HN (K &N @ B) est
un idéal de H.

De la Proposition 2.7 on déduit immédiatement

Corollaire 2.10. Si on note ¢; les composantes de application ¢,
alors si R = ¢1(D)+---+¢r(D), H est indécomposable et cette condition
est nécessaire et suffisante si Lp = H. Cest ¢ dire H C K dN & B.

Nous supposons désormais que U'espace ¢1(D) + - - - + ¢,.(D) est inclus
strictement dans R et on note R’ son orthogonal dans R. Une autre
condition nécessaire pour que H soit indécomposable est la suivante:

Proposition 2.11. Si R’ # 0 et si H est indécomposable, alors U’
n’est pas semi-simple.
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Preuve: Supposons que U’ est semi-simple. Soit g : U — K3 la
projection de ¢ sur Ko. @9 est une représentation. Donc oo(U’) est
semi-simple ou nulle. On note ﬁzfz I’ensemble des matrices bloc ﬁ;% =
(Wi jIR) <; j<, avec U = (uij) <, i<, € U’ et I la matrice identité de
R. On pose V = [717% @ po(U"). Puisque U’ est semi-simple alors V Dest.

—_~—

On définit € : V — R" par (W) = ¢(U, o(U)) pour W = Ug + @2 (U).
Pour W' = ﬁl’;—i—(g(\(_]/’), ona: [W,W'] = [E,\U{’]R—&—gog@,/lf’]), donc de
(1), & satisfait

W W) = WEW') — Wg(W).
D’apres le Lemme 2.8, il existe Xg € R" telle que (W) = W - X,.

—_~—

Soit ¢(U, o(U)) = (Ugr + 2(U)) - Xo. Et dapres (6) et la Proposi-

tion 2.7, (f]\}; + ¢2(U)) - ¢(0,A) = 0, pour A € D. Ce qui implique
que R’ est invariant par ¢o(U’). Par conséquent, le sous espace-propre
{(-*X0Z,2,0)/Z € R'} est H-invariant. Absurde. B

3. Cas de signature (2,n + 2)

Maintenant, on se restreint au cas de type (2,n + 2) (r = 2) et on
cherche les autres possibilités de H contenant 'idéal B. On suppose
toujours que R’ # 0. En vertu des Propositions 2.5 et 2.11, on obtient

Proposition 3.12. A une conjuguaison pres dans gl(2,R), U' ne peut
étre que l'une des cas suivants:

so(2,R)

engendrée par S,
engendrée par N,
engendrée par N et S,
engendrée par N et T},

avec S = ((1)8)} N = (8(1)) etT), = (g(l)) (b #1).
Preuve facile. B

Attention. A une conjuguaison pres, la sous-algebre engendrée par
N et S et la sous-algebre engendrée par N et Tj sont égales. Mais vues
comme traces respectivement de deux sous-algebres Hq et Ho de H, elles
sont différentes. En effet Ho annule une droite isotrope, alors que ce
n’est pas le cas pour Hj.

On regarde maintenant, pour chaque cas de la Proposition 3.12, quelles
sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que H soit indécom-
posable.
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3.0.1. Cas ou U' = so(2,R).

Dans ce cas L' est engendrée par (J, Ag, Xo,0) avec Ag = ¢(J), Xo =
wl,o(J) =Yo+Zp€ Q@ @R et J = (701 (1)) A une conjuguaison
prés, on peut supposer que

AdJ 0
Ay = avec Ay €R k=1,...,s.
0 Asd

Si on note As la restriction de Ag & R’ et Sp(A2) le spectre de As, on a

Proposition 3.13. H est indécomposable, si et seulement si,
Sp(Ag) = {—i,+i} et AsZ1 g # —Zap # 0 pour tout sous espace F
de R’ invariant par As. Avec i Uimaginaire pure et Zy = (Z1,Z3), ot
Z; r est la projection de Z; sur F', pour j =1,2.

Preuve: On suppose que Sp(As) # {—i,+i}, donc il existe A # +1 € R
telle que +Xi € Sp(Az). Soit done X; et Xo deux vecteurs indépendantes
de R’ tels que A3 X = —AX5 et A3 X5 i/\Xl' Si on note Fy le sous-
espace engendré par X; et Xo alors (j + Ao) r, est inversible. D’apres le
Lemme 2.6, on en déduit que H est décomposable. Par suite Sp(As) =
{—i,+i}. Si maintenant il existe un sous-espace Fy # 0 de R’ invariant

par As telle que (j, Z;))ZO,FO =0, alors

(j+ ;ﬁ;)‘/o = ZO,F()? avec V() - (_ZQ,F(NO)

et Zs r, la deuxiéme composante de Zy p, .

Inversement, si ‘H laisse invariant un sous-espace propre
E={(-'X,2,2,0)/Z € Fy C R'}, on a:

(JvAOaX()?O)Q ' (7tX127 Z7 0)
= (tX12+ J(tZ07F0 . Z) —+ tZ07F0 . AQZ, —Z, O) c F.

Ce qui implique (j— AVO)ZQFO = 0. Impossible. B
3.0.2. Cas ou U’ est engendrée par N.

L' est engendrée par (N,An,Xn,0) avec Ay = ¢(N), Xy =
W(N,@(N)):YN+ZN€Q/€BR2.
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Proposition 3.14. Si on note Ay la restriction de Ax a R, Z)y la
projection de Zn sur R'? et Z\ o la deuwieme composante de Zy, alors

Aly = 0. Et H est indécomposable si et seulement si R’ = vect {Z} ,}.

Preuve: Supposons que A% # 0. Donc si on note F l'orthogonal
du noyau de A}, dans R/, la restriction de A’y & F? est inversible et
(]\7+E)F aussi. Impossible. D’ott A%, = 0. Maintenant, si I’orthogonal
R" de vect {Z}y , } dans R’ est # 0, alors H laisse invariant le sous-espace
propre {(—='"VyZ,Z,0),Z € R"} avec Vo = (0,—Zn1) (Zn,1 la premieme
composante de Zy). Inversement, si H laisse invariant un sous-espace
propre E = {(—'X1Z,7,0)/Z € F}, alors F C R et F C {Z;V’Q}J'.
Dou F=0. 1

3.0.3. Cas ou U’ est engendrée par S.
L' est engendrée par (S,Ag,Xg,0) avec As = ¢(S), Xg =
w(S,p(9)) =Ys+ Zs € Q @ R? De (1), pour A € D, on a:

#([As, A]) = (S + Ag)p(A).
Donc
¢1([As, A]) = (I + As) - ¢1(A) et ¢2([As, A]) = As - d2(A).

Ce qui implique ¢1(A) = 0. Avec la méme démonstration de la Propo-
sition 3.14, on obtient

Proposition 3.15. ¢1(D) =0, Ay = 0 et H est indécomposable, st
et seulement si, R = vect {Zg,}. Avec A la restriction de Ag a R/,
Z§ la projection de Zs sur R'* et Z, la deuriéme composante de Z§.

3.0.4. Cas ou U’ est engendrée par N et S.
L' est engendrée par (N, Ay, Xn,0) et (S, Ag, Xg5,0). Pour A €D, ¢

vérifie:
{ $1(A) =0
$([An, A)) = (N + Ax)o(A).
Ce qui implique

(8) ¢(D) = 0.
Autrement dit, R = R’. On a aussi

(N, [As, An], (S + Ag)Xn — (N + Ax)Xs, 0) €H.
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D’ou
(o, [As, An] — An, (S + Ag — DXy — (N + A;)X&O) €H.

Puisque Dy = 0, de (8) on a immédiatement [Ay, A] = Ay et
(S + Ay —1Zy = (N + AN\)Zg. Or Ay est antisymétrique, donc 0
est la seule valeur propre réelle de ad Ay. Par suite

(9) N=0et (§+Ay—DZy=N-Zs.
Puisque N et Z; commutent on a aussi
(10) (S+ A — )N = N(S + AL).

Maintenant, on suppose que Ay # 0, donc si on note F' l'orthogonal
du noyau de A dans R, la restriction de A & F 2 est inversible et

(§+ Ag)p aussi. Soit Vo € F? tel que (§+ X;)FVO = Zgp. Or
F? est invariant par S, N et Al donc de (9) et (10) on en déduit
(S + f‘!s —Dp-(N-Vy— Zyr)=0. (S + Ay — I est inversible, par
suite V - Vo = Zn r. Impossible. D’ou

Proposition 3.16. ¢(D) = 0 et Ay = Ay = 0. En plus H est
indécomposable, si et seulement si, R' = R = vect{Zn2,Zs2}.

Preuve: Supposons que R = vect{Zn 2, Zs2}. Si H laisse invariant
un sous-espace propre E = {(-'X¢Z,Z,0)/Z € F C R} alors,

(N, Ay, Xn,0) - (=" X0Z,2,0) = (*(Zy — N - X0)Z,—Z,0) € E.

Dol *(Zy — N - X¢)Z = 0. On a de méme *(Zs — S - X)Z = 0. Ce
qui implique que Z est orthogonal & Zy 2 et Zgo. Inversement, si on
pose Fy = {Zna, Zs2y MR # 0, {(=1(Zs.2, Zn.2)Z, Z,0) | Z € Fy} est
‘H-invariant. W

3.0.5. Cas ou U’ est engendrée par N et T),.

L' est engendrée par (N,An,Xn,0) et (T, Ar, X7,0) avec Ap =
o(T,), Xr =w(T,, o(T,)) =Yr+Zr € Q ®R* Sionpose A\ = pu—1+#
0, on a:

(11) (o, [Ar, Ax] — My, (Tp + A7 — AD) Xy — (N + Ay) X7, o) cH.
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Ce qui implique [Af,, Ay] = XAy avec A/, la restriction de Ar & R.
Dot Ay = 0. On a aussi pour A € D, ¢2(A) = 0, ¢1([An, 4]) =

An-¢(A), ¢1([Ar, A]) = (uI+A7)$1(A) et ¢o([Ar, A]) = (I+A7)P2(A).
Maintenant nous distinguerons deux cas:

(a) Sip#0.

,vOn a_donc #»([D) =0 i(ﬁi Z’; —M)Zy = N - Zp. En plus
(T, + A, — NI)N = N(T, + A,). Dot (I + Ayp)Zy, = Zno et
(2= I+ AN)Zn2=0. Avec la méme démonstration de la Proposi-
tion 3.16 on obtient

Proposition 3.17. Si u#0, alors Ay = AL, =0, ¢(D) =0, Zy1 =
Zno et Zno=0sip=2. EnplusH est indécomposable, si et seulement
si, ' = R =vect{Zn2}.

(b) Sip=0.

Puisque ¢3(A4) = 0, alors la deuxiéme composante de (f + Ap —
)\I)ZN—]\NT-ZT est nulle (T' = Tj), d’out Zy,2 = 0. Supposons maintenant
que H laisse invariant un sous-espace propre E = {(='VyZ, Z,0)/Z € F}
alors F C R’ et

{t(('TUrZIVT)VO—ZT)Z:o
YN -Vo— Zn)Z =0,

Autrement dit,

WATVA = Z11)Z =0
(12) C(I+ Ap)Va — Zro) Z =0
“(Va— Zn1) Z = 0.

Ce qui implique que la projection de (I 4+ A%)Zn 1 — Zp 2 sur F est nulle.
Donc si pour tout sous espace F' de R’ stable par A’., la projection de
(I+ AL)ZNa1 — Zpg sur F est non nulle, alors H est indécomposable.
Supposons maintenant qu’il existe un sous-espace Fy # 0 de R’ stable
par Al telle que la projection de (I + A})ZNn 1 — Zr2 sur Fy est nulle.
On remarque que la restriction Ay p, de A & Fy est nulle (si non H laisse
invariant {(—t‘/oz, Z, 0)/Z S Fl} avec Vp = ((AT,Fl)_lzT,l,Fl R ZN,l,Fl)
(Zr1,r, estlaprojection de Zp 1 sur Fy etc). Parsuite Zn 1. r, = Zr 2,5, -
On obtient donc
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Proposition 3.18. Si u =0, alors Ay =0, ¢p2(D) =0, Zny2 =0 et

Ou bien pour tout sous-espace F' # 0 de R’ stable par A, la projection
de (I + A7) Zy | — Zp 5 sur F est non nulle.

Ou bien il existe un sous-espace Fy # 0 de R stable par A% telle que
la projection de (I + A7) Z)y \ — Zp 5 sur Fy est nulle. Et on a At g, = 0.
En plus 'H est indécomposable, si et seulement si, Fy = vect {Z/T,LFo}'

Des Propositions 2.1,...,3.18 on obtient

Théoréme 3.19. Pour r = 2, soit H [l'algébre de Lie d’un sous-
groupe H de SOy ({ )) indécomposable, qui laisse invariant Re; + Reg et
qui contient l’idéal B. Alors H est dans G et

1) Ou bien H contient P & B avec P un sous-espace de N vérifiant
P1+ P2 = R™ ou P; est la i-éme projection de P sur R™ pour
i=1,2.

Ou bien on a l'un des cas swivants:

2) Il existe une sous-algébre U' de gl(n,R), une décomposition non
triviale n = p + q telle que H contient un sous-espace P de N
avec P1 + Py = RP et il existe une sous algebre commutative C de
so(p,R), une sous-algébre semi-simple D de so(p,R) qui commute
avec C et siz applications linéaires 1 : U' — so(p,R), po : U —
so(¢,R), Y : C&D — R?, € : U — R?, ¢ : C — R, et
n:U" — R? telles qu’a une conjuguaison prés dans G, on a l'un
des sous cas suivants:

2.1) H est formée par les matrices “bloc”

U YY +9(A+B)+£U)) *(p(A) +n(U)) 6J

0 A+ B+p1(U) 0 Y +4(A+ B)+£(U))
0 0 w2(U) #(A) +n(U)

0 0 0 —tu

A€C, BED, Y €PetdcR. Avec ¢1(C) + ¢2(C) = R? ou
$1(C) et ¢2(C) sont les composantes de ¢(C) et tout élément non
nul du centre de U’ admet au moins une valeur propre imaginaire
pure ou nulle.
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2.2) Il existe une autre décomposition ¢ = q1 + q2, ot g2 #0, ¢ : C —
R2% et H est formée par les matrices “bloc”

alp YY +9¥(A+B)+aYy) Y(¢(A)+aZy) atZ] 5J
0 A4+ B+ aAg 0 0 Y +9¢(A+ B)+aYp
0 0 aBo 0 B(A) + aZo
0 0 0 aCyp a Zj
0 0 0 0 —atUy

avec ¢1(C) + ¢2(C) = R et

ElJ 0

2.2.1) Ou bz'enUon:<_01(1)>,Coz ( ),sk:il
0 EZJ

pour k = 1,...,1 = & et CoZ] p # Zy p pour tout sous-

espace I de R? invariant par Cy. Avec Zj = (Z1,23), Z}
la projection de Z]‘ sur F, pour j =1,2.

2.2.2) Ou bien Uy =N, Co =0, ¢ =1 et Z) = (a,b) avec b # 0

N=(00))
2.2.8) Oubien Uy =S, Cy =0, $1(C) =0 et Zj = (a,b) avec b # 0
(s=(30))
2.3) g=1 ou 2 et H est formée par les matrices “bloc”
alo+BU}) (Y +¢(A+B)+aYo+8Y]) *(aZo+BZ) 5.J
0 A+B+aAo+8Bo 0 Y +y(A+B)+aYo+3Y]
0 0 0 aZo+B7}
0 0 0 ~*(alo+BUy)

avec Zy, Zl € R*4 et

2.3.1) Oubien Uy =N, Uy =S et 0 x RY est engendré par Zy o et
Zh 5.

2.3.2) Ou bien Uy = N, Uy =T, (n # 0,1,2) et si Zy = (a,b),

Zy = (c,a) avec a #0 (T, = (g(l)))
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2.4) H est formée par les matrices “bloc”

*(W(A+ B)+ Ho(A)+

aN+ BTy Y 4 aYn + 8Yr) aZn+32r) t(aZEV-ﬁ-ﬁZé«) 6 J
0 A+B 0 0 W(A+ B)+
+aAN+BAT Y +aYn + BYr
0 0 aBy+BBr 0 d(A)+aZn+BZr
0 0 0 BCr aZly+BZ,
0 0 0 0 —t(aN+BT)

$2(C) =0, ¢2(C) =R?, Zj, =0 et

2.4.1) Ou bien pour tout sous-espace F' # 0 de Regyo+ -+ -+ Repia
stable par Cr la projection de (I +Cr)Zy  — Zp 5 sur I est
non nulle (s=n—q2+1).

2.4.2) Ou bien Zy | et Zp, ont la méme (n + 2)-ieme coordonnée
et la (n+ 2)-ieme coordonnée de Zy , est non nulle. En plus

o0
_ T
CT_(O O)a

avec Ch € gl(q2 — 1,R) et la projection sur F' de (I +
Cr)Zy 1 — Z1.o est non nulle pour tout sous espace F' # 0
de Regyo + -+ - + Reyy1 stable par C7.

Remarque. La réalisation géométrique d’un groupe comme groupe
d’holonomie d’une variété affine est I’étape la plus difficile du probleme
d’holonomie. Pour le cas des variétés irréductibles, il a fallu attendre
plus que trente ans pour réaliser la liste de M. Berger (voir [5]). Mal-
heuresement, la plus part des techniques utilisées ne sont valables que
pour le cas irréductible. Ce qui nécessite des techniques différentes pour
la réalisation de la liste du Théoreme 3.19. Mais au moins localement, en
utilisant le Théoréeme d’Ambrose-Singer et le Théoreme 5.27 qui donne
un systeme de coordonnées adapté a notre holonomie, on arrive a réaliser
certains groupes de la liste du Théoréme 3.19 (voir le paragraphe 6).

4. Cas des espaces pseudo-riemanniens symétriques

Dans ce paragraphe, on fait quelques rappels sur les espaces pseudo-
riemanniens symétriques.



HOLONOMIE DES VARIETES 73

Soit (M, g) un espace pseudo-riemannien symétrique connexe indé-
composable et non irréductible. Soit £ I’algebre du groupe des transvec-
tions de (M, g), o la différentielle de la conjuguaison par la symétrie sy
(6 un point de base de M) et n 'extension a £ de la 2-forme symétrique
sur Ty M induite par gg. Sion pose L' = {X € L/oX =X} et L =
{X € L/oX =—-X}, alors L” est isomorphe & TyM et on a: L' =

[LN,E"}. L’algebre de Lie H de I'holonomie de (M, g) est la repré-

sentation fidele de adL’ dans £”. Le centre Z de £ est donné par (voir
[13, ch. 1, Lemme 1]):

(13) Z={Xel tlqueH X =0}=[C,L]n[c, L"T".

(M, g) est supposée indécomposable donc Z est totalement isotrope ou
nul. D’autre part, on a:

Proposition 4.20 ([13]). L est résoluble si et seulement si la repré-
sentation d’isotropie de H est nilpotente. Et L est semi-simple si et seule-
ment st la représentation d’isotropie de H est complétement réductible.

M. Berger a donné dans [6] la liste complete des espaces pseudo-
riemanniens symétriques lorsque la représentation d’holonomie est com-
pletement réductible. Le cas ou £ n’est ni semi-simple ni résoluble a été
étudié par M. Cahen et M. Parker [13] (en signature quelconque). En
particulier, ils ont donné une classification compléte en dimension < 7.
Pour le cas de la signature (2,2 + n), M. Parker a donné une classifica-
tion complete dans [20]. Enfin, le cas ou L est résoluble a également été
étudié par Cahen et Parker dans [12], avec une classification complete
du cas de signature (2,2 + n). Le cas de signature (2,2 + n) est donc
contenu dans ces classifications.

Dans ce qui suit, lorsque L n’est pas semi-simple, on précise simple-
ment, par rapport aux notations du Théoreme 3.19 les possibilités du
groupe d’holonomie restreint de tout espace pseudo-riemannien symé-
trique de signature (2,2 + n) indécomposable non irréductible. Et on
donnera des exemples de ces espaces. Cependant, pour faciliter la lec-
ture de cet article, on rappellera quelques détails de ces classifications
dans notre cas particulier.

On suppose aussi que le groupe de transvections de (M, g) est non
semi-simple et on distinguera deux cas:

Cas ou L est résoluble.
H est donc nilpotente et Z # 0.
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Proposition 4.21. A un isomorphisme prés, l'algébre de Lie H ne
peut étre que l'un des cas suivants:

a) Si Z est de dimension 1, P CH C P @ B avec P1 + P2 = R™.
Si Z est de dimension 2,

b) Oubien U &P C HCU &P & B ould € {RS,RN} avec

P1+ P2 =R".
c) Ou bien
OéUO tY atZO 6J
_ 0 0 0 Y /
H = 0 0 0 aZ ,a, 0 ER Y eP
0 0 0 —atUy

avec Uy = S ou N, Zy = (a,b) € R? ou b # 0 et P' un sous-espace

Preuve: D’apres (13), on peut écrire [£/, L] = Z & W, avec W non
dégénéré vérifiant [L', W] C Z, [W, W] =0et L = ZOWHZ* ol Z* est
le dual de Z relativement & 7. Si Z est maximal, & un isomorphisme pres,
on peut supposer Z = Re; @ Reg, Z* = Re, 13 @ Reypq et W = Res @
-+ ®Repta. Done, H C G avec U’ = 0. D’ou d’apres le Théoreme 3.17,
‘H ne peut étre que de type 1 ou 2.1. Si ‘H est de type 1, elle contient P
avec P1 + Py = R™ et puisque H est nilpotente, il existe un entier s # 0
tel que pour (0, 4,0,0) € K et (0,0, X,0) € P, d’apreés (2), on a:

ad® (0, A,0,0) - (0,0, X,0) = (0,0, A°X, 0) = 0.

Ce qui implique que A*P; = APy = 0. Or K’ est une sous algebre
nilpotente de so(n), donc elle est commutative. D’apreés ce qui precede,
on en déduit K’ = 0.

Si ‘H est de type 2.1, elle contient P avec P; + Py = RP et il existe un
entier s # 0 tels que:

ad® (0, A,w(A),0) - (0,0, X,0) = (0,0, A°X, (w(A), A1 X) ;) =0

et pour (0,A4,w(A4),0) € H avec A € K' C so(p) et (0,0,X,0) € P.
On en déduit donc K’ = 0. Maintenant, si Z est de dimension 1, & un
isomorphisme pres, ou bien Z = Rey, Z* = Re, 13 et W = Regy @ Res @
< ®Repyo @ Repyyg, donc U =RN. Ou bien Z = Reg, Z* = Rey,q4q et
W =Re; ®Res @ - -- ® Repra @ Repag, done U’ = RS. Par conséquent
‘H est de type 1 ou 2.1 ou 2.2.2 ou 2.2.3. De la méme fagon que ci-dessus,
on montre que K' =0. B
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Cas ou L n’est ni semi-simple ni résoluble.

Soit £ = S® R une décomposition de Levi de £ invariante par o, avec
S sa partie semi-simple et R son radical. On peut donc écrire

L=LpraLsd Lo Ll
avec Ly =L NR, Ls=L'NS, LEY=L"NR, et LL=L"NS.

Proposition 4.22 (voir [13, Théoréme 1.1, ch. 2]). L£" = LY@ LYE =
X oW a LY avee X = LN (L) le dual de L relativement a n et
W =L"N(X®LE*L non dégénéré.

Proposition 4.23 (voir [13, Corollaire 1.7, ch. 2]). Tout espace
symétrique (M, g) de signature (2,2+n) admet “une multiplication min-
imale”, c’est a dire [[Lh, L], L%] =0, et on a:

a) Le centre Z de L est nul.

b)
¢) La restriction de p a W est définie négative.
d) [L, W] C X.

S est de dimension 3.

On en déduit donc que X et £ sont de dimension 2 et que Ly est de
dimension 1. Par conséquent, a un isomorhpisme pres, X = Re; ® Reo,

& =Repts ®Repyqg 6t W =Reg @ --- @ Reypqa. Dott, H = adlly &
adl’y, C G et on a adlly C N @& B. Et puisque [Ly, LE] C LY, et Z =0,
alors adl’ est une droite engendrée par (Up,0,0,0) avec Uy inversible.
On obtient donc

Proposition 4.24. L’algebre de Lie H de [’holonomie d’un espace
symétrique connexe de type (2,n + 2) a groupe de transvections L non
semi-stmple et non résoluble ne peut étre a un isomorphisme pres, que
incluse dans U' @ P @ B ot U’ est engendrée par une matrice inversible
Uy et P vérifiant Py + Py = R™.

4.1. Exemples.

Soit (M, g) un espace symétrique connexe de signature (2,n + 2),
indécomposable et non irréductible. On note R son tenseur de courbure.
On sait que pour 6 un point de M, R est défini en 6 par R(X,Y) =
—ad[X,Y] pour X, Y € TyM.

Nous donnerons dans la suite deux exemples d’espaces symétriques
indécomposables et non irréductibles qui sont totalement caractérisés
par leurs groupes d’holonomie restreints.
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Exemple 1. Avec les mémes notations ci-dessus, nous supposons que
le centre Z de L est maximal. En vertu de la Proposition 4.20-a, H C
P @ B avec P; + P2 = R™. Nous supposons en plus que P, =0 et H =
P @ B. Donc les seuls crochets non nuls dans £’ sont Y = [e,13, €nt4a],
U, = [ents, €] (1 =3,... ,n+2). Ce qui implique L est une sous-algebre
commutative, engendrée par {Y,U;}. Si on pose adY = (0,0, (Y1,0),0),
et adUl = (0,0, (C“O),(Sl) avec Yl = (al, e ,an), Cz = (Cila e 7Cin)7
il est immédiat que la matrice C' = (¢;;) est symétrique et §; = a;.
Puisque H est indécomposable et contient B, alors {Y7,C;} engendre
R™ et (Y1,9) # 0. Or H est de dimension n + 1, donc {Y,U;} est une
base de L'. Par conséquent, on peut identifier £ & R™ x R et L &
T =R =R xR xR” xR xR x R” x R munie du crochet

[(x7 y7 X7 Z’ t7 Z’ u) ) (xlﬂ y/7 XI7 Z/ﬂ tlJ Z/7 ul)] = (‘r//7 y//ﬂ XI/? 07 07 ZII7 u//) )

ol
" =(CX', Z) - (CX,Z')
+ (uX' =W X +t'Z —tZ' Y1) + 6(ut’ —u't),
(14) y”:<ZZ/—Z/Z,Y1>+5(ZUI—ZIU)7

X" =2(CZ+uY1) — 2(CZ" +u'Y1),
Z'=t - "NX - (t—2)X"et v =zt - 2't,

({,) est le produit scalaire ordinaire).

Inversement, on se donne une matrice symétrique réelle C' d’ordre n,
Y1 € R™ et 0 € R telles que {Y1,C;} engendre R™ et (Y7,0) #0. Si T est
définie par (14), 7' = {(0,0,0,0,0, Z,u)} est une sous-algebre abélienne
de T et 7" = {(z,9, X, 2,t,0,0)} est un supplémentaire de 7’ dans T
ad7’-invariant. La 2-forme symétrique sur 7"

o((z,y,X,2,t,0,0), (', 9/, X', 2',t,0,0)) = 22" +2' 2+ yt' +y't — (X, X)

est non dégénérée, de signature (2,2 + n) et adZ’-invariant. On note
T le sous-groupe résoluble simplement connexe engendré par 7 et T’ le
sous-groupe fermé correspondant & 7’. Donc ¢ induit une métrique h
de signature (2,2 +n) sur M’ =T/T" et on a:

Proposition 4.25. La variété (M’ h) est un espace symétrique de
signature (2,2 + n), simplement connexe, indécomposable et non irré-
ductible. Et tout espace localement symétrique de signature (2,2 + n),
indécomposable et non irréductible dont l’algébre d’holonomie restreint
est P @& B avec Py = R™ et Py = 0 est isométrique a l'un de ces espaces.
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Exemple 2. On suppose que H = {(aN,0,(X,0),d)/a, 6 € R,
X € R™}. Donc les seuls crochets non nuls dans £’ sont Y = [e, 43, €n44],
Y' = [ea,enys] et U; = [es,enys] (i = 3,...,n+2). On pose adY =
(aN,0,(Y1,0),9), adY’ = (/' N, 0, (Y2,0),d") et adU; = (a;,0,(C;,0),0;)
avec 1/1 = (al,... ,an), }/2 = (bl,... ,bn), et Cz = (Cil,... ,Cm), donc
la matrice C' = (c¢;;) est symétrique, §; = —a; et a; = b;. En plus
{Y1,Ys,C;} engendre R™ et (Y1, @) # 0. Puisque £’ est commutative et
de dimension n + 2, on peut identifier £ & 7 = R?"™ =R x R x R" x
R xR x R™ x R x R munie du crochet

[(x’ y, X’ Z7 t’ Z7 u7 v) ) (x/7 yl7 X,7 217 tl? Zl? u/’ vl)]
= (", ", X",0,¢", 2" " "),

ou

& = (CX',Z) — (CX, Z')
X — X +tZ V2V + (0X — o' X, Ya)
+a(uy + v —u'y —t) + o (vy —v'y) + S(ut’ —u't),

' =7 - 27" Y1)+ 0(zu — 2'u) + a(vy —v'z),
X" =2(CZ +uYy +vYs) — 2(CZ" + u'Y; +0'Y3),
Z// — Z/X _ ZX/7 u// — zt/ _ Z/t7 et /U// — yz/ _ y/z

On pose maintenant M’ = T/T" avec T le sous-groupe résoluble sim-
plement connexe engendré par 7, T’ le sous-groupe fermé correspon-
dant & 7/ = {(0,0,0,0,0, Z,u,v)} et ¢ la 2-forme symétrique définie
sur 7" = {(z,y,X,2,t,0,0)} comme ci-dessus. ¢ induit sur M’ une
métrique h de signature (2,2 +n) et on a:

Proposition 4.26. La variété (M’ h) est un espace symétrique de
signature (2,2+n), simplement connexe, indécomposable, et non irréduc-
tible. Et tout espace localement symétrique de signature (2,2 +n), indé-
composable et non irréductible tel que H = {(aN,0,(X,0),9) /o, 6 € R,
X € R"} est isométrique d 'un de ces espaces.

5. Construction d’un systéme de coordonnées

Dans ce paragraphe, on se donne une métrique indécomposable non
irréductible et on cherche & construire un systéeme de coordonnées adapté
a cette métrique. Plus précisement, on cherche a réduire localement
la forme d’une métrique pseudo-riemannienne dont I’holonomie laisse
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invariant un sous-espace isotrope maximal. Ce qui nous faciletera a
construire dans le dernier paragraphe des métriques dont 1’holonomie
vérifie les conclusions du Théoréme 3.19.

Pour cela, soit (M,g) une variété pseudo-riemannienne de signa-
ture (r,7 + n) et de dimension m = n + 2r. Soit § un point fixe de
M et (e1,...,€r,E1,... ,En,€],... ,€.) une base de Ty M dans laquelle

la métrique g a pour forme au point 6:

T n n n n
9(X,X) = szzz - Zyjz, pour X = Zmiei + Z%Ei + Zzieg.
i=1 Jj=1 i=1 i=1 i=1

On suppose que le groupe d’holonomie restreint H de (M, g) au point
laisse invariant 8 = Req; + --- + Re,.. Donc il laisse invariant aussi son
orthogonal R+ = RORe; +- - -+Re,,. Par conséquent, on peut construire,
par transport parallele, deux distributions 7° et T telles que Té) =RNet
Ty =R*+. Enpluisona Dy X € T et DyY € T pour X € T°, Y € T
et U € TM. Les distributions 7° et T sont involutives, donc d’apres
Frobenuis il existe deux sous-variétés intégrales maximales M, et M’
passant par @ associées respectivement & T° et T. On pose M"' I’espace
quotient M/T de M sous la relation d’équivalence qui identifie deux
points qui appartiennent & une méme sous variété M’. Si on remplace M
par un voisinage ouvert de 8, M" est une sous-variété de M de dimension
r. On note 7 la projection M — M". On pose V le voisinage normale
associé aux e} et on met (z1,...,2,) comme coordonnées sur V. On
peut mettre ces mémes coordonnées sur M’ en identifiant A" & V. On
transporte T et Ty le long de V et on choisit en chaque point z de V
un supplémentaire orthogonal T de T? tel que la métrique restreinte &
T! est définit négative.

Pour z € V, on note W, le voisinage normale de z associé au sous-
espace T7. Et on note P le sous-espace engendré par les W,. P contient
V. On met des coordonnées sur P comme suit:

Soit y € P, y appartient a un seul W,. On ramene y a z par des
coordonnées normales (y1, ... ,y,) dans W,. Puis on raméne z & l'origine
par les coordonnées (z1, ... ,2.). Maintenant on choisit le long de P, r
champs de vecteurs E; € T? tels que:

0
g (Ei;a—) =4;; pour i,j =1,...,7.
Zj

Or si on note R le tenseur de courbure de g, on a pour U, V € TM et
X, Y eT? g(R(X,Y)U,V) = g(R(U,V)X,Y) = 0. Par conséquent R
est nul sur My. Donc on peut choisir des coordonnées (x4, ... ,z,) dans
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My telles que E; = 8i et g( o 0 ) = 0. Enfin on peut mettre des

T; Ox;’ Oxj
coordonnées sur un voisinage de #, comme suit:

Soit & un point de M voisin de 0, il passe par = une seule sous-variété
My qui rencontre ’espace P en un seul point y. On rameéne x a y par
les coordonnées (x1, ... ,x,), puis on prend pour les autres coordonnées
de x celles de y.

o)

Maintenant on regarde les propriétés des champs de vecteurs %, T
i j

et %. D’abord par construction on a partout:
k

0 0 0 o
Daiaxj :Oetg(a_:u’a_xj) =0pouri,j=1,...,m

Le long de P, on a g (8‘2 , %) = 0;5, en plus on a:
i J

0 0 0 0 0 0 0
T (%’a?) =9 (Def:k a—a—) 9 (a—D a—zj) =0

o _ 0 _ 0 0 i impli
car D%.J.@_m =0et Dofk 9z = D% Jer € T°. Ce qui implique donc

que g (%, %) = 0;; partout. Avec le méme argument que ci-dessus, on
i J

montre facilement que les g (%, %) et les g (8%“ %) ne dépendent

pas des coordonnées x;. D’ou le

Théoréme 5.27. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne de
signature (r,r+n) et de dimension m = n+2r dont le groupe d’holonomie
restreint laisse invariant un sous-espace isotrope maximal. Alors il existe
des coordonnées (T1,... ,TryY1y- -+ sYns 21, - .- , 2r) dans lequel la matrice
S de g a la forme réduite suivante:

0o 0 I
S=(0 B C
I, 'C D

ot B, C et D sont des matrices d’ordre respectivement (n,n), (n,r) et
(r,r) telles que les matrices B et C ne dépendent pas des coordonnées
xX;.



80 A. IKEMAKHEN
6. Autres exemples

Contrairement au cas lorentzien (r = 1) (voir [3]), il n’y a jusqu’a
présent aucune obstruction pour qu'un groupe vérifiant les conclusions
du Théoreme 3.19 soit groupe d’holonomie restreint d’une variété indé-
composable non-irréductible. Nous donnerons dans la suite des exemples
de telles variétés.

Soit H une sous-algebre de G qui satisfait les conclusions du Théo-
reme 3.19. Nous distinguerons quatre cas:

Type 1: H contient U’ et PDB. Donc H = U &K' &P @ B.
Cet exemple apparait toujours en dimension 4 (K’ = P = 0) et en
dimension 5 (K’ = 0). Le sous-groupe connexe engendré par P @ B est

1t
I, 'Y EY-Y—F(;J .
PE=S| o o v Y eP,§eR S ~RIHL

0 0 Iy

avec d la dimension de P. PB est un sous-groupe nilpotent fermé de G.
Le sous-groupe connexe U’ de GL(2,R) engendré par U’ est fermé, si et
seulement si son radical R l’est. Or R ne peut étre & une conjuguaison
prés dans GL(2,R) que contenu dans SO(2,R) 4+ R, ou contenu dans le

groupe
{(g g),a,ﬁ>0et’y€R}

d’ott U’ est fermé. Or le sous-groupe connexe K’ de SO(n,R) engendré
par K’ n’est pas nécessairement fermé si n > 4. Donc H = U’ K'PB
aussi. Mais si K’ est le groupe d’holonomie (restreint) d’une métrique
riemannienne g définit sur R™ = {z3,... ,2p42}, K’ est nécessairement
completement réductible. On consideére la métrique de signature (2, 2+n)
définit sur R™ (m = n +4) par

h=2dryde, i3+ 2dxsdrnig — g+ f1 dmi+3 + f2 dxi+4

avec f et fo deux fonctions suffisament génériques indépendantes des
variables x et x5. En utilisant le Théoreme d’Ambrose-Singer [2] et
le Théoréme 5.27, on montre avec un calcul simple que K’ - NB est le
groupe d’holonomie (restreint) de la métrique h (N B est le sous-groupe
connexe engendré par N @ B).
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On consideére maintenant la métrique de signature (2, 6) définit sur R®
par

6
h =2dxidr; +2dxrs drg — Z dx% + 2248 das dry + 2rxgrs drs day
i=3
8
+ 2x3x7 dry dxg + 2resxy deg drg + Z :v? dzr drg.
j=3

Avec un calcul simple et avec le méme argument que ci-dessus, on peut
montrer que son groupe d’holonomie (restreint) est de type 1 (avec K’ =
U =0) et il est fermé si et seulement si, r est rationnel.

Type 2: H contient P @ B mais ne contient pas U’. Donc H =
LEP B, avec L ={(U,A,0,0), U eld’', A€ K'} une sous-algebre de
U @ K'. Cet exemple apparait en dimension 6 (K’ = SO(2)) ou plus.
Si on note L le sous-groupe connexe de G engendré par L, il n’est pas
nécessairement fermé. Il suffit de choisir £ engendrée par (rJ, J) avec
r # 0 une constante rationnelle. Donc H = LPB n’est pas nécessai-
rement fermé aussi. On considere la métrique de signature (2,4) définit
sur RS par

h =2dx;dxs +2drs drg — dx?)) — dxi + 2x426 dxs dxs

+ (=2x1w6 + 2r@oxs 4+ 2 + x7) drs dug.

Avec un calcul simple, on peut montrer que son groupe d’holonomie
(restreint) est de type 2. Et il est fermé.

Type 3: H vérifie 2.1) du Théoreme 3.19. Donc H = Ly ®Lp B LD
P @ B, avec Ly = {(U,o(U), (U, o(U)) + ¢((U,(U)),0), U €U},
Lp = {(O,B,QZ)(B),O), B e D}v Lo = {(OaAa'l/J(A) + d)(A)?O) A€ C}
(pour les notations voir le théoréme). Cet exemple appara”{it en di-
mensions > 7. Si par exemple U’ = D = 0, ¢ = 0, C engendrée par

A= (‘éfj), r € R* et ¢(A) = (1,0), alors H est fermé si et seule-

ment si, r est rationnel. En plus, on peut montrer que c’est le groupe
d’holonomie (restreint) de la métrique de signature (2,7) définit sur RY
par

7
2
h =2dxy drs + 2dzs drg — Z dx3 + 22429 drs dag + ~T6To dxs dzrg
i=3
7
— 2x§ drgdrg + Z x? drg dxg.
=3, i#7
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Type 4: H vérifie 2.2) ou 2.3) ou 2.4) du Théoreme 3.19. Ces exemples

apparaissent seulement en dimensions > 6. Nous donnerons des exemples
dans un futur article.

De ce qui précede, on obtient

Théoréme 6.28. En dimensions < 5 le groupe d’holonomie restreint

d’une métrique de signature (2,2 + n) qui laisse invariant au moins un
plan totalement isotrope et qui contient B est fermé. Il existe des exem-
ples de variétés pseudo-riemanniennes de signature (2,2+n) pourn > 2
dont les groupes d’holonomie restreints ne sont pas fermés.

10.
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