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LEMME DE FATOU
POUR L’INTEGRALE DE PETTIS

ALLAL AMRANI

Abstract

The purpose of this paper is to present Fatou type results for a
sequence of Pettis integrable functions and multifunctions. We
prove the non vacuity of the weak upper limit of a sequence of
Pettis integrable functions taking their values in a locally convex
space and we deduce a Fatou’s lemma for a sequence of convex
weak compact valued Pettis integrable multifunctions. We prove
as well a Lebesgue theorem for a sequence of Pettis integrable
multifunctions with values in the space of convex compact sets of
a separable Banach space.

I. Introduction.

Le lemme de Fatou formulé en termes de fonctions univoques est connu
pour son utilité dans les probléemes variationnels, d’économie mathéma-
tique et de contrdle optimal. Les premiers travaux dans cette direc-
tion remontent & Aumann [Au] et Artstein [Ar]. Il y a eu par la suite
un nombre considérable de travaux généralisant dans diverses directions
les résultats précédant, citons a titre d’exemple Yannelis [Y], Hess [H],
Castaing-Clauzure [CC] et plus particulierement Balder [B1]. Pour une
étude englobant et généralisant la plupart des résultats précédants, on
pourra consulter larticle de Balder et Hess [BH].

Notre objectif est d’établir des résultats similaires aux précédents pour
les fonctions et multifonctions Pettis-intégrables. Les démonstrations
s’appuient sur des développements récents de la théorie de 'intégrale de
Pettis diis & Musial [M], Geitz [Ge] et Huff [Hu]. Dans le paragraphe 2,
on commence par démontrer la non vacuité de la limite supérieure faible
d’une suite de fonctions Pettis-intégrables puis 'on déduit le lemme
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N

de Fatou pour des multifonctions Pettis-intégrables a valeurs dans les
parties convexes faiblement compactes d’un espace localement convexe
séparé. Le paragraphe 3 est consacré aut théoreme de Lebesgue pour
des multifonctions & valeurs convexe compactes d’un espaces de Banach
séparable.

I1I. Notations et Définitions.

Soit (E,7) un espace localement convexe séparé, quasi-complet et E’
son dual topologique. On désigne par ck(F) (resp. cwk(E)), 'ensemble
des parties convexes compactes (resp. faiblement compactes) de E. On
note A I'adhérence de A, co(A) I'enveloppe convexe de A, €6(A) I'envelo-
ppe convexe fermée de A. Si (D,,) est une suite de parties de E, on notera
Ls(D,,), lensemble Ng>1(Up>xDyn). On obtient la limite supérieure
faible, notée w-Ls(D,,), en prenant les adhérences pour la topologie
faible. Pour la topologie faible, il y a aussi la limite supérieure séquen-
tielle faible, notée seq-w-Ls(D,,), qui est ’ensemble des limites des suites
faiblement convergentes (xj)ren o (%) € Dy, (ng)ren étant une suite
strictement croissante d’entiers.

Soit (2, A, 1) un espace mesuré avec u o-finie et A p-complete. Une
application f : Q — E est scalairement mesurable (resp. scalairement
intégrable), si pour tout ' € E’, (2, f) est mesurable (resp. intégrable).
Une application scalairement intégrable f est Pettis-intégrable, si il existe
une fonction d’ensemble vy : A — E telle que pour tout 2’ € E’ et pour
tout A € A, on ait:

/ @', f) dp = (&, vy (A)).
A

vi(A) est Uintégrale de Pettis de f sur A et sera notée dans la suite
J4 f dp. Une multifunction T' : @ — cwk(E) est scalairement mesurable
(resp. intégrable) si pour tout ' € E’, §*(2/,T'(+)) est mesurable (resp. in-
tégrable). Une multifonction I' scalairement intégrable est faiblement
Pettis-intégrable (resp. fortement Pettis-intégrable) si il existe une fonc-
tion d’ensemble K : A — cwk(E) (resp. ck(E)) telle que pour tout
2’ € E' et pour tout A € A, on ait:

/ 8*(2',T) dp = 6*(2, K(A)).
A
On note St 'ensemble des sections scalairement intégrable de T'.

ITI. Lemme de Fatou pour l’intégrale de Pettis.

Le lemme technique suivant servira dans la démonstration du résultat
principal de ce paragraphe.
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Lemme 3.1. Soient E un espace topologique séparé, K un compact
de E. Soit (xp)nen une suite dans K, x € E, et ' € E', alors:

(2, z) € coLs({a',xy,)) = (2, ) < §*(2';coLs(xy,)).

Démonstration: Comme la suite (x,,)nen demeure dans le compact K,
la suite ({(', zp))nen est bornée dans R, donc Ls({(z’, z,)) est compact.
Il s’ensuit que

coLs((2', z,,)) = coLs((z/, z,,)).

Donc (2, z) = Zle Aiz; avec Zle Ai =1et z € Ls((z/, z,,)). Comme
la fonction d’appui est positivement homogene, le lemme sera démontré
si 'on montre que pour tout z € Ls((z', x,,)), on a z < §*(z';¢o Ls(x,,)).
Si z € Ls({a', x,)), alors z = kgriloc<x'7xnk>. Par compacité de K, la

suite (zn, )ken admet une valeur d’adhérence Z € K, on a alors

z=(2,T) < & (z;c0Ls(xy,)). W

Le théoréme suivant est la clé des résultats de ce premier paragraphe.
11 a été établi par Musial [M] et Geitz [Ge]. Nous donnons une démons-
tration plus courte basée sur un résultat profond da a Grothendieck et
sur le théoreme de Komlos [Ko].

Théoréme 3.2. Soient (f,,)nen une suite de fonctions Pettis-intégra-
bles et f : Q — E une application scalairement intégrable telles que:

(1) Pour toute partie équicontinue B C E', l'ensemble {{z’, f) : ' €
B} est relativement o(L', L>) compact.
(2) Pour tout 2’ € E', (2/, f,.) converge vers (z’, f) pour la topologie
o(LY, L>).
Alors [ est Pettis-intégrable.

Démonstration: Grace a (2), pour tout ' € E’ et pour tout A € A,
on a:

Par conséquent, il suffit de montrer que pour tout A € A, la suite
( 4 fndp)nen est relativement faiblement compacte dans E. D’apres le
théoreme d’Eberlein-Smulyan-Grothendieck ([G1, Corollaire 1 of Théo-
réeme 7]) (voir aussi [K, Theorem p. 326]) il est équivalent de montrer:
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pour toute partie équicontinue B C E’, pour toute suite (z},)xeny C B et
pour toute sous-suite (fn, Jmen de (fn)nen, on a:

(3.1.1)
o= klirn lim <m§€,/ fro, du> =0 =: lim klim <x§c,/ o du>

si ces ces limites existent. Du fait de (2), on a:

(3.1.2) lim <x;, / I, du> = lim [ (2, fn,)dp= / (zh, f) du.
m—0oo A A A

m—0o0
D’apres le théoreme de Komlos [Ko|, appliqué & la suite ({2}, f))ren
. . B ’ r 1 n / :
il existe une suite (y,)nen+ avec y,, = EZi:l xy, et une fonction

réelle intégrable h telle que (y!,, f) converge vers h presque partout. Du
fait (3.1.2) et (1) on a

(3.1.3) a = lim /(x?c,ﬁd,u: lim /(yé,f}duz/ hdp.
k—oo J 4 n—oo Jgq A

Soit y, une valeur d’adhérance faible * de (y/,)nen~, alors pour tout

m €N, on a
Jim <x;/ fo d,u> = lim <y;/ Frim du>
—00 A n—0o0 A
A

= /A<y6, fom) dp-

En prenant la limite quand m — oo dans la derniére intégrale de (3.1.4)
et en utilisant (2), on obtient

m—0o0

(3.1.5) = lim <y5,fnm>du:/<y;,f>du-
A A

Comme (y!,, f) converge vers h presque partout et que y6 est une valeur
d’adhérance faible * de (y),)nen+, h = (), f) presque partout. Du fait
de (3.1.1) et en utilisant (3.1.3), (3.1.4), (3.1.5) on obtient o = 5. W

Dans la proposition qui suit on suppose que (€2, A, 1) est sans atomes.
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Proposition 3.3. Soit X une multiapplication d valeurs dans les par-
ties fermées non vides de E. On suppose que X admet au moins une
section Pettis-intégrable; alors [, X (w)p(dw) est conveze.

Démonstration: 11 suffit de démontrer que pour toute suite finie

{z},...,z,,} dans E’, 'ensemble A = {((mé,x))l LT E fQ (dw)}
est convexe dans R™. Siy € A, alors y = ((zf, [, f( )l 1=
(Jo (o, fw))u(dw))ixy ou f est une section Pettis- mtegrable de X.

Donc la convex1te de A découle du théoreme de Ljapunov ([CV2, The-
orem p. 118]).

Dans le théoreme qui suit, on suppose que E est un espace localement
convexe séparé quasi-complet et qu’il existe une suite dans E’ qui sépare
les points de E.

Théoréme 3.4. Soit X : Q — cwk(FE) une multifonction scalaire-
ment intégrable et soit (fn)nen une suite de sections Pettis-intégrable de
X. On suppose que pour toute partie équicontinue B C E’, l’ensemble
{6*(2', X) : 2’ € B} est relativement o(L', L*°) compact. Alors il existe
une sous-suite (fn, )ken et une application f Pettis-intégrable telle que
lon ait pour tout A € F et pour tout ' € E’

(o, mtae) - <:c Jim [ Z e >

De plus on a:

f(w) e 0w -Ls(fn(w)) p.p.
Si on suppose de plus que (2, A, u) est sans atomes et que X est Pettis
intégrable, alors pour tout voisinage V de fQ flw)p(dw), il existe une
application fyv, Pettis-intégrable, vérifiant fy (w) € w-Ls(f,(w)) p.p telle
que [ fir(@)u(dw) € V.

Démonstration: Soit (e;,),en une suite dense dans E’ pour la topologie
de Mackey ([CV2, Lemma III.32]). Comme pour tout 2’ € E’ et pour
tout n € Non a

(@, fu(@))] < 167 (s X (W) + |67 (2"; =X (w))].

Pour tout p fixé, la suite ((e], fn))nen est bornée dans Lg(Q,A, ).
Comme dans Balder [B2], par application du théoréme de Komlos, il
existe une application ¢, € LHE(Q,A, i), une sous-suite extraite de
({e}, fn))nen que 'on notera ({ej,, fn,))ren que:

.1
lim_ Z €ps i, (W) = ¢p(w) p-p pour tout p
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ol (fny, Jien est une suite quelconque extraite de (fn, )ken et I'ensemble
négligeable dépend de la sous-suite (fax, Jien. Prenons pour (fu, )ien
la suite entiere (f,, )keny de ce qui précéde on obtient existence d’un
négligeable N tels que pour tout p € N et pour tout w € Q\N, on ait:

Soit w € Q\N fixé. Comme L 37" | f,,, (w) € T'(w) pour tout m € N* et
que I'(w) est convexe faiblement compact, la suite (&> (-, fo,(@))), o,
est équicontinue pour la topologie de Mackey, il résulte donc du théoreme
d’Ascoli l'existence d’une application f telle que pour tout w € Q\N on
ait:

1 m
(%) V' € E', lim — Z(m’, fop (W) = (@', f(w)).

m—oo 1M
k=1

Montrons que f(w) € o w-Ls(f,(w)) p.p. Remarquons d’abord que si

(a)nen est une suite de réels telle que: lim — Z a; = a; alors pour tout
n—oo n

k=1
k+n
ke Nona lim —Zai:a. En effet on a:
n—oo N
i=k
k+n k+n k—1
1 n+k 1 1
— a; = a; | — — a;.
nZZ n <n+kzz> nzl
i=k =1 =1

Le résultat s’obtient par passage & la limite sur n. D’otu pour tout 2’ € E’
et pour tout k € N; on a:

1 m-+k
: / _ /
k=m
Par conséquent on a:

(@', f(w)) € Mweneo{(z', fu(w))ik = n} = coLs((z, fn(w)))-

On déduit du Lemme 3.1 que:

(@, f(w)) <& (2';eow-Ls(fn(w)) p-p-
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La relation étant vraie pour tout ' € E’ et pour tout w € Q\N, on a:

fw) ecow-Ls(fn(w)) p-p-

Reste a montrer que f est Pettis-intégrable. Pour cela il suffit de montrer
que f vérifie les hypotheéses du Théoréme 3.2. L’hypothese (2) découle
de (*x) et du théoréme de Lebesgue-Vitali. La majoration

(@', fw))| < |67 (2", X (w))] + |67 (2", =X (w))]

entraine que pour toute partie équicontinue B C E’ D'ensemble
{({(«', f));2’ € B} est relativement faiblement compact ([DS, Theo-
rem IV 8.9]). Le point (1) est ainsi verifié.

Pour la deuxiéme partie de I’énoncé, remarquons d’abord que la mul-
tifonction w-Ls(f,(w)) est & valeurs non vides et que, en vertu des hy-
potheses toutes ses sections sont Pettis-intégrables. Donc il suffit de
montrer que [, f(w)u(dw) € [ w-Ls(fn(w))p(dw). Soit 2’ € E’, on a
grace au théoréme de Strassen ([CV2, Theorem V.14])

(o, [ stomtan) <o (. [ ww-Ls(r,@)uae))

_ / 5 (', 5w - Ls(fo () pe(dv)
Q

_ / 5% (2!, W Ls( fo () pa(dw))
Q

=" (&, [ weLs(hlan)).

Comme d’apres la Proposition 3.3, Iensemble [, w- Ls( f,(w))p(dw) est
convexe l'assertion est démontrée. W

Théoreme 3.5. Soient (X, )nen et Y des multifonctions a valeurs
dans cwk(E) scalairement intégrables, on suppose que:

(1) Pour tout n € N; X,, est faiblement Pettis-intégrable.

(2) Pour tout n € N; X,,(w) C Y(w) p.p.

(3) Pour toute partie équicontinue B C E', l’ensemble {6*(«',Y) :
x' € B} est relativement o(L, L>) compact.

On a alors

w-seq—Ls/QXn(w)ﬂ(dw) C/QEW—Lan(w),u(dw).
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Démonstration: Si x € w-seq-Ls [, Xy, (w)p(dw), alors il existe une
suite (Zn, )ken avec Tn, € [ Xn, (w)u(dw) telle que pour tout 2’ € E’,
on ait (z/,z) = klim (2, xp, ). Par définition, on a pour tout k, ,, =

— 400

Jo frx(@)p(dw) ou fr, est une section de X,,,. Il est clair que la suite
.. ) keN vérifie les hypotheses du Théoreme 3.3, par conséquent il existe
k
une application f Pettis-intégrable verifiant

f(w) € cow-Ls(fn(w)) C Cow-Ls(X,(w)).

L’existence d’une suite dans E’ d’une suite séparant les points de F en-
traine que la topologie faible est métrisable sur les compacts faibles,
il résulte de Hess ([H, Proposition 3.10]) que la multifonction ©ow-
Ls(X,(-)) est scalairement mesurable et d’apres ce qui précéde admet au
moins une section Pettis-intégrable; donc [, 6 w-Ls X, (w)u(dw) a un
sens. Reste a montrer que = = [, f(w)pu(dw). D’apres le Théoreme 3.3,

(o, [ smtae)) = tim <:c / %if (w)u(dw)>
am L ; (o [ i)

= <$ /Q Fr (w)u(dw)>. n

Remarque. Sil'on suppose dans les énoncés précédent que la mesu-
re u est finie, en vertu du théoreme de Dunford Pettis, 'hypotheése de
relative faible compacité peut étre remplacée par 'uniforme intégrabilité.

IV. Théoréme de Lebesgue pour des multifonctions fortement
Pettis-intégrable.

Dans ce paragraphe, E est un espace de Banach séparable et toutes
les multifonctions considérées sont & valeurs dans ck(E). L’espace ck(E)
est classiquement muni de la distance de Hausdorff i définie par:

h(A, B) = max <sup d(z, B); sup d(z, A))
r€A zEB
— sup |6« A)— 6°(a's B,

x'€Bpy
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Lemme 4.1. Soit X : Q — ck(E) une multifonction fortement Pettis-
intégrable, alors Uensemble C = {6*(2';X) : 2’ € Bp/} est o(L', L>)
compact.

Démonstration: Par hypotheése pour tout A € F, il existe un convexe
compact K(A) tel que pour tout ' € E’, on a:

5 K(A) = [ 86 X ().

D’apres Eberlein-Smulyan, il suffit de montrer que C' est séquentiellement
faiblement compact. Soit (6*(x),; X))nen une suite dans C. Comme F
est séparable; il existe une sous suite (:v;k)keN qui converge faiblement
vers x(. D’olt en utilisant le fait que X est fortement Pettis intégrable et
le théoréme de Banach-Dieudonné ([G2, p. 214]), on a pour tout A € F,

lim [ 6" (x),, , X(w)p(dw)) = lim 6*(z), , K(A))

k—oo [ 4 k—oo

= 6" (w0, K(A))

— [ (@ X@h(d)). w
A

Le théoreme ci-dessus est le résultat principal de ce paragraphe.

Théoréme 4.2. SiY est une multifonction fortement Pettis intégra-
ble, alors la multifonction X définie par X(w) = oY (w) U (=Y (w))]
lest aussi.

Démonstration: La multifonction X est scalairement mesurable et sca-
lairement intégrable car pour tout w et pour tout z’ on a

(2, X (w)) = max(6§*(2', Y (w)); 6* (2, =Y (w))).

D’autre part, toute section scalairement intégrable de X est Pettis-
intégrable. En effet pour toute f € Sy, on a:

({2, fw)] <167 (2", Y ()] + 167 (—2", Y (w)] p.p.

Ce qui entraine en vertu du lemme précédent et de ([DS, Theorem IV
8.9]) que ensemble {(2, f) : ' € Bg/} est relativement o (L', L°) com-
pact. Donc d’apres le Théoreme 3.1, f est Pettis-intégrable.
Reste a montrer que X est fortement Pettis-intégrable. D’apres la
formule de Strassen ([CV2, Theorem V 14]), on a pour tout A € A,
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J46% (@', X (w) p(dw ', [, X (wp(dw))) et Iensemble [, X (wp(dw))
est convexe falblement compact Pour terminer la preuve, montrons que
cet ensemble est compact pour la topologie de la norme. Il suffit pour
cela de montrer que I'application 2’ — [, 6* (2, X (w)u(dw)) est continue
sur Bg: pour la topologie faible ([C1, Théoréme 3]). Soit (2} )nen qui
converge faiblement vers z’. Grace au théoreme de Banach-Dieudonné
on a: hm 8*(z),, X (w)) = 6" (z', X (w)) p.p. La majoration:

|67 (2", X(w))] < [67(, V(@) + 16" (=2, Y (w))] p-p.

Le Lemme 4.1 et ([DS, Theorem IV 8.9]) entrainent que la suite
(6*(x!, X(-))nen est relativement o (L', L>°) compacte. D’ou par Le-
besgue-Vitali, on a:

i 6° (&), [ Xhn(@)) = tim [ 5, Xl

n—oo n—0o0

/ 5% (2!, X () dew)
s (:z:’,/AX(w)u(dw)>. -

Comme conséquence du théoreme précédent, on obtient le théoreme
de Lebesgue suivant:

Corolaire 4.3. Soient (X,,)nen et Y des multifonctions fortement
Pettis intégrables et X une multifonction scalairement intégrable, on sup-
pose que:

(1) Pour tout ' € E' : |6*(2', X,,(w))| < 16*(2',Y (w))] p-p.

(2) lim 6*(2", X, (w)) = 6" (2/, X (w)) p.p.

n—oo

Alors X est fortement Pettis-intégrable et pour tout Ac A, [, Xy (w)p(dw)
converge pour la distance de Hausdorff vers [, X (wp(dw)).

Démonstration: Les hypothéses (1) et (2) entrainent que pour tout
z' € E"

|67 (@, X (w))| < 167 (2, Y ()] p-p-
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Ceci implique que X (w) C €o[Y (w) U (=Y (w))] et donc que X est forte-
ment Pettis-intégrable (Théoreme 4.2). Par Lebesgue-Vitali on a:

lim & (x / Xn(wu(dw))) — i [ 8@, X))

n—oo n—oo

A
[ 5 X@)nlaw)
A

e <x',/AX(wu(dw))>.

Les théoremes de Banach-Dieudonné et d’Ascoli entrainent que la con-
vergence a lieu aussi pour la distance de Hausdorff. B
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