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Abstract

UNE ESTIMATION
DES COEFFICIENTS TANGENTS
D'UN COURANT POSITIF FERME

DANS UN DOMAINE DE C3

PH . CHARPENTIER AND Y. DUPAIN

In this paper, we study the behaviour near the boundary of the
complex tangent coefficients of a closed positive current in a
bounded domain of C3 with C°° boundary . Assuming that the
current satisfies the Blaschke condition, we give a condition on the
complex tangent coefficients which is better than the one which
can be proved using the pseudo-distance introduced by A . Nagel,
E . Stein and S . Wainger (in analogy with the case of domains in
(C 2 ) . Moreover, when the domain is supposed to be pseudoconvex,
we show how our condition is related to D . Catlin's multitype .

I . Introduction

Soit 9 un domaine borné de C' á frontiére de classe C°°, et soit p E
Coo(Cn) une fonction définissante de 9 . Soit 0 = ~e?j dzi A dzj un

(1,1)-courant positif fermé (Le . dB = 0) dans 2 satisfaisant á la condition
de Blaschke, c'est-á-dire tel que

Bii < +0O .

Il est classique que sous cette hypothése, les coefficients tangents de 0,
c'est-á-dire les coefficients de la forme OADpAbp, satisfont á une condition
meilleure connue sous le nom de condition de Malliavin: précisément, on
a

f 10 A áp A ápi < Cf (-0e1,
sz

	

sz
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oú C ne dépend que 9, et 10 A ap A api désigne la somme des modules
des coeficients de la forme .

Cette condition n'est optimale que dans le cas des domaines stricte-
ment pseudoconvexes (c.f. [2]), et des conditions meilleures ont été
données dans deux situations distinctes . Tout d'abord dans le cas des el-
lipsotides complexes, il est montré dans [1] que les coefficients de BAapAap
satisfont une condition strictement meilleure lorsque 1'ellipsoMe n'est pas
la boule . D'un autre cóté, dans [2] on étudie le cas des domaines de C2 .
On y démontre que Pon a une condition de la forme

(3)

	

L 10A 9ppAapl < bp)IBI,

oú la fonction S est liée á la pseudo-distance introduite par A. Nagel, E .
Stein et S . Wainger dans [5] et [6], c'est-á-dire essentiellement au type
de Kohn des points du domaine. En particulier, si 9 est de type fin¡
non strictement pseudoconvexe, la condition obtenue est rneilleure que
la condition de Malliavin . De plus, le travail postérieur de D .C . Chang,
A. Nagel, et E . Stein [4] a montré que cette condition était la bonne.

Il est facile de voir que cette condition reste valable dans un domaine
quelconque de C'. Mais 1'exemple des ellipsoides complexes montre
qu'alors elle n'est plus optimale lorsque n >_ 3.

Dans ce travail, nous nous plagons dans C3 , et nous obtenons une
condition sur les coefficients tangents du courant qui est meilleure que
la condition précédente . Pour étre un peu plus précis, soit zo un point
de la frontiére de 9, et soit B = (L1, L2) une base de 1'espace des (1, 0)-
champs tangents complexes au voisinage de zo de sorte que, si N est
le champ normal á p (¡ .e . Np - 1 au voisinage de la frontiére de S2),
(N, L1, L2 ) est une base des champs holomorphes au voisinage de zo, et
soit (ap, W1, w2) la base duale de (1,0)-formes . Nous contruisons alors
deux fonctions Sl et S2 dans un voisinage V de zo telles que

I01\aPAbPAw2 Aw21 +	19AOPAnPAw1 AW,I
< f ( - P) lo¡,fvng si vng S2

la constante C ne dépendant que de 9, V et B.
Les fonctions Sl et S2, dont les définitions précises sont données au

paragraphe suivant, sont inférieures á la fonction S de 1'inégalité (3), et
ne sont plus en fait liées uniquement au type de Kohn des points du
domaine 9 .
Un peu plus précisément, au paragraphe V, nous comparons leurs

ordres de croissance au bord de 9 au multitype introduit par D. Catlin
dans [3] . Disons simplement ¡c¡ que lorsque Pon choisit pour B la base de_
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champs associée au multitype de zo, le comportement radial de S, et S2
peut se comparer au multitypc (1, A2, A3) de zo (celui-ci étant supposé
fin¡) : SI est équivalent á (_p)1-2/A2 et S2 est inférieur á (-p)1-2/A3 .

Il . Notations et énoncé du Théorbme

Soient 9 un domaine borné de C3 á bord C' et p une fonction
définissante de 9 (Le . Vp 7~ 0 au voisinage de ¡99) . Soit N le (1, 0)
champ normal á p dans un voisinage de ¿99 c'est-á-dire tel que Np =- 1
au voisinage de 02 (Le .

4
N = 1 ,7P12

OP a
oz¡ az i

Soit zo un point de ¿9P fixé une fois pour toutes .

	

Soit B = (L i , L2)
une base de champs tangents á p (Le . Lip =- 0) dans un voisinage de
ZO- SOit (OP,W1,W2) la base de (1, 0)-formes, duale de la base de champs
(N, L1, L2)-

Soient m et M deux réels, m entier, 2 < m < M.
Reprenant les notations introduites par D. Catlin dans [31, la base 8

étant fixée, considérons la famille de listes suivante :

W(B) = {,Ci3 = f- = (L1 , L2. . . . . .Lk) ; k > 2, L' E {Ll, Li, L2, L2}) Vi} .

Pour chaque £ EE W(B), nous considérons les param~tres suivants :

11(,C) =11 = card{i tel que L' E {L,,L,}},

12 (f-) = 12 = card{i tel que L' E {L2, L2}},

de sorte que lf-l = k = 11 + 12-
m et M étant fixés, définissons maintenant des sous-ensembles de

W(B) :

W(L2, 8, M, M) = W

	

LE W(13) ;
11
+

12 <
m m

Wo (L 1, m) = WO = {IC E W; 12 = 0} ;
W1 (L3, M) = WI = {f- E W; 11 + 12 < M} ;

W2 (L2,13, m, M) = W2 = {IC E W; 12 > 1} ;
W3 (L2, B, M, M) = W3 = {f- E W; 11 > 1} ;

W4(L2, M, M) = W4

	

£ e W; 11 = 0, 12 < m
m
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Pour G E W, nous définissons, suivant D . Catlin, CL2,I3 �,,(G) = c, par
1.1 +~=1.
Dans toute la suite, Pensemble de listes W4 jouera un róle trés parti-

culier . Afin de rendre plus lisible cette_particularité, tous les éléments
de W4, et seulement eux, seront notés G au lieu de C, et le paramétre
correspondant sera noté 12 .

Pour définir les poids affectés aux coefficients du courant, il nous faut
encore préciser une notation :

- Pour L = (L 1 , . . . , Lk ) E W(B), on note

si k > 2, et, C(8p) = 8p([L 1 , L 2 ]) si k = 2.

- Pour L = (L . . . . . . L_k ) E W4 et pour f une fonction C°_° dans un
voisinage de zo, on note L(f) = L l . . . Lk-2 (f), si k > 2, et, ,C(f) = f si
k=2.

- Enfin, nous notons 7L2 , c~ = 7 le coefficient de L1 dans le décomposi-
tion de [L2, L2] sur la base (3mN, L1, L1, L2, L2) .

Définissons maintenant des poids associés á la base 13 = (L1, L2) :

et,

et,

L(ap) = L' . . . Lk-2 (ap([Lk-1 1Lk]))

S(t3,m) = 1: IL(aP)I 2 ( - P)1 2 + (-P)1
LEW1

S(L2 ,13, m, M) = S° + S2 + S4 + S4o +
(_P)1_ V ,

oú 1'on a noté succesivement

so= 1: If

LEWo

s2 = IL(aP)I~(-P)1-2,
LEW2

s4 = _~ IL(~r)I12 (-P) 1 '2,
LEWQ

S43 =

	

l12+12 IL(aP)I'I'2 +'2 (-P)1 '1'2+'2

LEW4 LE W3

Remarquons que, si M <_ 2m, W4 est vide et S(L2,13, m, M) se réduit
á S° + S2 + (-P) 1-2/M .
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Nous définissons maintenant le poids S(L2,13, M) par :

S(L2,13, M) = inf{S(13, M), S(L2,13, m, M), 1 < m < M} .

En échangeant les róles de L1 et L2, on définit de la méme maniére le
poids

S(L1,13, M) = inf{S(t3, M), S(L1, t3, m, M), 1 < m < M} .

Rappelons enfin que, si 0 est un (1, 1)-courant positif dans 9, alors
pour

	

toutes

	

(l, 0)-formes

	

á

	

coefficients

	

continus

	

dans

	

52,

	

al

	

et
a2, 0 n ia1 n ál n ia2 n á2 est une mesure positive dans 9 .

	

De plus,
le courant iB n al A á1 est positif.
Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme :

Théoréme.
Soit 52 un domaine borné de C3 á bord C°°, et soit p une fonction

définissante de 9 (i.e . Vp =~ 0 au voisinage de ag). Soient zo un point
de 852, et 13 = (L1, L2) une base de (1, 0) chames complexes tangents á
p au voisinage de zo (¡ .e . Li (p) - 0) . Pour tout réel M >_ 2, il existe un
réel r > 0 et une constante C > 0 dépendant de 9, de la base B, de M
et de r tels que:
Pour tout courant positif fermé 0 dans 9 de bidegré (1, l), l'inégalité

suivante est vérilée:

10AapAápAW2nw21+

fonB(zo ,r)

	

S(L1, B, M)
+ //'

	

10Aáphápnwlncil1 <C

	

(_P)X81,
JS2nB(zo,r)

	

S(L2, B, M)

	

L
oiu, (áp, w1, w2) est la base de (1,0)-formes duale de la base (N,L l , L2 ),
N étant le chame normal á p (i . e. Np - 1 au voisinage de 02) .

Remarque 1 : une autre écriture des poids.
Nous avons dit dans 1'introdúction que le théoréme ci-dessus améliore

le résultat que 1'on peut obténir, de fagon analogue au cas de C2 , en
utilisant la pseudo-distante introduite dans [5] et [6] . Rappelons tout
d'abord celui-ci . Avec les notations introduites précédemment, posons,
pour b > 0,

RNr(b)

	

2<~c~<Nt { ~~L(aP)~ ~

	

, S
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oú, 1G1 = k désigne la lorlgueur de la liste G . Le résultat lié á la pseudo-
distance de [5] et [6] s'écrit :

[

	

6(z)
())]

2
10AápAapl <C

Jo
(-P)IBI,

S2nB(zo,r)

oú, b(z) désigne la distance de z á aQ.
Exprimons 1'inégalité du théoréme de maniére analogue . Pour cela

posons successivement

et,

R,1,~ ,M(b)

< Cf (-P)IBI .
n

= inf
GEWo

Rm'M(b) GEW2

R3
rn,M (b)

GEW4

i
i i i2+i 2

RM inf
GEW GEW3

	

G(

b

R,,,,m(L2, B) (b) =

	

inf

	

{Rm,m(b), b1 ~M } ,1<i<4

Rm(L2, 8)(b) =

	

sup

	

{Rm,nr(b),Rm(b)}
2<m<M

De la mcme maniére, définissons Rm(L1,13)(b), en échangeant les róles
de L1 et L2 . Le théoréme est alors équivalent á 1'inégalité suivante :

[

RNr(L 1 ,t3 b 2

fnnB(zo,r)

	

b(z)((z))]

	

10 A0p A 9p A w2 A w2 I+

+

	

[RM(L2(z)(b(z))]2
I6 A áp A ap A w1 AW1I <

S2nB(zo,r)

	

-

E est clair que le résultat que nous montrons dans ce travail est meilleur
que celui qui fait intervenir la pseudo-distance de [5] et [6] . Nous verrons
au dernier paragraphe que, en général, il est strictement meilleur .
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Remarque 2.
Il est naturel de se demander quel résultat on peut obtenir pour les

coefñcients d'un courant positif fermé de bidegré (2,2) . En fait, il est
assez facile de se convaíncre que dans ce cas, 1'inégalité

[R~(())) ] 2
Ie A áp A ápl -- C

	

(-001
gnB(zo,r) Z

est satisfaite et que c'est la condition naturelle .

Dans toute la suite, le symbole A ;5 B signifiera qu'il existe une con-
stante ne dépendant que de p, r, M et de la base 13 tel que A < CB.

Remarquons que m' > m entrame S(13, m') z5 S(13, m) .

	

Par suite,
et par raison de symétrie, le théoréme se réduit á montrer 1'inégalité
suivante:

III . Schema de la démonstration

_ 10A8pA8pAw2Aw21+loABpADpAwiAWi1
+

-

	

QnB(zo,r)

	

S(13, m)

(*)

	

+

	

JBABpADpAw1Awi1 Ñ

InnB(zo,r)

	

S(L2, B,7n, M)

L(-P)101.

Pour simplifier les notations, dans la suite nous noterons Si = S(B, m)
et S2 = S(L2 ,13, m, M) .
Comme dans [2], la démonstration de cette

1'application de la formule de Stokes aux formes

B A 8p A wi A GJv
(-P)

Si

inégalité est basée sur

Pour ce faire, il est nécéssaire d'une part que le courant 9 soit régulier,
et, d'autre part, que les fonctions poids S; soient globalement définies .
Nous supposerons done tout d'abord que 8 est une forme á coefficients

C°° positive et fermée, et démontrerons le résultat sous cette hypothése .
Le cas général s'en déduira aisément avec une régularisation .
Dans le premier sous-paragraphe de la partie IV, nous globalisons les

poids en les modifiant á I'extérieur d'une boule centrée en xo . Nous
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obtenons ainsi de nouveaux poids 61 et C52 et donnons une formulation
équivalente (**) de (*) avec ces nouveaux poids .
En appliquant la formule de Stokes, les dérivées normales et tangentes

des poids apparaissent . Le deuxiéme sous-paragraphe, long et technique,
est consacré á établir diverses relations et estimations entre les poids 67 i
et leurs dérivées, en particulier des inégalités du type (-p)IL^IZ <
62+1/n,

(-p) IN6j 1 ;:S f(p)Oj et (-p)I , ,I 2 e1 /n < 62/n .
C'est dans le troisiéme sous-paragraphe que, aprés avoir appliqué la

formule de Stokes, nous démontrons la formule (**) . Nous majorons
Il + 12 par une somme d'intégrales E Ik que nous majorons ensuite

k
séparément en utilisant les estimations établies au sous-paragraphe pré-
cédent, 1'inégalité de Cauchy-Schwarz et la condition de Malliavin (2) .
Nous montrons que Ik <_ ckI + C fst (

-
p) 10 1, le coeffrcient ck dépendant

d'un paramétre . Pour conclure, il suffit de montrer que 1'on peut choisir
le paramétre de telle sorte queE ck < l .

k

Remarque sur la composition des sommes 671 et 62 constru-
ites au sous-paragraphe suivant.

Pour 651 nous avons simplement pris le poids correspondant á la pseu-
dodistance de A. Nagel, E . Stein et S. Wainger, et nous avons essayé de
rendre 672 aussi petit que possible . En oubliant toute question relative á
la localisation (fonctions ?p et Xi), la composition de 672 peut s'expliquer,
par une analyse rapide de la preuve qui suit, de la maniére suivante . Tout
d'abord, on remarque que fon doit avoir 652 ~t Iáp([L2,L2])I (proposi-
tion l ; cela provient des termes considérés en b4 dans la majoration
(7) du sous-paragraphe 3) . Ensuite, on s'appergoit que 652 doit, dans
un certain sens, étre stable par dérivations dans les directions N et L2
(c'est ce que disent précisément la proposition 3 et le (iii) de la propo-
sition 4 ; cette stabilitée sert á contróler les termes considérés en dl et
d2 dans la majoration (9) du sous-paragraphe 3) . Cela implique que 672
doit contenir la partie correspondant á 11 = 0 de 672 . Par ailleurs, il
se produit un phénoméne d'échange entre 671 et 672 lorsque fon dérive
la forme wl A wl . C'est ce phénoméne qui implique 1'introduction du
coefficient -y de L1 dans la décomposition du crochet [L2, L2] sur la base
(N, Ñ, L1, L1, L2, L2), 1'échange étant alors contrólé par la proposition
2 (précisément, ceci provient des termes c3 dans la majoration (8) du
sous-paragraphe 3) . Alors, en combínant le phénoméne d'échange et la
stabilitée par rapport aúx dérivations, en L2, on voit facilement que 672
doit contenir les sommms c2 et 6723. A ce niveau, si on dérive un des ter-
mes de 672 dans la direction L2, il n'apparait pas d'expression d'un type
nouveau . Mais comme il faut arréter la somme 62 á un certain ordre, il
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arrive que des dérivées en L2 de certains termes de 62, ainsi construit,
ne soient pas dares 652 . Comme la proposition 4 doit étre satisfaite, il
faut alors rajouter des termes á 652 . C'est ainsi qu'apparaissent 652 et
le reste de 652 avec, en particulier, Pexposant n - 2é dans la puissance
de (-p) pour les termes de 652 .

IV. Démonstration de la formule (*)

1 . Globalisation et modification des poids Si et S2 .

Les chames Li et les formes wi n'étant définis que localement dans
un voisinage de zo, afin de pouvoir appliquer la formule de Stokes au
domaine 9 tout entier, nous éliminons ce que se passe á 1'extérieur d'une
boule B(zo, r) en multipliant par une fonction 0 positive, C°° dans C3,
de support inclus dans B(zo, r) et identiquement égale á 1 dans la boule
B(zo, 2r/3) (r est choisi de telle sorte que les chames Li soient définis
dans B(zo, r) et que Ipl < 1 dans cette boule) .

Si on applique la formule de Stokes aux formes

il apparait des intégrales de la forme

a0(-P)
e A aP A wi A wi

Lnl3(z o ,r)

	

S7

Ces intégrales seront majorées trivialement, ce que ne peut se faire que
si S; ? 1 lorsque áo :,A 0, et ce n'est pas á priori le cas . Nous allons donc
modifier les fonctions S; en introduisant deux nouvelles fonctions Xr et
X2 positives, C°° dans C3 , telles que X1 + X2 - 1, XI - 1 dans B(zo, r/2)
et X2 - 1 dans C3 \B(zo, 2r/3) .
La base 13, r, les fonctions 0, Xr et X2 étant fixées, nous pouvons main-

tenant définir de nouvelles fonctions 671 et 672 de la, maniere suivante :
Pour G = (L1 , . . ., Lk), k > 2, posons

G(áp) =Lr . . . Lk-2(XiaP([Lk-r , Lkl))~

C(X2) = Ll . . .Lk-2(X2),

et, de plus, si ,y est le coefiicient de Lr dans la décomposition de [L2, L2]

dans la base (N, Ñ, Lr,Lr, L2) L2), pour G E Wn,

£(7) = Lr . . . Lk-2(X,7),
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étant entendu que dans ces formules, si k=2, on a G(Dp)=Xlap([L1, L2]),

£-(X2) = X2 et G(XI -Y) = X1-Y .
Au cours de la démonstration, nous serons amenés á dériver terme á

terme les coefficients de S; . Pour facilitar leurs majorations il est utile
de n'avoir á considérer que des puissances supérieures á 1 . Pour cela,
chacun des termes sera élevé á une puissance n fixée, n > M.

Nous pouvons maintenant définir les nouvelles fonctions (Si : tout
d'abord C1 en posant

oú Pon a noté successivement

et,

+ I~(X2)I

	

) ( - P) n

	

+ (-P)n
2n°

LEW,

Définissons ensuite 62 par

e2 _

	

(IC(aP)I k
+ IIC(X2)I T-

~ (-p)n

	

+2m

LEWo

PI-1 . CIIARPCNTIER, Y. DUPAIN

62 = C2 + c2 + C2 +
C23 + (-l))n

	

nu

C2 = y- (IG(ap)Ir + I£(X2)Ir) (-P)
n1--

,

LEW2

_-^ n

C2
=

	

G(,~,)

	

12 (-P)n
_
-12,

LEWq

C23 = _~

	

G(~)

	

(I£(aP)I ~ + I£(X2)la) (-P)_
LEWQ LEW3

oúD=1112+1 2 .
Remarquons que, dans la boule B(zo, r/2), on a XI - 1, X2 - 0 et

1, et par suite, Si - 61 /' . Pour démontrer 1'inégalité (*), il suffit
done de montrer que

	

in
i2B n áp A áp A (wi n wl + w2 A cw2)

C
I/n +

I
+f O i2BADpADpAw1 AWl

2

	

C2/n

f~ (-P) I BI
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2. Quelques propriétés des fonetions (ej .

Proposition 1 .
1)

	

Dans B(zo, r), on a

Clanl an -Iap([L1,L1])I +Iap([L2, L2 ])I ,

62/n - Iap ([L2, L2]) I '

2) Dans B(zo, r) \B(zo, 2r/3), on a 671 > 1 et C52 > 1 .

Démonstration : Considérons tout d'abord le cas de 651 . Si m = 2, on
a 671 = 1, et les deux propriétés sont trivialement vérifiées . Supposons
m > 2 . Alors, G = (L i , Li ) E Wl et

el > IX10P([LiL1]) I
n
+X2+IXlap([L2 , L2])I 'i +X2

Si I0P([LiLi])I > 1, on a IXiap([Li,Lj])I+X2 >_ 1, et si IaP([Li,Li])I < 1,
on a IXiap([LiLi])I +X2 > IaP([LiLi])I, ce qui_ dérriontre, pour C-51, la
premiére propriété .
De plus, á 1'extérieur de la boule B(zo, 2r/3), X2 - 1, et la seconde

propriété est vraie pour C I .
De la méme maniére, si M = 2, 62 = 1, et si M > 2, G = (L2, L2) E

W2, 6 2 ? IX1ap([L2,L2]) In +X2, car c(G) = 2, et nous avons les mémes
propriétés .

Lemme 1.
Dans la boule B(zo, r), on peutt majorer 61 á une constante prés par

T1 =

	

(IG(ap)IT + IG(X2)Ir) (-P), r+
GE Wo

+

	

(I~C(aP)I r + IG(X2)I z

	

+
GEWZ

Démonstration : En effet, soit G E Wl, et posons

A= (IG(aP)I

	

+ I£(X2)j!" ) (-P)"-

Alors, ou bien G E Wo et comme l2(C) = k, A se trouve dans la premiére
somme de Ti, ou bien G E W2 et

A- [(G(aP) `z + IG(X2)IT2)
(-p)__-]

	

(-P)n



330

	

PI-1 . CHARPENTIER, Y. DUPAIN

Or,

d'oú,

12
c

M-11

	

2

	

12

	

212 _

	

12

	

211 _ 11 (1_ 2
m ' 1 k k + ck -1 k km km )

et done A < TI, ce qui achéve la démonstration du lemme .

Proposition 2.
Dans la óoule B(zo, r) les fonctions C1 et 62 vérifient l'inégalité suiv-

ante:
(-P) I'Y12 C1/-

	

62/" .

Démonstration : D'aprés le lemme précédent, il suffit de montrer que
(-P)1 Tí/- - C2/n . Nous allons vérifier que, pour chaqué composante
XdeTI,ona

( -P)l71 2X I/n < C2/n .

a) Considérons tout d'abord X =

	

r + ~G(X2)~~)(-p)n_Z~ ,
pour G E W2 .

Ce termo apparait aussi dans 62 et le rc sultat est trivial car (-p)
6Z/n.

b) Considérons ensuite X = (-p)n(1-2/Tn) . Si M < 2m, on a

( -P)I'YI 2X IIn < (-P)2-2/rra < ((-P) I-2/M ) 2 < C2/n . ,

Si M > 2m, G = (L2, L2) E Wq, et, IÍ'l n (-p)n--
/ ni est une com-

posante de 62, et par suite, (-p)1-Y12X1/n = I, Y I2(-p)2-2/m < C2/n .

c) Considérons enfin les termes X = (1 G(aP)~k+IG(X2)¡k )(- P)n-

	

,
pour G E Wo (ce qui implique m > 2 ) .

Si M<2m,ona

( -P)IyI2XI/n

	

(1G(aP)1 ~
2

	

2
+ j£(X2)1~)

(_P )1 Y+,n

	

V(_P)I

	

m(-P) -U V

carm_M> 0.

C2/n ,
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Si M > 2m, G = (L2, L2) E W4, et, comme G E W3 ( Wo C W3),
I-In (I G(u,)In/k + IG(X2)In/k)(-P)n-n/k est une composante de 67 2 , et
672 majore ( -p)1'YI 1XI/n .

Nous allons maintenant donner deux propositions qui étudient le com-
portement des dérivées des fonctions 671 et 672 par rapport aux chames
tangentiels et normal .

Proposition 3 .
Il existe deux constantes co et C, 0 < co < 1, C ne dépendant que de

p, r, de la base 13 = (LI, L2) et des fonctions XI et X2, telles que, dans
la boule B(zo, r), on a

1 (-P)IN^)I :~ (co+C(-p)m) el,

ñ(-P)IN(62)L< (co+C(-p)2) 62,

Démonstration : C i étant une somme de termes de la forme X'( -p)O ,
oú a > l, nous allons montrer que, pour chacun d'erltre eux

(-p)1N (Xc(-P)p) I < (1- Si)nX"(-p)1+

+ C(-p)` 6j, oú
s1
=

2
r et s2 =

	

2
M

.

Les inégalités cherchées seront alors obtenues en choisissant co = (1-1).
En effet, puisque nous avons choisi N(-p) - 1 et que les termes

X'(-p) 19 sont tels que, dans 61, 0 < n(1- 2-) et dans 62, 0 < n(1-M),
on a

(-P)IN (X« (
-P)a) I :5 aX`IIN(X)I(-p)13+1 + (1 - si)nX`(-p)O .

Considérons donc le terme aXa-11N(X) I (-p)13+1 d
e1'inégalité ci dessus .

Il est majoré par CiX`1(-p)R+1 oú Cl est une constante qui ne dépend
que de la base B, p, r et des fonctions XI et

X2 .
Si on écrit

Xa-I(-P)0+1
= [Xa (-P)0] 1 .

le terme entre crochets est inférieur á 6i. En utilisant 1'inégalité Ci >_
il vient

et comme a est inférieur á n, pour achever la démonstratiori, il sufñt de
montrer que (sauf dans le cas a = 0 qui correspond au terme (-P) '(I-sa)
on a toujours a + ,0 >- n. Or, a + ,0 est soit égal á n, soit n+ ,22

-
,y1,

soit á z - 2 + n, soit á n+ 2(1 - -1) (dans le cas des sommes doubles
on considére X = IG(-Y)I~IIG(áp)I ou X =

	

(X2) j), et comme
m<Met?<1,onabien a+0>n.
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et,

Proposition 4.
Dans la óoule B(xo, r), on a les inégalités suivantes:

(i) (-p)IL1 6 11 2 < 62+1/n ;

(ii) (-p)IL2C1I 2 <
C5i+1/n

(iii) (-p)IL26212 C ~2
+1/n

Pour vérifier ces inégalités, établissons tout d'abord deux lemmes :

Lemme 2.
Soient a, ,i, A, B, et N des réels positifs vérifiant no¿ > 1,

á - Á + 1 >_ 0 et B - P- > -Ñ( á - +_ 1) . Soit f une fonction
positive telle que fna soit de classe C 1 . Posons F = fn«(-p)n(1-P) .

Alors pour tout champ tangent L, en tout point oú (-p) < 1, on a:

(-p) ILFI
2 < n2a2 [F + ILf I

nA
( -p)

n(1-B)
+

(-p)n(1-2/N) 2+1/n

Démonstration: I LFI2 = Inafna-1 Lf(-p)n( 1 -Q) 12 . Comme

__2
___1 2

	

na

	

n(1-A) 2 °

	

?

	

-2n(1-A)
( .f

	

)

	

=
[f(

-p)

	

,

	

(-p) °

	

°

c'est-á-dire,

2

ILf
12
= [I

Lf InA(-p)n(1-B)]
~

(-p) "

on a done, en posant G = F + ILfInA (-p)n(1-a) + (-p)n(1-2/N)

Comme

	

- Á +1 > 0, on a Gñ(á-á+t) >

	

~+1)(1-2n .

	

) ce qui
donne 1'inégalité cherchée dés que

l+á-Á+

	

-2a > Cá-Á+1~
C
1-

Ñ/ ,

ce qui est la condition supposée .



Lemme 3 .
Soient a, ,3, A, B, A' et B' des réels positifs vériftiant les relations

no, > 1 nl > 1 ?

	

2 + 1 = ? - ? + 1 = 0 et E = B =
B-~

	

Soient
>

	

> a - .4

	

P

	

T

	

a

	

A

	

Ai .

f et g deux fonctions positives telles que fna et g"3 soient de classe C 1 .
Posons F = fnagnP(_p)n(1-P) . Alors pour tout champ tangent L, en
tout point oú (-p) < 1, on a:

(-p) I LFI2
< 2n2 (a2 + P2) x

Démonstration : On a

Le résultat est donc trivial si 1'une des deux fonctions f ou g s'annule.
Supposons done qu'elles ne s'annulent pas . On a alors d'une part,

g2nflf2na-2 = (fnagnl(-p)n(1-P)\ 2	° g-2n(

2
ILf1

2 = ( ILf
inAgnB(_p)n(1-B)1 -r. g- 2n (

-P)

	

2+2,
28

ce qui donne
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x [F+ IL,finAgnB(_p)n(1-B) +
fnA'ILginB'(-P)n(1-B')12+

�

(-P)ILFI2 <n2 a
2f2na-2g2nfi(_P)2n(1-P)+1 ILf12+

+n2o2f2nag2nP-2(_P)2n(1-0)+1 ILg 12 .

333

2
f2na-2g2nP(_P)2n(1-o)+1

ILfI? = F2 ? [ILf InAgnB(-p)n(1_

	

-B)J ña
na

car 1 - á + 1 = 0 et ~ - 12 = 0, et, d'autre part,

f2nag2nP-2 = ~fnagnP(_P)n(1-P)\
2

	

f-~-(-P)-2n(1-P)+~-2
I

2

ILg12 = (fnA'ILgjns'(_P)n(1-B')1-" f-2.4'
(_P)2 é

ce qui en utilisant les relations p - B, + 1 = 0 et P = é, donne á son
tour

2
f2nag2nP-2ILgI2(_p)2n(1-Q)-H1

- F2-2

	

-[fnA'ILgInIV(_P)n(1-B')1

Ceci achéve la démonstration du lemme 3 car Á-~ = 2-Q
.
_ -ln .
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Démonstration de la, proposition 4 :
Par définition, les fonctions 651 et 62 sont des sommes de termes de

la forme
IIC(^/)ja l£(aP)I 6 (-P) c et I£(7)~al£(X2)jb(-P)° .

Nous montrerons donc que, pour chacun des termes X composant
la somme 651 et chacun des termes Y composant la somme 65 2 , on a
(-P) IL1 X12

	

Ci+1/n , (-P) I L2X 12

	

C2+1/,t et (-p) I L2Yj2<32+1/n .

Pour cela, nous utiliserons, suivant la forme de X ou de Y, le lemme 2
ou le lemme 3 . Les majorants obtenus sont de la forme (somme de trois
termes) 2+1/n . Le premier de ces termes est X ou Y lui méme (donc
<_ Ci) et, dans les trois premiers cas, le dernier est une puissance de
(-p) intervenant dans Ci (donc <_ Ci) . Nous montrerons que, suivant
les cas, les termes manquants sont, soit une composante de Ci, soit
majorés par une puissance adéquate de (-p) .
Premier cas .

ou

X = I~C(ap)I2n/k(-P)n(1-2/k),

X' = IC(X2)I2n/k(-P)n(1-2/k),

pour G E W1 .

Soit L = L1 ou L2 . Appliquons le lernrne 2 avec ; les paramétres
a=/3=2/k, A=B=2/(k+1) et N=-rn. Ilvient

(-P)ILXI
2
< (X + IL£(ap)I ~(-P)n(1 ~) + (-P

)n(1- ,)12_

	

+ñ

Examinons le second terme de la parentllése . Si k < m - 1, (L, G) E W1
et ce terme est un des termes composant la somme 61 . Si k - m - 1, il
est majoré, á une constante prés, par (-p)n(1-2/,.`) .
La démonstration pour X' est strictement la méme que celle pour X

en remplagant C(¿9p) par £(X2) .
Ceci achéve la preuve de (i) et (ii) . Nous dérnontrons rnaintenant (iii) .
Deuxiéme cas . Y = IG(ap)I 2n/12 (_p)n(1-2/c) ou Y' = I¿(X2)I2n/l2

(-P)n(1-2/c) pour G E W2.

Appliquons le lemme 2 avec L = L2 et avec les paramétres a = z,
(

	

) A=2 B =?(m-¡ 1 ) et N = M . Il viente - 12

	

m,

	

12+1

	

12+1

	

m

(-P)IL2YI2<(Y+IL2G(ap)ITi+'1z+i(
11

	

2))+(-P)'~(1_Uj)2+,
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Examinons le second termo de la parenthése. Si 12 < M(r

	

) - 1,
(L2, G) E W2 et c((L2, G)) _

	

12+1 ~,
M_t1

	

et ce termo est une; composante
de 62 . Si 12 > M( mM11 ) - 1, il est majoré, á une constante prés par
(-P)n(1-2/M) .

ou

La démonstration pour Y' est strictement la méme que celle pour Y.
UOlsR-me cas .

Y = IIC(X2)Ir(-P)n(1 r+, ., va)

pour G E Wo .
Appliquons le lemme 2 avec L = L2 et avec les pararnétres a = ¿ ,

,Q =

	

+ 2 - 1-, A = 2, B = 2(~2('-") etN =Menremarquant que1 M r

	

as.-ras,

-á+1 =11et

	

-P=-M .Ilvient

2+ ;~

( - P)IL2YI2	(Y+IL2G(ap)I 2r~(-P)
n (~ -2 (

	

))+(-P)*.,(1-

	

)~

Examinons le deuxiéme termo de la parenthése. Si 11 < m(1 - M) alors
(L2, G) E W2, 12«L2,£» = 1, c((L2, G)) et ce termo est une
composante de C2 . Si 11 >_ m(1 - M), il est majoré, á une constante
prés, par (-p)n(1-2/M)
La démonstration pour Y' est strictement la mérase que pour Y.

_

	

zas

	

n

	

1 _ _?

	

_
Quatriéme cas . Y = I G(-y) 112 (-P)

	

`2^' ), pour G E W,,

Appliquons le lemme 2 avec L = L2 et avec; les pararnétres cx = ~z,
- c2 ° A = ~2+I' B = 1tZ+1)n~ et N = M. Il vient

(-P)IL2Y12
;!5

(Y+1L21E(_Y)I`2+1(-P)n(i
(12+1),n)+(-P)n(1 xf)1

Examinons le deuxiéme termo de la parenthése. Si 12 < M - 1, (L2, L) E
Wn et ce termo est une composante de 62 . Si l2 > M - 1, il est majoré,
á une constante préS, par (-P»-(1-21M) .

Cinquiéme cas .

ou

Y

	

(-P)'t

	

1112+12 )
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_ znt,

	

zn

	

z
Y' = ¡ , ( -Y) 1 1112+`2

	

(X2)

	

1 1 12+`2 (-P) 1112+12

pourGEW4et£EW3
Posons D = 1,12 + 12, D' = 11 (1 2 + 1) + 12, et appliquons cette fois-

ei le lernme 3 avec L = L2 et avec les paramétres oz = 211,

	

_ 2 ,
D

	

- D
A = ~ , B = ó, , A' = D" et B` = D+1r . Il vient

(-P) I
L2YI2

	

{Y+ ¡, ('Y)1
z

	

I L2G(aP) 1'5-+-, (-p)� (1

	

-+i)+

+ IL2G(7)I2o I£ (aP)I-D2"

	

27(-P)'°(1--D7 )l
2+

Examinons tout d'abord le deuxiéme termo de la parentliése . Si
12 + 1 < M(nM ), (L 2 , G) E W3 et ce terme est une des composantes
de 67.2 . Supposons done 12 + 1 >_ M(mna 1 , ) et posons D" = D + 1 .
Dans ce cas, ce terme est majoré, á une constante prés, par
U = IG(,,)I2n1,/D"(_p)n(1-2/D") . Or, dans 62 apparait le terme
T = I~E(-Y)I 2n/i2 (_p) n(1-2/f2m) . Comparons done U á T

U = T%4" (-p)

Or, 62 > (-P)"(1-2/M) et, par suite,

(D"-2+ 2~ -i21,
)

U G 07 22

quantité qui est inférieure á 672 car

(M-2)12 1 1 +M(D"-2+ 211 -12 11 =
m

=MD" - 2(1211+M(
11

	

> ( M - 2)D"
m

	

- .

d'aprés 1'hypothése faite sur 12 .
Le deuxiérne terme est done toujours majoré, á une constante prés,

par G2 .
Examinons main_tenant le troisiéme terme de la parenthése . Si

12 G
M - 1 , (L2, G) E Wn et ce terme est une des composantes de 672 .

Supposons done l2 Il est alors rnajoré, á üne constante prés,
par U = IG(ap)I2n/D'(_p)n(1-2/D') . Nous sommes obligés maintenant
de séparer deux cas suivant les valeurs de 12(G) = 12 .
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Tout d'abord, si 12 > 0, alors G E W2 et, dans 62 apparait le terme

avec c = ~. Comparons U h T

T = IG(aP))r(-P)~,(1 ~)

+

	

) - C7,I2p'_lz_zU=TD

Or, 62 > (-p)n(1-2/M), et par suite

Comparons U á T

D'M-2 l2+ l lm

U <
62

	

D (M-2)

quantité qui est inférieure á C2 car l2 + 1 > -M
..~ implique D' > 12 +Ml) .

Supposons maintenant 12 = 0 . Alors G E Wo et, dans la somme
composant C2, apparait le terme

Comme 62 > (-P)zl(1-2/M) et comnle l2 > ~-1 inlplique l2-~+M> 0,
on a

M(12+1)-2*
U < C2(r2+MM-2)

quantité qui est inférieure á 62 car

	

<_ 12 + 1 . La démonstration pour
Y' se fait de fagon identique en remplagant C(Op) par C(X2) .

3. Fin de la démonstration de la formule (**) .
Nous supposons tout d'abord que 0 est á coefficients C°" dans S2 .
Comme nous Pavons déjá dit, nous allons appliquer la formule de

Stokes sur 9 ce qui fera apparaitre des dérivées (les fonctions C i . Le
contróle des dérivées normales obtenu dans la proposition 3 nous amérle
á considérer le domaine 52' = S2\Q2E , oú 52,, = {P < -77},' et 0 < e < 1
sera fixé ulérieurement .
Pour démontrer la formule (**), il nous faut majorer 1'intégrale

¡2Bn(gpAúPA(w1nw1+w2nw2)
I=

1

+ I
.

i 2BnáPAúP/\w,nw1



338

Soit cp E C,(C 3 ), 0 <_ cp < 1, telle quc ep - 1 dans S2\9 E , Supp(cp) C
Sf et 1OWI < C/E . Appliquons la formule de Stokes á la forme epw oú

Z20 n áp n (w1 n W1 + wz n w2) + (-P b i20 n Up n w1 n w1
C7i/n

	

)

	

C2/n

Puisque tii/n > (-p) 1-1/M , w est nulle sur (99 et il vient

Comme CA Z >_ En-zn/tit dans 9, on a Iwl <_ ~(-p)IB) dans cet ouvert,
et le sc;cond menlbre d<; .(4) est ma,joré c;n module; par

En %crivant S2 = (S2\S2 E )US2 E dans les intégrales de I, (4) et Supp(cp) C
n' montrent que I est majorée par

n
I<~

k=1

oú les Ik sont donnés par :

~ine"
~
~P) (aV, n B n áp n (w 1 n w1 + wz n wz ) I+
1

Is = ~

	

0(_P) le n 8p n 8(w1 n Ci1 + wz n (Dz) I+~,

	

C 1/

+ O(-P) IB n 8p n 8(w1 n w 1 ) I,

h=

+
~1P) 18~ n B n 8p n wz n ¿V2

z

C~1 P) IBnBc~pn(w 1 n w, +wz nwz)I+
1

+C( 1/P ) IBnBbpnw1 nWZI,
z

C2/n

PI-I . CHARPCNTII:It, Y . DUPAIN

19
cp8w = -

fo
(9w nw.

C '

Ez J~(-P)IBI-

Ik + 2~(-P) 1PI,E

n
1, ~1+1/n I aC1 n B n áp n (w1 n w1 + W2 n wz) I+

1

1

	

"(-P) ja62 n 8 n áp n w1 n w11 .
7L

	

C-5 1+1/n2
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Nous allons done majorer séparément chacune de ces intégrales .
étant identiquement nulle á 1'extérieur de B(zo, r), il suffit de considérer
comme domaine d'intégration Q'nB(zo, r) ce qui nous permet d'utiliser
les propriétés de CI et 6 2 établies au paragraphe précédent .

a) Majoration de II :

Par définition de 0, Do - 0 sur B(zo, 2r/3), et, d'aprés la proposition
1, 00 =~ 0 implique C1 >_ 1 et 62 >_ 1 . h est done majorée, á une
constante ne dépendant que de la base 8 choisie, de r et de 0 par

b) Majoration de 12 :

II ;:S

fo
(-p)IBI .

Développons ááp sur la base de formes associée á (N, LI, L2)

2

	

2

ááp=aápnáp+~biwi náp+~ciapAW¡+dwl nw2+ew2 AWI
-I

	

i-I

+ ap ([LI , Lj]) wI n w, + ap ([L2, L2]) w2 nW2 .

Les termes en wi n w;, i :~ j, ne donnant aucune contribution á 12,
considérons les autres .

bI) Contribution du terme aap n áp :

Ci/n étant supérieur á (-p),

I(-p)aOADpAipAwj nw;I
Ci/n

	

< CIe A ap A apl ,

oú C est une constante ne dépendant que de 13 et r. La contribution
ces termes a 12 est done majorée par C f(-p) 101 gráce i la condition
Malliavin (2) .

b2) Contribution des termes biwi A áp :

Les termes blwl A ap et b2w2 A ap interviennent dans 0 A áap A (w1 n
(Di + w2 n W2) et b2w2 n áp intervient dans 0 A ááp A wI A ¿Di . 11 nous faut
done majorer

.
( I

P) (Ib,0Aw2nw2AWIAepl+Ib29AWIAWIAw2Aúpl),
I

de
de
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~sz

	

~(I/P) Ib2B A wl

	

wl

	

w2

	

8pi.
2

Or, puisque 0 est un courant positif, ¡0 A wj A wj est aussi positif, et
1'inégalité de Cauchy-Schwarz donne, pour toute constante KI > 0

IB Aw2 Aw2 Aw1 Aapl

C 1 /n
1 IBAw2Aw2AepAapl

+K1IOAw2Aw2Aw1Awli,
Kl

	

C2/n

le A wl Awl A w2 A 8pl

1 IOAwjAcwiAapAápl
+K1J9Aw1AwlAw2Aw2l .

Kl C2/n

En utilisant le fait que C?/ ~` > (-p) C1 /n , .nous voyons que la contribu-
tion de ces termes á 12 est inférieure á

C{
1 ~~ I0A8pAapA(w1AW1+w2AW2)I

Kl .

	

6
l/
1
n

	

+1
+ I0AapAOpAw1Aw11

	

+KI
J

0(-P)lel },
2

oú la constante C ne dépend que des bi et (le r, c'est-á-dire du choix de
la base 13 et de r .

bs) Contribution des termes ciapALJj :
Ces termes se traitent exactement de la méme maniére que les . précé-

dents .

b4) Contribution des termes áp([Li, L1])w1 Awl et 0p([L2, L2])w2 Aw2 :

D'aprés la proposition 1, Ci/n ?(9p([L1,L1])I + láp([L2,L2])I, et
(32/n ? lap([L2,L2]) I . La contribution de ces termes est donc rrlajorée
par C ./', (-P) I0I .



Majoration finale de 12 :

En regroupant tous ces termes, nous obtenons

e) Majoration de 13 :
Comme dans le deuxiéme cas, développons C9(wi AWi) sur la base de

formes associée á (N, L I, L2)

a(wiA(GJi) = awiAwi-wiAC9(Di = EajapAWjAWi+
j

	

j,k
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,Wi AapAwj +

I2 ; KII+(K,+1)st(-081 .

et, seulement pour 1'indice i = 1 dans

djwiAapAwj+ewiAapAap+y fijwiAWjAWj .

Les termes oú apparait ap donnent une contribution nulle .

cl) Contribution des termes ajap Awj A (Di et cjwi Aap Awj :

étant supérieur á (-p),

j(-p)aj0AapAapAwj ACJil

et, Comme dans le cas bl), en utilisant la condition de Malliavin (2), la
contribution de ces termes á 1'intégrale 13 est majorée par Cfp (-p)181 .

La contribution des termes du second type se inajore de la méme
maniére .

c2) Contribution des termes bj,kwj Awk AWi :

Ces termes interviennent pour les indices i = 1 et i = 2 dares

B A ap A á(wj Awl + w2 A w2)

C~i/n

10ABpAa(Wr Awr)~

CHI/n2

< CIB A ap A apl,

bj,kWj AWk AWi+
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Il faut done dans le premier cas considérer w1 n Wl n w2 et w2 n W2 n w1
et, daris le second, seulement wl n Wl n w2 . Nous devons done majorer

Ib129nápnwlnwlnw21 Ib2renápnw2nw2nwil
C~/n,	Ci/n,

Ib120 n áp A wl n wl n w21

ce qui donne le méme résultat que dans le cas b2) ci-dessus .

c3) Contribution des termes a2jwi Awj n(Dj :
Ces termes apparaissent pour les indices i = 1 et i = 2 dans la forme

relativo á C1 et conduisent 11 majorer les rnérrle termes (aux coefñcients
a¡j prcs) que dans les cas c2) et b2) ci-dessus .

Par contre, dans la forme relative á 62 intervennt (pour i = 1) la forme
a12w1 n w2 n w2 . La majoration de ce termo nécessite un traitement
différent : contrairement aux autres cas, 1'application de 1'inégalité de
Cauchy-Schwarz fait apparaitre 8 n áp n Dp nw2 A ¿V2 avec le poids 62

2/n

au lieu de 61
2/n et il faut faire intervenir une relation liant 61, 62 et

a12 (Jusqu'á présent, la seule propriété des coefcients utilisée était qu'ils
sont uniformernent bornés dans B(zo, r) par une constante ne dépendant
que de la base B et de r) . Nous allons done utiliser la valeur précise de
012 :

Lemme 4.
Le coefjicientt -a12 est égal au conjugué du coefficient ,y de L1 dans la

décomposition de [L2, L2] sur la base (N, N, L1, L1 ) L2, L2)

Dérnonstration : En effet, -a12w1 nw2 n(D2 provient du développement
de w1 n ¿9¡D l. , et done -a12 = d;) 1(L2, L2) . Par suite

-012 = L2(Wl(L2)) - L2(wl(L2)) - Wl ([L2, L2]) = -wl ([L2, L2]),

ce qui inontre que [L2, L2]

	

=

	

a12L1 + bLl	rnodulo (L2, L2, N, N),
et comme le: conjugué de-; [L2, L2] est égal ti son opposé, le lemme en
résulte .

Nous somnles done amenés á majorer

1yOAápAwlnw2nw21



il vient done :

et

On a
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0 étant positif, utilisons 1'inégalité de Cauchy-Schwar corrlme en b2) :
pour toute constante K > 0,

150ADpAw 1 A w2 A w2 1

1 171 2 1BAapAbpAw2Aw21
K

	

r2/7L

	

+KIB n w1 n w1
V 2

Or, nous avons vu a la proposition 2 que

1 10AOpAOPAw2Aw21 ¡

1

Majoration firlale de 13 :

En regrouparlt les différentes majorations nous obtenorls :

(8)

	

13 <

	

z I + (K2 + 1)

	

(-P)IH1 .

d) Majoration de h:

N C~
141	010AapAúpA(wlnjl+w2nw2)1( C1+1(/n

r)1

142 =
J

	

010 A ap A D7P Aw1 A w1I (-P 1+1/n

	

) I

91

	

61+1/~~,
z

z 1
(-P) C,2 1/n C

2

	

1

150 A Op Awl n w2 nw21
sr ,	ti1/n

s
h<

n1YIñ,j=1

L C
010 A áp Aw1 A w2 AW21

	

~1+1
¡n 1) ,

1

144 =f 010AepAw 1 A w1 Aw 2 1(-
P)I Lz(c1 ) 1
61+1/n '

1

nw2 n w2 I .
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Majorons séparément ces intégrales .

Les intégrales I,i et 1,21 sont done majorées par n(co + CE21M)I .

d2) Utilisons á nouveau 1'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le courant
positif iB n wi n wj

La proposition 4 disant que

dl) D'aprés la proposition 3,

I<

Ptl . CHARPENTIM, Y. DuPAIN

Iñ =

	

V)IOA8pAw1 Awl Aw2I (-P)IL2(62)I .
sz,

	

t+1/n
62

(-P)IN(61)I <_ n(co+C(-P)2/,)C1
et (-p)IN(c2)I :5 n(co+C(-P)21M)C2 .

z
I0AOPAwi Aw; Aw;I IC~~~)I < KI0AOPAaapAw; nw;I l 6k+~ l

+KIOAw;Aw;AwiA(Di1 .

IL2( 612)1 2 1

	

ILi(6 1)1 2 1
(-P)

	

C2+2/n

	

-
CCl/n,

et, (-P)
62+2/n

	

` C1/n

chacune des trois derniéres intégrales I,¡ est ma.jorée (a une constante
pr<;s ne dépendant que; de 13, r et M) par

Majoration finale de 14 :

Kj
. (-P)IBI + KI.

En regroupant les différentes majoration des I4 il vient :

14 < (CO+CE21M+x3
) I+C(K3+1)~~(-P)I0I .

Fin de la démonstration de la formule (**) :
En regroupant les inégalités (5), (6), (7), (8) et (9), il vient :

33 C
+ CC21M

l
I +

(C
+ C E(Ki + 1)) ~ (-P)IBI,
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et, pour conclure il suffit de choisir les Ki assez grands et e assez petit
3

K. + CC21M) soit strictement plus petit que 1 .de sorte que (co +
-r

Pour terminer complétement la démonstration de 1'inégalité (**), il
ne nous reste plus qu'á régulariser le courant positif formé 0 . Or ceci
se fait simplement par convolution avec une suite régularisante, puis on
applique le résultat que nous venons de démontrer dans 52,� 0 > 0, au
courant régularisé, et, en faisant tendre n vers zéro, on conclut car la
constante intervenant dans (**) pour les courants réguliers ne,dépend
clairement pas de 77 .

V. Lien avec le multitype de D. Catlin

Dans ce paragraplie, nous supposerons que 9 est pseudoconvexo .
Dans [3], D . Catlin introduit le multitype d'un point du bord d'un

domaine pseudo-convexo borné régulier de C" . En particulier, il mon-
tre que si zo E (99 il existe une base BO

	

= (L°, L°) du plan tangent
complexe au voisinage de zo tel que le multitype de zo est donné par la
non annulation (le dérivées de la forme Cr3,, (ap)(zo) . Dans ce paragraplie,
nous allons donner une estimation des fonctions poids S(L°,13o, M) (z) et
S(L°, Cio, M) (z) lorsque le point z tend vers zo en restant sur la normale
á áS2 en zo .
Nous notons (1,A2, A3) le multitype de zo, et supposons A3 < +oo .
Rappelons que, si (Zr, Z2, Z3) est un systéme de coordonnées au voisi-

nage de zo, oú Z, est porté par la normale en zo , D . Catlin définit
dans [3], pour A = (p, r, 42, 7,13) et t > 0, 1'ensemble M(t, A) des germes

3-. al + 3--
de fonctions C°° au voisinage; de zo telles que ) ,

	

< t entraine

D"DOf= 0.

En utilisant le fait que si f E JVl (t, A),

/,ti

a.f
EM(t-1,A)et

af
E .M(t-1,A),

cizk !Lk ázk Pk

D. Catlin montre ([3, corollaire 3.4 p . 541]) qú'il existe un systérne de
coordonnées pour lequel, pour toute liste C E W(B), f E M(t, A) en-
traine C( .f) E M(t, - 1- - -?-,A) et pour lequel (corollaire 3 .5 p .

	

541)Wz 113

C(áp) E M(1 - á -

	

, (1,A2,4» (remarquons que nous ne pouvons
déduire ce résultat directement de 1'égalité entre le mulitype et le multi-
type commutateur car dans ce dernier les listes sont ordonnées) .
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Nous en déduisons que pour toute liste G de W, C(,9p)(zo) = 0, et,
dans un voisinage de zo, j£(óp)(z)j :5 Iz - zol . Si z se déplace sur la
normale en zo, on a donc j£(áp)(z)j ;~-: (-p) . Alors

S(13o , az) est équivalent á (-p) r

	

7,

S(L°,13o , Az, A3) est équivalent á (-p)
r

	, si A3 < 2,\2 .

Nous allons rnontrer que ce dernier résultat est encore vrai si A3 > 2A2 .

Dans ce cas, 1'ensemble des listes W4 est non vide et il faut alors estimer
,C(-y) . Pour simplifier les notations, nous posons, pour la suite, L° = L1,
et L° = L2-2

Si y E M(_

	

áz - ái ,A), d'aprés le corollaire 3.4 de [3] et la définition
(le; C(-V),

1 d'2
£ (-Y) E M

( \2

	

1\ 3

	

A)

Or, pour G dans W4 (L2, Bo, A2, A3), i2

	

<

	

et

	

\2
- á

	

> 0.

	

Il

s'ensuit donc que C(-y)(zo) = 0 et S(L2,13, .\3, 4) est bien équivalent

Il reste: donc a démontrer, que y E .M (áz -
á3

, A) .

Supposoris d'abord A2 > 2. Considérons le boundary system (défini
dans [3, p. 536]) 132 = {P,Pz,Ll} . En utilisant le fait que L2p2 -0 (par
définition de L2), nous obtenons

(gPz ([Lz, Lz]) = yLlP2 +
ex(9f) ([Lz, Lz]) ,

oú a est une fonction C°° . Lrp2 étant par définition non nul en zo, est
inversible dans un voisinage de zo et

y = faP2 ([L2, Lz]) + g8p([Lz, L2l),

oir f et g sont des fonctions C°° .
Vérifions inaintenant que M([Lz,L2]) E M(áz - 2,A) : corrime le

multitype est égal au conrrnutateur multitype, p E .M(1,A), et nous pou-
vons appliquer la proposition 3.6 de [3, p.542] . 11 s'ensuit que
P2 E M(-~, A) (daos les notations de D. Catlin, . Pz = r2). Si nous
appliquons de rrouveau le corollaire 3.5 de [3] ti la liste (L2, L2), on ob-
tient le résultat .

Il nous reste á rerrrarquer que áp([L2, L2]) E M(á2 - -!-,A) .

	

Or,
1\ 3

d'aprés le corollaire 3.5 de [3], áp([L2, L2]) E .M(1- a, A), ce qui acbéve3
la dérnonstration du cas A2 > 2.
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Considérons maintenant le cas A2 = 2. Nous utiliserons la propriété
suivante ([3, lemme 3.1 p . 538]) : si f E .M(t1, A) et g E M(t2, A) alors
fg E M(t1 +t2,A) .

Ecrivons

[L2, L2] _

	

el
a
ázZ

+ di
a
Ózi ,

(zi) étant la base de coordonnées dans laquelle les corollaires 3.4 et 3.5
de [3] sont vérifiés . La démonstration du corollaire 3.5 de [3, p . 542]
montre que ci et di sont dans .M (á; - 23 , A) .

Considérons maintenant le crochet L = [[L2, L2], L1]. On a dono

En remarquant que les fonctions zk et zk sont dans .M(ák , A) , et en
utilisant le corollaire 3.5 de [3], on obtient que, si on écrit

les fonctions Pk sont dansM(1 - áz , A) .

Estimons alors le coefficient de áz ; dares L c'est-5,-dire -Llci .
ci E M(á: -

	

i , A) et, d'aprbs le corollaire 3.4 de [3], L1ci E M(,-
2 I

d'oú

L1 - I: Nk4zk ,

Puisque áE JVl(1 - á;,A), .ore a done ¿9p(L) E M(2 - -!,A) .
1\3

D'autre part,

[L2, L2] = 1'L, - 7L1 + ap([L2, L2]PmN + aL2 + bL2,

[[L2, L2] L1] = 7[L1, L1] - (L17)L1 + (L17)L1 - L1(9p([L2, L2]))3mN

+ ap([L2, L2])[3mN, LI] + (Lla)L2 + a[L2, L1] + (L1b)L2 + b[L2, L1],

d'oú,

,9p(L) =7ap(]L1,L1])+Li(9p([L2,L2]))+e&p([L2,L2])+a,9p([L2,L1]),

oú e est une fonction C°° .
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D'aprés les corollaires 3.4 et 3.5 de [3],

aP([L2, L2]) E M
C1
-
-

A I , DP([L2, LI]) E M
C1
- - -

-,
A

A3

	

A3

	

l ,

LI(ap([L2, L2])) E M
C1
- 2 -

-' A/

et comme ap(L) est aussi dans M(2 --!,A), du fait que ap(LI,,

	

L1])(zo)
0, il résulte que ,y est aussi dans M(-!

	

A) , ce qui achéve la
démonstration .

Estimation de S(L2, Bo, M) .
S(Bo,M) et S(L°, Bo,m, M) sont supérieurs a (-p)1-2

1M, done, si M
est inférieur á A2, S(L°, Bo,M) est supérieur á (-P).I-2/A2 .

Si M est strictement supérieur á I\2, toutes les listes G de longucur
A2 telles que 12 (G) = 0 appartiennent á W2(L°, BO) et, par définition de
A2 il en existe une telle que C(o9p)(zo) =,A 0 . D'oii S(L°, Bo,m, M) >
(-P)I-2/a2 . La méme liste appartient á W1(Bo, M) et on a S(Bo, M)
(_P)1-2/1\2 .

En résumé : si M est supérieur á A2 (c'est-á-dire le type de Kohn du
point zo), lorsque z tend vers zo en restant sur la normale en zo,

S(LO, Bo, M) = (-P)1-2/1\2 .

Estirnation de S(L2, Bo,M) .

Nous avons vu que S(LO, BO, A2, A3) est équivalent lr (_P)1-2/ \- et que
S(L2,BO , m, M) est supérieur á (-p) 1-21M . Ainsi:

Pour M>. A3, lorsque z tend vers zo en restant sur la normale en zo,
S(LO, BO, M) vérifie la double inégalité :

2
(-P)1_M < S(L, Bo, M) :5 (-p)'-2
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