GENERALIZACION SOBRE MODULOS DEIL TEOREMA DE
HAHN-BANACH Y SUS APLICACIONES

POR
BALTASAR R.-SALINAS

A D. JOSE M.» ORTS con wotivo de
Su 70 aniversario.

INTRODUCCION

El interesante trabajo de BANACH-TARSKI sobre la descomposi-
cién de conjuntos de puntos en partes respectivamente congruentes
[4] se basa principalmente en un resultado anterior de BANAcH [2]
y en otro de HAUSDORFF [10] ; el primero de éstos para probar la
imposibilidad de la descomposicién finita en la recta y en el plano,
y el segundo en la parte relativa a la posibilidad de la descomposi-
cién. Siguiendo la orientacién de HAUSDORFF ha habido posteriores
contribuciones importantes (!). No ocurre lo mismo, que sepamos
nosotros, en la parte concerniente a la imposibilidad de la descompo-
sicién. Esta cuestién conduce de manera natural a una generaliza-
cién sobre médulos del teorema de HAHN-BANACH. Se ve en seguida,
en virtud de los teoremas de HAUSDORFF y de BANACH-TARSKI so-
bre descomposicién finita de conjuntos, que tal generalizacion plantea-
da convenientemente no serd siempre posible, pero aqui precisamente
radica un mayor interés en el estudio de esta cuestién para decidir
cuiando es vilida o no dicha generalizacién.

Este trabajo consta de tres partes. En §1 hacemos un estudio
sobre la prolongacién de funciones aditivas en grupos aditivos. En
§2 obtenemos varios resultados sobre la generalizacién para médu-
los del teorema de HAHN-BANACH. Finalmente, en §3 aplicamos
estos resultados al problema de la extension (o del contemido). Este
problema consiste en lo siguiente :

(1) Recordamos los trabajos de H. HADWIGER, M. R. ROBINSON y W.
SIERPINSKI.
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Sea E un conjunto no vacio, G un grupo de permutaciones de E
que supondremos opera a la derecha, §, un anillo de BOOLE de sub-
conjuntos de E invariante por G: §G = &, y po una extensién
sobre &, compatible con G, es decir, una funcién real de conjunto,
no negativa y finitamente aditiva sobre §, y tal que

1o (S0) = 1 (S)k(0)

para Se§; y oeG, siendo £ una funcién real definida sobre G. En-
tonces se trata de averiguar si existe una extensién u, prolongacién
de po, definida sobre la clase & de todas las partes de los conjuntos
S € &, y compatible con G. Aqui demostramos que esta extensién
« ultracompleta» existe siempre que G sea un grupo accesible, con-
cepto que introducimos valiéndonos de ciertas series normales y
que comprende los casos de que G sea resoluble o finito.

El problema precedente se plantea, entre otras partes, en el Célcu-
lo de Probabilidades cuando se pretende encontrar una funcién de
probabilidad, finitamente aditiva, definida sobre la clase de todos
los subconjuntos de E e invariante por un grupo G de permutacio-
nes de E: k= 1.

Concluimos esta introduccién haciendo notar que este trabajo
pone de manifiesto que, como era de esperar, la demostracién anali-
tica del teorema de HAHN-BANACH es apta de una mejora a la que
dificilmente podri llegar la demostracién sintética (2).

§ 1. TEOREMAS FUNDAMENTALES DE PROLONGACION DE
FUNCIONES ADITIVAS.

DEFINICION 1. Dado un conjunto X divemos que f es una fun-
cién aditiva en X si X es un grupo aditivo (commutativo) y f es una
funcién real finita, definida sobre un subgrupo Y de X y que satisface

(1.1) fx +9) = f(x) + f)

para todo par (X, y) de elementos de Y.

Para expresar abreviadamente que Y es el dominio de f escribive-
mos : Y = D(f).

(3) Véase, BOURBAKI [5], padg. 69; GROTHENDIECK [8], pig. 79 ¥y
KOTHE [11], pag. 189.
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DEFINICION 2. Dado un conjunto X diremos que p es una fun-
cién subaditiva sobre X si X es un grupo aditivo y p es una funcion
real finita, definida sobre X, que satisface

(1.2) plx +y) <p ) +p0)
para todo par (x, y) de elementos de X.

OBSERVACION 1. Si p < + oo es una funcién real, finita o no,
definida sobre un grupo aditivo X y que satisface (1.2) y p(0) >0,
se sigue que p es una funcion subaditiva sobre X.

* En efecto, siendo

p(x) = $(0) — p(— %)
>~ p(—2) > — oo
para cada x € X, resulta p finita.

OBSERVACION 2. Si p < -+ oo es una funcién real, finita o no,
definida sobre un grupo aditivo X y que satisface (1.2) y p(0) <0,
vesulta p = — oo.

En efecto, siendo p(0) < 0,

#(0) < $(0) + £(0)
y
plx) < p(¥) + £(0)

para cada x € X, resulta $(0) = — o y p(¥) = — o para cada xeX.

DEFINICION 3. Un conjunto no vacio P de funciones subaditivas
sobre X divemos que es un conjunto dirigido si para todo par (pi, pPa)
de funciones de P existe una funcion p < inf{p;, py} perteneciente a
P. En particular, divemos que P es un conjunto totalmente ordenado
st para todo par (pi, p2) de fumciones de P se tiene p; = inf {p;, ps}
parai=101i=2. En otras palabras, diremos que un conjunto P # O
de funciones subaditivas sobre X es dirigido (o totalmente ordenado) si
P es un conjunto dirigido (o totalmente ordenado) respecto de la rela-
cién de ordenacion parcial « >» definida en el conjunto de fumciones
reales sobre X.

PROPOSICION 1. Si P es un conjunto dirigido de funciones sub-
aditivas sobre X, la funcion real

(1.3) . p* =inf {p|pe P}

es una funcion subaditiva.
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DEMOSTRACION. En efecto, cualesquiera que sean los elementos x
e y de X y los nimeros reales 4 > p*(x) y u > p*(y), existen dos
funciones p; y p,, pertenecientes a P, que satisfacen

P1(¥) <Ay pa(y) <

De esto resulta, siendo P un conjunto dirigido, que existe una fun-
cién p <inf {p,, p,} perteneciente a P y, por consiguiente,

P +9) < plx +y) <pl¥) +p ()

< hix) + p2ly) <A+ p
para cada 1> p*(x) y p > p*(y). Por tanto,

p*x +y) < p*(x) + p*(y) (p* < + o)
para todo par (x, y) de elementos de X.

Basta aplicar ahora la observacién 1, teniendo presente que p* <

< + oo y p*(0) = inf {$(0)| pe P} > 0, para probar que p* es una
funcién subaditiva sobre X.

DEFINICION 4. Un conjunto P de funciones subaditivas sobre X
divemos que es un conjunto (2,) (sobre X) si para todo subconjunto
Po de P, totalmente ordenado, la funcién

(1.3) p* = inf {p|pe Po}

pertenece a P.

PRrROPOSICION 2. St f es una funcion real finita definida sobre un
subconjunto Y del grupo aditivo X, el conjunto de las funciones sub-
aditivas sobve X que satisfacen

p(x) = flx) (p(x) < (%)

para cada xeY es un conjunto (2,). En particular, los conjuntos total
y vacio de funciones subaditivas sobre X son conjuntos ().

DEMOSTRACION. Se sigue inmediatamente de la proposicién 1.

PRrROPOSICION 3. La interseccion N {P,| AeA} de una familia, vacia
0 no, de conjuntos (%;) sobre X es un conjunto (Z;).

DEMOSTRACION. Si la familia {P;|AeA} es vacia, la conclusién
resulta de la proposicién 2 puesto que entonces N {P;|AeA} es el con-
junto de todas las funciones subaditivas sobre X. En el caso que la



Generalizacién sobre médulos del teorema de Hahn-Banach 109

familia {P;|AeA} sea no vacia basta tener presente que si P, es un
subconjunto totalmente ordenado de P = N {P;|AeA}, la funcién

p* = inf {p| pe Py}
pertenece a cada P, y, por consiguiente, a P.

DEFINICION 5. S¢p es una funcion subaditiva sobre X y f es una
funcion aditiva en X, designaremos por f[p] a la funcion real q de-
finida asi :

(149 g =inf[ps+ ) —/6)] (¥ =D()
para cada x e X.

PROPOSICION 4. Si p es una funcién subaditiva sobre X y f es

una funcion aditiva en X tal que
f(x) < p(x)

para cada xeD(f), q=1[p] es una funcion subaditiva sobre X que
satisface

(1.5) fx) < qlx) ¥ glx) < p(x)
para xeD(f) y xeX, respectivamente.

DEMOSTRACION. En efecto, como cualesquiera que sean los ele-

mentos ¥ e y de X y los ndmeros 4 >¢(x) y g > ¢q(y), existen dos
elementos # y v de Y = D(f) que satisfacen

plx 4+ u) —flu) <Ay qlx+v) —fv) <,
tendremos
gx +9) <px +y +u+v) —flu+ )
< [px + u) — f(u)] + [p(x + v) — f(v)]
<i+4+u

y, por consiguiente,
9(x +y) < q(®) + q0).

De aqui resulta, segtin la observacién 1, que ¢ es una funcién sub-
aditiva sobre X por ser ¢ < 4 o y ¢(0) = inf [p(y) — f(3)] =0
(Y = D(f)). vy

Finalmente,

g(x) < p(x) — f(0) = p(x)
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para x e X y
ge) = inf [p(x +9) — 16)] (Y = D(f)
> inf [/(s + ) — /)]

= f(x)
para x e D(y).

OBSERVACION 3. St p(y)<{i(y) para algin y eD(f) resulta q=— oo,
segun la observacién 1, por ser q(0) < 0.

PROPOSICION 5. Sea p una funcién subaditiva sobre X y f una
funcién aditiva en X. Entonces, f[p] = p st y sélo si

(1.6) 10) = plx + 9) — p(x)
para cada xeX e yeD(f).

DEMOSTRACION. Evidentemente, si se verifica (1.6) resulta f[p]=
= p. Reciprocamente, si f[p] = p para xeX e yeD(f) tendremos

plx) < plx +y) — ()

plx + ) < plx) — H(—9)
= p(x) + fy)

y, por consiguiente,
o) = plx + y) — px)
para xeX e yeD(f).

Cororario 1. St f[p]l = p y g es la restriccion de f sobre un sub-
grupo de D(f) resulta glp] = p.

Cororario 2. Si f[p] = p ¥y p(0) = 0 resulta

(1.7) (x) = p(#)
para x eD(f), y
(1.8) p(x +y) = px) + p()

para xeX e yeD(f).

PROPOSICION 6. Sea p una funcion subaditiva sobre X y f una
funcion aditiva en X. Si f[p] = q resulta f{q] = q.
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DEMOSTRACION. Efectivamente, siendo
alx +3) — 1) = inf [l + y + 2 — @] — 1) (¥ = D()
=inf [p(x +y + 2) — [y + 2)]

z€Y
— inf [p(x + 2) — /(]
=q()
para cada xeX e yeD(f), en virtud de la proposicién 5 resulta f[g] =g.

PROPOSICION 7. Sean p y q funciones subaditivas sobre X y f
una funcion aditiva en X. Entonces f[p] = q st y sélo si :

1. q<p.

2. Para cada xeX y €¢> 0 existe un elemento y eD(f) tal que
(1.9) plx+y) <qglx+9) +e

3. flql =q.

DEMOSTRACION. Si f[p] = q las propiedades 1 y 3 se siguen de
las proposiciones 4 y 6. Ademas, como para cada xeX y ¢ > 0 existe
un yeD(f) tal que

plx +y) — fy) <qlx) + e,

teniendo presente 3 y aplicando la proposicién 6 resulta 2.
Reciprocamente, de las propiedades 1 y 3 se deduce

g = flg] < f[p].
Como por otra parte para cada xeX y &> 0 existe un elemento
yeD(f) tal que

plx+9) <glx+9) +e
por la propiedad 3 y la proposicién 6 tendremos
1p)x) < plx +y) —1ly) <gqlv) + ¢
y, por consiguiente, f[p] < ¢y f[p] =¢.

DEFINICION 6. Dado un conjunto P de funciones subaditivas so-
bre X y una funcion aditiva f en X, designamos por P(f) el conjunto
de las funciones peP tales que f[p]eP.

PRrROPOSICION 8. Sea P un conjunto de funciones subaditivas sobre
X y f una funcién aditiva en X. Si P* = P(f) resulta P*(f) = P*.
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DEMOSTRACION. Siendo P*(f) ¢ P*, bastard probar que P* ¢ P*(f).
Efectivamente, si peP* la funcién g = f[p]eP y como, segin la pro-
posicién 6, f[g] = g, tendremos geP* y, por tanto, peP*(f).

PrOPOSICION 9. Si P =n{P;|Aec A} es interseccion de una fa-
milia no vacia de conjuntos P, de funciones subaditivas sobre X resulta

(1.10) P(f) = ?AP;. -

DEMOSTRACION. La omitimos por no ofrecer dificultades.

PRrOPOSICION 10. St P es un conjunto (3) sobre X, P(f) es tam-
bién un conjunto ().

DEMOSTRACION. Sea P, un subconjunto totalmente ordenado
de P(f). Entonces, Qy = f[Py] es un subconjunto de P. Ademds,
como cualesquiera que sean las funciones ¢, y ¢, de Q, existen dos

funciones p; y p, tales que ¢; = f[p] ¢ = 1,2) y pr = inf {py, $3}
para R =1 o k = 2, se deduce ¢, = inf {g, ¢;} y, por consiguiente,
que Qo es un subconjunto totalmente ordenado de P.

Siendo P, y @, subconjuntos totalmente ordenados de P, las
funciones

p* = inf {p|pePo}

g* = inf {g|geQo}

pertenecen a P, y como
g*(x) = inf ¢(x) = inf f{p](x)
7€Q0 pEP,

= inf inf [p(x +y) —/¥)] (Y = D)

pEP, y€Y

= inf inf [p(x + y) — f(¥)]
yEY PEP,

= ;:15 [P*(x + y) — f(¥)]

= f[p*1(%)

para cada xeX, resulta p*eP(f). Por tanto, P(f) es un conjunto (2,).

DEFINICION 7. Dado un par (£}, f;) de funciones aditivas en X
escribivemos f,cf, o £, 0%, para expresar que f; es una restriccion de
f, 0 bien que f, es una prolongacion de £, es decir, f;(x) =1,(x) para
xeD(f;) € D(f,).
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La relacién «c» asi definida es una relacién de ordenacién par-
cial segtin puede comprobarse ficilmente (3).

De acuerdo con esta ordenacién parcial si dado un conjunto F
de funciones aditivas en X existe una funcién aditiva f* con las
propiedades :

1. f*of para cada feF,

2. Si g es una funcién aditiva en X que satisface g D/ para
cada fel resulta gof*;
designaremos dicha funcién asi:

(1.11) f* =sup {{lfeF} (c),

donde escribimos a la derecha el signo c encerrado entre paréntesis
para expresar que este supremo se refiere a la ordenacién parcial
ultimamente definida.

PROPOSICION 11. Dado un par (f;, ;) de funciones aditivas en X,
existe

(1.12) sup {1, f3 (€)
st y s6lo st
(1.13) hi®) = fa(x)

para todo xeD(f;) N D(f,).

DEMOSTRACION. Evidentemente, si existe (1.12) resulta (1.13).
Reciprocamente, sea f;(x) = fo(x) para xeD(f;) N D(f,). Entonces,
si &'y + 2 =x"1 + 2", ', %"} D(fy) y {#'2, 2”3} € D(f,), resulta
x'1 —_— x"l = x’,z — xlz E.D(fl) nD(fz),
filx"y) — A=) = @'y — %)

= f(*¥"2 — x2) = f(x")) — fa(x"2)
y
(&) + fl2) = A") + falx"2).

Por tanto, si para cada x = x; + %, eD(f;) + D(f,) ponemos
fx) = fi(@1) + falxa) (% eD(f)),

/ es una funcién aditiva en X con

D(f) = D(f) + D(f),

(3) Obsérvese que f, Cf, equivale a que {(x, f,(¥))|reD(f,)} sea un sub-
grupo de {(#, /o(*))|xeD(f;)} € X X R.
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que verifica las condiciones :

1. fof;parai=1,2.

2. Si g es una funcién aditiva en X que satisface g>f; para
7 =1, 2 resulta gof.

Luego,

f= sup {flr f2} (C)

DEFINICION 8. Dado un conjunto no vacio ¥ de funciones aditi-
vas en X, diremos que F es un conjunto dirigido si cualesquiera que
sean las funciones f; y f, de F existe una funcién f d3sup{f;, f3} (c)
perteneciente a F. En particular, divemos que F es totalmente orde-
nado si cualesquiera que sean las funciones f; y £, de F se tiene f; =
= sup {f;, £} o f, = sup{f, f3} (c).

ProPOsICION 12. Si F es un conjunto divigido de funciones adi-
tivas en X existe

(1.11) f* =sup {f|feF} (c).

DEMOSTRACION. Como segun la proposicién 11, cualquiera que
sea el par (f,, f,) de funciones de F resulta

fi(x) = f2 (%)
para xeD(f;) N D(f,), si ponemos
f*(x) = f(x)
para xeD(f) vy cada feF queda definida una funcién f* sobre
Y* = u {D(f)|feF}.
Esta funcién f* es una funcién aditiva. En efecto, como para

todo par (x;, x,) de elementos de Y* existen dos funciones f; y f,
pertenecientes a F tales que

x1€D(f;) v %2eD(f,)

y, por ser F un conjunto dirigido (c ), existe una funcién f asup{f;, /2
perteneciente a I, tendremos :

a) x — % eD(f)c Y* y, por consiguiente, Y* (£ (J) es un
subgrupo de X.

b) x+x%eD(f)y

F¥(1 + x2) = f(%1 + %)
= f(x1) + flx2) = F*(x%1) + F*(x2).
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Con esto queda probado que f* es una funcién aditiva en X.
Finalmente, f* of para cada feF y si g es una funcién aditiva
en X tal que gof para cada feF resulta g f*. Por tanto,

f* =sup {f|feF} (c)
y existe este supremo.

DEFINICION 9. Un conjunto F de funciones aditivas en X dire-
mos que es un conjunto (S,) (en X) si para todo subconjunto F, de
¥, totalmente ordenado (c), la funcién

(1.14) * = sup{flfeFq (c)
pertenece a F.

ProrosiciON 13, Si¢ £y es una funcién aditiva en X, el conjunto
de las funciones aditivas en X que satisfacen

f2f (fch)

es un conjunto (3,). En particular, el conjunto de las funciones aditi-
vas en X es un conjunto (3,).

DEMOSTRACION. Se sigue inmediatamente de la proposiciéon 12.

PRrROPOSICION 14. La interseccién N {F;|AcA} de una familia, va-
cia 0 no, de conjuntos (3,) en un grupo aditivo X es un conjunto (Z,).

DEMOSTRACION. Se puede proceder de manera andloga como en
la proposicién 3.

PROPOSICION 15. Sea P un conjunto (3,) sobre X y peP. St F
es un conjunto (2,) en X, el conjunto F, de las funciones fe¢F que sa-
tisfacen peP(f) es un conjunto (>,).

DEMOSTRACION. Sea Fy = {fi|AeA} un subconjunto totalmente
ordenado (c) de F,, y

f=sup {ildedy (c).
Entonces, si ponemos ¢ = f[p] ¥y ¢, = f1[p], resulta
q(x) = Jlgf [plx + ) — )] (Y = D(f))
= inf inf [p(x +5) =2 0)] (Vs = D(f)

= inf ¢, (x)
2e4

para cada xeX.

8 — Collectanea Mathematica
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Por otra parte, Qy = {g:|AeA} = Fy[p] es un subconjunto total-
mente ordenado de P puesto que: 1) ¢,=f;[p]eP por ser f,eF,. 2) F,
es un subconjunto totalmente ordenado (c) de F. 3) Si f;,c /s, re-
sulta g;; > gp. Por tanto, siendo P un conjunto (%) y feF, tendre-
mos q = f[p]eP, peP(f) y feI,, de donde se deduce que F, es un
conjunto ().

TEOREMA 1. Sea P un conjunto (3;) sobre X y F un conjunto
(2,) en X. St poeP, foeF v poeP(fy) existen dos funciones peP y
feF tales que :

1 a) fof,.
b) poeP(f).
c) Si geF, poeP(g) y gof resulta g = 1.
2 a) p < po
b) 1(y) = px + y) — p(x) para xeX e yeD(f).

c) Si qeP(f) y q <p resulta q = p.
DEMOSTRACION. Por las proposiciones 2, 3 y 4,
P* = {p|peP, p < po}
es un conjunto () con peeP* vy poeP*(fy) v, por las proposiciones
13 y 14,
F* = {f|]eF, [2fe

es un conjunto (%,). Entonces, por la proposicién 15 y el axioma de
ZoRN, existe una funcién fe F* con poe P*(f) tal que si geF*, poe
eP*(g) v gof resulta g = f. Con esto se ve facilmente que las con-
diciones 1a), b) y c¢) quedan satisfechas.

De manera analoga por la proposicién 10 y el axioma de ZORN
existe una funcién pe P*(f) c P* tal que si ge P*(f) y ¢ < $ resulta
g = p. De aqui se deducen inmediatamente 2a) y 2c). Para demos-
trar 2b) es suficiente probar, segin la proposicién 5, que f[p] = ».
Efectivamente, como por la proposicién 6 para g = f[p] se verifica

9 = flgleP*(f) vy ¢ < p, resulta f[p] = p.

Cororario 3. Con las mismas condiciones y mnotaciones del teo-
rema 1, si geF, qeP(g), gdf vy q < p resulta q =p v glp] = p.

DEMOSTRACION. En efecto, entonces para » = glgleP por la
proposicién 6 y corolario 1 tendremos r = g[r] = f{r], reP(f) y
r < g < p, de donde en virtud de 2¢) resulta » =p y g = $ y, por
consiguiente, g[p] = p.
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TEOREMA 2. Sea P un conjunto (3) sobre X y F un conjunto
(22) en X. Si poeP, foel' y poeP(fy) existen dos fumciones peP y
feF tales que :

1a) p=<po
b) Si qeP(fy) v q < p resulta q = p.
2 a) foo.
b) f(y) = p(x +y) — p(x) para xeX e yeD(f).

0

) St gel, peP(g) v gof resulta g = {.

DEMOSTRACION. Sea

P = {plpeP, p < po}

F* = {f|feF, 2/

entonces, como en el teorema 1, se deduce que P* es un conjunto
(%1) ¥y F* es un conjunto (3,).

Por la proposicién 10 y el axioma de ZoRN existe una funcién pe
eP*(fo) ¢ P* tal que si geP*(fo) v ¢ < resulta ¢ = y, por tanto,
la) y 1b).

Anéilogamente por la proposicién 15 y el axioma de ZORN existe
una funcién fel'* con peP*(f) tal que si geF*, peP*(g) v gof re-
sulta g =f. De aqui se deducen de manera inmediata 2a) y 2c).
Finalmente, como segdn la proposicién 6 y el corolario 1 g = f[p]
satisface geP*, ¢ = f[q] = filql, geP*(fo) ¥y ¢ < p, teniendo presen-
te 1b) resulta f[p] = p y, por consiguiente, 2b).

CororarIO 4. Con las condiciones y notaciones del teovema 2, si
geF, qeP(g), gdfo vy q <p resulta ¢ =p y glp] = p. St ademds g>of
se sigue g = f.

DEMOSTRACION. Basta proceder de manera andloga como en el
corolario 3 teniendo presente 1b) y 2c).

OBSERVACION 4. Si se aplica el teovema 1 o el teorema 2 a las
funciones p y f que se obtienen aplicando éste a py y fo se sigue del
corolario 4 que las nuevas funciones obtemidas p* y f* son respectiva-
mente idénticas a p y £. St se vealiza la misma operacion con las funcio-
nes p y f obtenidas aplicando el teovema 1 a po y fo parece que sola-
mente se puede asegurar que p* = p.
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ProposICION 16. Con las condiciones y motaciones del teorema 1
o del teorema 2 si para cada entero n > 1 la funcion
(1.15) o o) =2 ex)

n

pertenece a P resulia

(1.16) p(nx) = np(x)
ara cada xeX y cada entero n > 1 vy, por tanto, p(0) = 0.
V2 y P

DEMOSTRACION. En efecto, siendo evidentemente

f(y) = ﬁn(x + y) - {),,(x)

para xeX e yeD(f), por la proposicién 5 tendremos p,e P(f) c P(fo)
para cada entero # > 1. De aqui y de $, < p se deduce, teniendo
presente 2c) (teorema 1) y 1b) (teorema 2), que p, = p, es decir, (1.16).

ProOPOSICION 17. Con las condiciones y notaciones del teovema 1 o
del teorema 2 si p(0) = O son equivalentes las propiedades siguientes:

1. feP.

2. D(f)y = X.

3. f=2

DEMOSTRACION. Efectivamente :

1. SifeP es D(f) = X.

2. Si D(f) = X de 2b) resulta f(x) = p(x) para cada xeX, es
decir, f = 5.

3. Sif=p se sigue feP.

ProrosiciON 18. Con las condiciones y notaciones del teorema 2
se tiene f = p si y solo si peF.

DEMOSTRACION. Desde luego peF si p = f. Reciprocamente, si
peF se verifica geF, peP(g) vy gOf para g = y, por tanto, p = f
en virtud de 2c).

TEOREMA 3. Con las condiciones del teorema 2 (o teorema 1) su-
pongamos que P y F verifican las hipotesis :

H,. Para cada f*cF, P(i*) es el conjunto de las fumciones p*eP
que satisfacen

p*(x) = *(%)
para todo xeD(f*) (4).
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H,. Si f, y f, pertenecen a F y existe
f*=sup {f, f} (c)

resulta £*¢F.
Entonces, si geF, peP(g) y p(0) = 0, se tiene gci.

DEMOSTRACION. En primer lugar vamos a probar la existencia de

f* =sup{f, g (c).
En efecto, como por H;, 2b) y $(0) = 0 se verifica

g(x) < p(x) = f(x)

— glx) = g(— #) < p(—2) = — [(x)
para cada xeD(f) N D(g), resulta

g(x) = f(x)

para cada xeD(f) N D(g). Por tanto, segiin la proposicién 11, existe
f*=sup {f, & (c).

Como ademadas para todo xeD(f*) = D(f) + D(g) se pueden en-
contrar dos elementos yeD(f) y zeD(g) de manera que ¥ =79y + 2,
tendremos

F*x) = 1) + g(z) <10y) + p(2)
= p(x) < po(x)

para cada xeD(f*) en virtud de 2b). De esto resulta, teniendo pre-
sente H, y H;, que f*eF, peP(f*) (poeP(f*)) vy f*Df y, por consi-
guiente, que f* =fy gcf.

CororARIO 5. Con las hipotesis y notaciones del teorema 3 su-
pongamos :

H;. Cualquiera que sea la funcién p*eP se verifica
(1.17) u{D(g)lgeF, p*eP(g)} = X.
Entonces, si p(0) = 0, es D(f) = X.

(4) Segun la observacién 3 si peP(f) se verifica p(x) > f(x) para cada
xeD(f).
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§ 2. GENERALIZACION SOBRE MODULOS DEL TEOREMA
DE HAHN-BANACH

DEFINICION 10. En esta parte designaremos por A un awillo con
elemento unidad 1 vy por r un homomorfismo real no nulo sobrve A, es
decir, un homomorfismo no constante de A en el cuerpo R de los ni-
meros reales. Por tanto,

(2.1) ra + b) = r(a) + 7(0)
y

(2.2) 7(ab) = r(a)r(D)
para cada par (a, b) de elementos de A, y

(2.3) 7(0) =0y 7(1) = 1.

DEeFINICION 11. Igualmente designaremos aqui por X un modulo
sobre A o un A—mddulo, esto es, un grupo aditivo tal que a cada par
(a, X)eA X X se hace corrvesponder un elemento axeX de forma que:

1. a(x+y)=ax 4 ay para todo par (x, y) de elementos de X
Y acA.

2. (a+ b)x = ax + bx para todo par (a, b) de elementos de A
Yy xeX.

3. (ab)x = a(bx) para todo par (a, b) de elementos de A y xeX

4. 1x = x para todo xeX.

DErFINICION 12. Diremos que f es una funcién modular o A—mo-
dular (en X) si £ es una funcion aditiva en X, definida sobre un sub-
modulo Y de X, que satisface

(2.4) flax) = 7(a)f(x)

para cada (a, x)eA X V.

OBSERVACION 5. St f es una funcién aditiva en X, definida sobre
un submoédulo Y de X y no nula, que satisface

(2.5) fax)f(y) = fay)f(x)

para cada par (x, y) de elementos de Y y aceA, se sigue que

a) — T(@%0)
=5 (F(xo) # 0)

es un homomorfismo no nulo de A en R.
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DEFINICION 13. Diremos que A* es un semi-anillo (1) generador
de A si

A+t 4+ ATcA*t.

AtAtcA*.

r(AT)c (0, + o), es decir, 1t(a) > 0 para todo aeA*.
A=A+ —A* (.

AwoN

DEFINICION 14. Diremos que p es una funcion semi-modular o
At — semi-modular (sobre X) si p es una funcién subaditiva sobre X
que satisface

(2.6) plax) < r(a)p(x)
para cada (a, x)eAt X X.

OBSERVACION 6. Sea H un subconjunto de A tal que todo elemen-
to de At es suma de productos de uno o mds factores de H. Entonces,
st p es una funcion subaditiva sobre X que verifica (2.6) para cada
(a, x)eH X X, resulta que p es una funcion semi-modular sobre X. Por
tanto sin mingin inconveniente podemos suponer en este trabajo, debido
al papel que desempeiia A*, que 1eA+.

PropoSICION 19. Sea P el conjunto de las funciones A+ —semi-
modulares sobre X y F el conjunto de las funciones A— modulares
en X. Entonces :

H,. P es un conjunto (3,) y F es un conjunto (3,).

H,. Para cada feF, P(f) es el conjunto de las funciones peP que
satisfacen

p(x) = f(x)
para todo xeD(f).
H, Sif,y{f, pertenecen a F y existe

f=sup {f;, 13 ()

resulta feF.

DEMOSTRACION. H,. En efecto, si Py, es un subconjunto total-
mente ordenado de P se deduce por la proposicién 2 que

p* = inf {p|pePy}

(5) De acuerdo con esta definicién decimos que un subconjunto S de
un anillo es un semi-anillo si S + S¢S y SScS. El conjunto de los nime-
ros naturales es un semi-anillo, '
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es una funcién subaditiva sobre X y como ademis
p*(ax) = inf {p(ax)|pePo}

7(a) inf {p(x)|pePo} (r(a) > 0)
r(a)p* (%)
para todo (@, x)edA* X X, resulta p*eP y, por consiguiente, que P
es un conjunto ().

De manera andloga, si Fy es un subconjunto totalmente orde-
nado (c) de F, se obtiene que

f* = sup {f|feFo} (c)

es una funcién modular en X, es decir, f*eF y, por tanto, que F
es un conjunto (3,).

H,. Desde luego si peP(f) se verifica

p(x) = f(x)

para todo xeD(f). Reciprocamente, si feF y $ satisface esta des-
igualdad para todo xeD(f), se deduce por la proposicién 4 que g =f[p]

es una funcién subaditiva sobre X.
Como ademids

glax) = i?xg [(plax + ) — f»)] (Y = D(f))
< g [p(ax + ay) — f(ay)]
< 7(a) ije]:f/ [p(x +y) — )]

= 7(a)g(x)
para cada (@, x)ed* X X, resulta f[p]eP y, por tanto, peP(f).
H,. Si f, v f, pertenecen a F y existe

f=sup{f, f+ (c),
por la demostracién de la proposicién 11 es
D(f) = D(f;) + D(f2)
y f(x) = fi(x1) 4 fa(x2)
para x = %; + %, x%,€D(f;) y %,¢D(f,). Por tanto, para todo xeD(f)
existen dos elementos x,eD(f;) vy x,eD(f,) tales que x = x; + %,y
flax) = fi(ax;) + falaxs)  (axeD(fy))
= r(a)[f1(x1) + falx2)]
= 7(a)f(x)
para cada (a, x)ed* X D(f), y de aqui resulta feF.

VAN
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TEOREMA 4. Sea P el conjunto de las funciones A+t —semimodu-
lares sobve X y T el conjunto de las funciones A—modulares en X.
Entonces, st poeP y fyeF satisfacen

(2.7) fo(%) < polx)
para todo xeD(fy), existen dos fumciones peP y feF tales que :
1. p<poy fof,
2. Para cada xeX e yeD(f) se verifica
(2.8) 10) = plx +9) — p(x) = p0).
3. Si qeP satisface
folx) < q(x)
para todo xeD(fp) v q < p, resulta q = p.
4. Si geF satisface
glx) < ()
para todo xeD(g), resulta g c f.

DEMOSTRACION. Se deduce de los teoremas 2 y 3 teniendo en
cuenta las proposiciones 19 y 16.

PrOPOSICION 20. Con las condiciones 'y notaciones del teorema 4,
xeD(f) st y sélo st

(2.9) plax) = 7(a)p(x)
para todo aecA™*.

DEMOSTRACION. Desde luego si xeD(f) de (2.8) resulta

plax) = flax) = r(a)f(x)
= 7(a)p(x)
para todo aed™.

Reciprocamente vamos a probar que xeD(f) si se verifica (2.9)
para todo aeA*. En efecto, si @ y b son dos elementos de 4 tales
que ax = bx, siendo a — b = ¢"" — ¢’ para algtn par (¢’, ¢”’) de ele-
mentos de A", tendremos

r(@)plx) — r(0)p(x) = 7(c"” — ')p(x)
=7(c")p(x) — 7(c')p(x)
= p(c"'x) — pc’x) =0
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puesto que ¢''x — ¢'x = (@ — b)x = 0.
Por tanto,

g: glax) = r(a)p(x)
es una funcién real definida sobre el submédulo Ax de X. Esta fun-
cién pertenece evidentemente a F, es decir, es una funcién modular
en X. Ademds, como cualquiera que sea aed existen dos elementos
a'y a” de A" tales que a = a'’ — a’, se deduce

g(ax) = r(a)p(x)

= r(a")p(x) — 7(a)p(x)

= pla"'x) — pla'x)

< p(ax)
para todo aeA. Aplicando entonces el teorema 4.4 resulta gcf y,

por consiguiente, xeD(f) puesto que xeAx por poseer A elemento
unidad.

ProposIcION 21. Con las condiciones y motaciones del teorema 4
resulta

(2.10) D(f) = {xlp(x) + p(— ) <0} (veX).
DEMOSTRACION. Desde luego

D(f) c &lp(x) +p(—x) <0} (xeX)

puesto que
p(x) + p(— %) = f(x) + f(— %) =0
para cada xeD(f).
Reciprocamente, si

p(x) +p(— %) <0 (xeX),

resulta
0 < plax) + p(— ax)
< 7(a)[p(x) + p(—=)] <0
para todo aed* y, por tanto,
plax) = r(a)p(%)

para todo aeA*, de donde se deduce xeD(f) segin la proposicién 20.
Por consiguiente,

D(f) 2 txp(x) + p(— %) <0 (xeX)
y la proposicién queda probada,
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TEOREMA 5. Con las condiciones y notaciones del teovema 4 si
C es el centro de A vy existe un subgrupo multiplicativo G de A™* tal que

(2.11) ' AT c GC
resulta D(f) = X.

DEMOSTRACION. Designemos por p, para aed+ la funcién defini-
da poniendo

(2.12) pali) = é((‘;’)‘)

para cada xeX. Siendo evidentemente 4, una funcién subaditiva so-
bre X, para demostrar que p,eP serd suficiente probar que

pa(bx) < 7(0)pa(%)
para todo (b, x)ed* X X, o lo que es equivalente que
(2.13) plabx) < r(b)p(as)
para todo (b, x)ed™ X X. En efecto, como
plax) = r(a)px)

para cada (a, x)eG X X y, por hipétesis, para (a, b)eA+ X A+ se
pueden encontrar dos elementos 4’ y &’ de G y otros dos a’’ y b”

r 1

de C de modo que a = a’a” y b = b'b"’, tendremos :
p(abx) = p(a’d'a’’b"'x)
= 7(a’)r(b)p(a""d"x)
= 7(b")r(a")p(b"a""x)
= p(b’'a’b"a’" %)
— p(bax)
< 7(8)p(ax)

para toda terna (a, b, x)eA* X A+ X X. Por tanto, $,eP y, como evi-
dentemente p, <4 y se verifica

fol®) < palx)  (aed)
para cada xeD(f,), aplicando el teorema 4.3 resulta $, = p para
todo aedA*, es decir,

p(ax) = 7(a)p(x)

para todo par (2, x)ed* X X. Entonces, segin la proposicién 20,
xeD(f) para cada xeX y el teorema queda demostrado.
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Cororario 6. Con las condiciones y notaciones del teorema 4, si
A es un anillo conmutativo existe una funcién modular £ o fy definida
sobre X que satisface

(2.14) f(x) < po(®)

para cada xeX.

DEMOSTRACION. Se deduce inmediatamente del teorema 5 tenien-
do presente que segiin la observacién 6 puede suponerse que leA+.

OBSERVACION 7. Si A es un cuerpo, t es un isomorfismo de A
en Ry, por consiguiente, A es conmutativo. En efecto, como I, = r~1(0)
es un ideal bilateral de 4 que no contiene a 1, resulta —1(0) =0
y de aqui se sigue la afirmacién.

PrOPOSICION 22. Dada una funcién semimodular p sobre X con
p(0) = 0, sea

(215) X, = lxeX, plx) <0y p(—x) <0
e

(2.16) I, = {alaed, p(ax) < 0 para VxeX}.
Entonces,

1. X, es un submddulo de X.
2. I, es un ideal bilateral de A.

3. X*=X/X, es un médulo sobre A*=A[I, siendo I=1I,N1I,
e I, =17 (0).

4. La funcion real t* definida por
(2.17) r*(a*) = 7(a)
para a* = a + IeA* es un homomorfismo no nulo de A* en R.

DEMOSTRACION. Como evidentemente X, = J e I, # O, basta
probar

b) AX,cX,
23.) IP _— IPC Ip
b) I,Acl,
c) Al,cly,

ya que las propiedades 3 y 4 se siguen de 1 y 2 y de [, XcX,.
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No ofreciendo ninguna dificultad la demostracién de la), 2a) y
2b) nos limitaremos a probar 1b) y 2c). Efectivamente, como para

’

cada aed existen dos elementos ¢’ y 4’ de AT tales que a = a"' —a/,
para todo (a, x)ed X X, tendremos

plax) < p(a"x) + p(— a')
< r(@")plx) + 7(@)p(—x) <0
p(— ax) < 0.

y

Por tanto, 4X,c X,.
De igual forma para cada (@, b)ed X I, resulta

plabx) < 7(a")p(bx) + 7(a)p(—bx) < O
para todo xeX y, por consiguiente, AI,c I,.

OBSERVACION 8. Si¢ p es una funcién subaditiva sobre X con
p(O) =0,

(2.16) I, = {alacd, p(ax) <0 para VxeX}
es un ideal a la derecha de A.

PRrOPOSICION 23. Sea p wna funcién subaditiva sobre X con
p(0) =0 y f una funcién modular en X que satisface

fx) < p(*)
para todo xeD(f) y
f(xo) # 0

para algin x,eD(f). Entonces, I,cT,.
DEMOSTRACION. En efecto, como para cada ael, es
r(@)f(x0) = flaxo) < plaxg) <0

#(@)f (— %) <0,

y

resulta 7(a)f(x) = 0 y 7(a) = 0 para todo ael, y, por tanto, I,c I,.

PROPOSICION 24. Con las notaciones de la proposicion 22 sea p
una funcion semimodulay sobre X con p(0) =0y

(2.18) PH(a*) = {p(x)|# ex* = x 4+ X,}.

Entonces p* es una funcion (A*)* — semimodular sobve X*, siendo
(A%)* = (A* + I)/L.
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DEMOSTRACION. Desde luego se puede comprobar ficilmente
que (A*)* es un semi-anillo (#*) generador de A*.
Si %" — xeX, tendremos

p(') < plx) + plx' — %) < p(x)
y
p(x) < p(x').

Por tanto,
p*(x*) = px)
para x* = x 4 X, y p* es una funcién real definida sobre X*.
Finalmente, siendo
P*(x* + 2%9) = px1 + %))

< p(x1) + p(x2)

= p*(x*1) + p*(x*2)
para 2%, =, + X, eX* i=1,2) y

p*(a*x*) = p(ax)

< 7(a)p(x)

*(a*)p* (x*)

para a* = a-+ Ie(A*)t, se deduce que p* es una funcién (4*)* —se-
mimodular sobre X*,

<X

TEOREMA 6. Con las condiciones y motaciones del teovema 4 y
proposicién 22, sean p* y * las funciones reales definidas asi :

(2.18) p*(x*) = p()
para x* = x + X, eX* y

(2.19) f* &%) = flx) (= p*(¥)
para x* = x + X, e D(f) /X, (5).

Emntonces :

1. Para cada x*eX* e y*eD(f*) = D(f) /X, se verifica
(2.20) %) = p*(* + y¥) — p*(x*) = p*().

(]) Obsérvese que de la proposicién 21 se sigue X,CD(f).
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2. Si g* es una funcidn (A*)* —semimodular sobre X* que sa-
tisface

para todo x*eD(f*) y q* < p* resulta q* = p*.
3. Si g* es una funcién modular en X* que satisface
g*(x*) < p*(x*)
para todo x*eD(g*) resulta g*c f*,
DEMOSTRACION. Se éigue inmediatamente del teorema 4 tomando
g(x) = g*(x*)
para xex*eX* y
glx) = g*(x¥)
para xex*eD(g*).

TEOREMA 7. Con las condiciones y motaciones del teorema 4 y
proposicion 22 son equivalentes las propiedades :

1. Lcl,.

2. A/l es un anillo conmutativo (7).
3. D(f)=1X.

4, p=1.

DEMOSTRACION. 1 — 2. En efecto, siendo entonces I = I, se
sigue que A/I es isomorfo a un subanillo de R.

2 >3. 81 A* = A|I es un anillo conmutativo, se deduce del
teorema 6 y del corolario 6 que D(f*) = X* y, por tanto, D(f) = X.

3 — 4. Basta aplicar la proposicién 17.

4 -~ 1. En efecto, si p = f resulta

plar) = f(ax)
= 1(a) f(x) = 0

para todo ael, y, por consiguiente, I, c I,.

() A/I es conmutativo si y s6lo si (4+ 4 I)/I es conmutativo.
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CororariO 7. Con las condiciones y notaciones del teorema 4 vy
proposicion 22, D(f) = X si y sélo si se verifica una cualquiera de
las condiciones :

1. p(ax) <0 para todo xeX siempre que r(a) = 0.
2. ab —bael, para todo par (a, b) de elementos de A o de A™T.

CororAriO 8. Con las condiciones y motaciones del teovema 4,
st D) #X para cada xeX~D(f) se puede encontrar un elemento
ael, = 7=1(0) de forma que p(ax).> 0 (8).

DEMOSTRACION. Sea Z el minimo submédulo de X que contie-
ne a D(f) y ». Entonces, aplicando el corolario 7.1, se deduce que
existen dos elementos a'el, y 2 =% + a'’xeZ con yeD(f) y a’’€A
que verifican $(a'z) > 0. Por consiguiente, para a = a’a’el, resul-
ta en virtud de (2.8) que

plax) = pla’z) — f(a'y) = p(az) > 0.
Antes de pasar al teorema 8 conviene exponer algunos conceptos
y proposiciones de la teoria de grupos. Por brevedad omitimos aqui
las demostraciones de estas proposiciones, pero el lector podri en-
contrarlas en [13] junto con otras relacionadas con la misma cuestién.

DEFINICION 15. Diremos que un grupo G es perfecto si para todo
subconjunto finito {oy, o, . . ., %o; B1, - - -, Biot de G se puede encon-
trar otro {&, &, ..., &N, - .-, Mo} © G tal que se pueda establecer
una corvespondencia biunivoca @ entre los conjuntos {(h,i)]1<h <hy;
1 <i<igy {k, )l <k <ky 1 <j<]jo de forma que sea &, a;=
=i B; siempre que (k, j) = (b, i) ().

PRrROPOSICION 25. Sea G un grupo y H un subconjunto de G tal
que todo subconjunto finito de H estd contenido en un subgrupo finito
de G. Entonces, si cada elemento de G es producto de un elemento del
centro de G y de otro perteneciente a H, G es un grupo perfecto.

Cororario 9. Todo grupo abeliano o finito es perfecto.

PROPOSICION 26. Sea G un subgrupo multiplicativo de un anillo
A, Gy un divisor normal de G e 1 el ideal bilateral de A engendrado

(8) Designamos por A ~ B la diferencia conjuntista de 4 y B, es de-
cir, la interseccién de 4 y el complementario de B.
(°) En realidad deberiamos llamar «grupos perfectos por la izquierda »

a estos grupos, pero se ve facilmente considt.arando {oal‘l, oy L. ﬂfl, = ,/3751}
que un grupo es perfecto por la derecha si y sélo si lo es por la izquierda.
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por Gy — Go. Entonces, si G|Gq es un grupo perfecto, para cada par
(a, b) de elementos del semi-anillo S engendrado por G se puede en-
contrar otro par {a', b’y 'S de forma que a’a — b'bel.

DEFINICION 16. Una familia {G;|AeA} de subgrupos de G dire-
mos que es una Serie normal transfinita de G si A es un conjunto
bien ordenado con ultimo elemento y se verifican las condiciones :

1. G, = {1} yG,, =G, siendo Ay y A* el primero y ltimo ele-
mento, respectivamente, de G.

2. Si A es de primera especie y A —1 es el elemento precedente
de A, G;_y es un divisor normal de G,(*°).

3. Si 2 es de segunda especie, G, = u {Gp|A < 4}.

Los grupos G;1]G; (A << A*) se Uaman los grupos cocientes de di-
cha serie mormal.

DEFINICION 17. Un grupo G se dice accesible si existe una serie
normal transfinita de G ciuyos grupos cocientes som todos perfectos.

OBSERVACION 9. Todo grupo resoluble es accesible.

PropoSICION 27. Si G es un grupo accesible y Gy es un subgrupo
de G, Gy es también un grupo accesible.

TrorREMA 8. Con las condiciones y motaciones del teovema 4 re-
sulta D(f) = X st existe un subgrupo multiplicativo G de A+ que cum-
ple las condiciones :

1. G es un grupo accesible.

2. Todo elemento a de A+ es suma finita Zcu; de productos cio;
1

donde los primeros factores c; pertenecen al centro C* = CnNA* de A*
y los segundos o;eG.

DEMOSTRACION. Como segin la proposicién 27
G* = {a]aeG, 7(a) = 1}

es un grupo accesible, existe una serie normal transfinita {G;|1eA%}
de G* cuyos grupos cocientes G, /G; (A < A*) son todos perfectos.

(19 Andalogamente designaremos por 4 + 1 el elemento siguiente a A
(A < A%).

9 — Collectanca Mathematica
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Sean :

a) Gp, = G para A* = sup{A|ied*} y 4 = A*y {A* + 1}.

b) S, el semi-anillo engendrado por G,, es decir, el conjunto de
los elementos de 4 que son suma finita de elementos de G; (AeA).

c) A; el anillo S; — S, (Aed).

d) I, el ideal bilateral de 4,,; engendrado por G; — G; (AeA¥).

Entonces, si ponemos

(2.21) P, = inf {p,laeSy (Aed)

con

pulw) = 2@ (ex),

7(a)

para A <uy {4, ut €A resulta

int 220%) _ gy L e P(00%)
ves,  7(b) ves, 7 () aes;  7(a)
i P (abx)
(a.0)eS; xS, ¥ (ab)
— inf 26%) (S:S, = S.)
ces, 7(c)
o sea
(2.22) P, = inf (P, ,|aeS,} A<uw
si
pral) =P e,
7(a)

Ahora vamos a probar por induccién transfinita que cada $, con
Aed es una funcién subaditiva y que el ideal a la derecha asociado
I,,0I; para AeA*. Para ello basta tener presente :

1. Si A, es el primer elemento de A* o A resulta
b1, = inf {ps|aeSy}
=9

e I,, oI, = {0} pues segiin la proposicién 16 se tiene p, = p para
aeS;, = {ala=1,2,...}.

2. Si p; es una funcién subaditiva sobre X y AeAd* se sigue
I,c1,, y que p;,; es también subaditiva. En efecto, siendo

(223) ﬁl = inf {ﬁz’alaGS)‘}
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en virtud de (2.22), para aeG;C S, resulta
b1 (%) < pa (o) [r(«)
Palox) < pa(%) [r(a™)

y

y, por consiguiente,
(2.24) Palax) = r(@)pa(x) (Aed)

para todo xeX.
De esto se deduce para (4, x)ed* X X,

Pl — Dz <PAEZDD U5
(S ab) 0

< pa(®) + pa(— x)

n

r=12,...)
y
pa((@ — 1)) <0,

puesto que 7(a) = 1 para aeG; y Aed*. Por tanto, Gy — 1€ I,,;
G;. — G;,C Ip;., G1+1 (G;, — G;) = (G;' — Gﬂ.) G1+1CIP1(“) y ﬁnalmente,
I,c1,, para ded*.

Para demostrar que
(2.25) 15;__;1 = inf {75;,),,!%65;,4_1} (}.EA*)

es una funcién subaditiva sobre X serd suficiente probar, segin la
proposicién 1, que para cada par (@, b) de elementos de S;,; existe
otro ceS;,; tal que 9, <inf {p, ,, p1s}. Efectivamente, siendo G;,1/G;
un grupo perfecto, por la proposicién 26 se pueden encontrar dos
elementos a’ y b’ de S;,; de forma que a'a — b'bel;C I,,,. Entonces
para ¢ = b'b resulta

palcx) = pi (a'ax)
< 21 palian) (@ = 12 oy o'seG)
= 7(a')pa(ax)
$1,6(%) < Pa4(%)

(1) Obsérvese que también Gi+ es un divisor normal de Gais+1 y que
Ga*+1 [Gz» es un grupo abeliano y, por consiguiente, perfecto.
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y, andlogamente,

Paclr) < Pap()
para todo xeX.

3. Si Aed es de segunda especie se tiene
(2.26) pa = inf {Ppu|A < A}.

Desde luego $; < p» para 1> 1’ puesto que S; 5 S,. Por otra parte,
como para cada & > 0 existe un elemento a = a(x)eS; tal que

ﬁa(x) < ?z(x) + ¢,

y aeSy para un cierto ' = A'(x) < A por ser S; =uU {Sy|A <4},
resulta

pr(x) < palx) + ¢

para todo xeX con A = A'(x) < 4 y, por consiguiente, (2.26).

Con esto podemos afirmar que cada p, con Aed es una funcién
subaditiva sobre X y que I, DI, para AeA*. El paso que vamos a
dar ahora consiste en probar que $;, = $ para todo Aed. En efecto,

m

como cada aeA™* se puede expresar en la forma a = 2¢;«; con ¢;eC*
. 1
y a;¢G y se verifican :

(2.24) pi{ax) = r(0)pa(x) (Aed)
para (¢, x)eG; X X' y
(2.27) palex) < 7(€)pa() (Aed)

para (¢, x)eCt X X, tendremos

Passa(ax) < 21: Pas 1 (Cioix)

m

< % r(ca)r (o) pas +1(%)

= 7(a)ps 11(%)

para todo (a, x)e A" XX y p;+;y es una funcion A+ —semimodular
sobre X. Por tanto, como evidentemente fo(x) < p;+..; (x) para todo
2€D(fo) ¥ pary1 < P, en virtud del teorema 4.3 resulta psyy =9 ¥y
P2 = p para cada Aed puesto que p > pi = pasy.

Para concluir es suficiente probar segun el teorema 7 que el ani-
1lo cociente A[I con I = I,N I, es conmutativo. Efectivamente, como
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cualesquiera que sean los elementos ¢ y & de A se tiene a = g‘. ciot;
Yb:idiﬂi con {¢f, €., Cm; A1, ..., &} CCY {0y, 0, .. ,l O}
B - -1, B € G, resulta
ab — ba = Zcidj(ouf; — Biow)
1

c Zc,-d,-([l* n I,)
]

c Sad(l,nL) (b =pa
%]

cl,nl,

para todo par (a, b) de elementos de 4 y, por tanto, A4/I es un ani-
llo conmutativo.

OBSERVACION 10. EI teorema 8 sigue siendo cierto si se sustituye
la condicién 2 por esta otra :
2'. Para cada elemento a de AT se puede encontrar una suma

n n
Zcioy; con ¢;eCtT y o; € G de forma que a — Xcouel,N1,.
1 1
Estos resultados quedardn completados con los dos teoremas si-

guientes :

TEOREMA 9. Sea fy una funcién modular en X y po una funcion
real definida sobre X. Entonces para que exista una funcién modular
fofy con D(f) = X que verifique

(2.28) (%) < po(%)
para todo xeX es mecesario y suficiente que
(2.29) folx) < ifr(ai)ﬁo(xf)

m

para toda descomposicion x = Za;x; con 1(a;) >0y x;eX (1 <i<m,
1

m=1,2,...) de cada elemento xeD(fy).

DEMOSTRACION. ILa condicién es necesaria. En efecto, si existe
una de tales funciones modulares f resulta

fo(x) =Z7(a;)[(x:) <Zr(a;)po(x:).
1 1
La condicién es suficiente. Por el teorema 7.1-3 y la observacién
1 bastard probar que si H, es el conjunto de los elementos (a,, a5, . .

*
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Ay X1y oo, %) de fJOAX'” X X*m™(12) que satisfacen Z’I”a,-x,- =Xy
1 1
7(a;) >0 (1 <7 <m), la funcién real p definida sobre X por
px) = inf Zr(a;)polx:) (xeX)
Hx 1

cumple las condiciones :

1. p(x +9) <p) + p(y) para todo par (x,y) de elementos de
X. Efectivamente,

plr -+ ) inf Erla)po(s) + inf Sr(b)poly)
= p(®) + 1) |
pues oz + Sby; =z +, 7(@) =0 y 7(5) = 0.
1 1

2. p(ex) < 7(c)p(») para todo xeX siempre que 7(c) > 0. En efec-
to, de igual forma que antes resulta

pler) < inf 3 r(ca)po()
Hz 1
= 7(0)px)
puesto que %ca,-x; =cx y 7(ca;) > 0.
1

3. fol#) < p(x) para cada xeD(fy). Efectivamente, en virtud de
(2.29) se tiene

fol#) < inf Zr(a;)po(x:)

Hz 1

= ()

para cada xeX.

TEOREMA 10. Sea fy una funcién modular en X, po una funcién
real definida sobre X y @ la funcién definida por

(2.30) o(y) — inf { ol + aY) = 1o®) | L D4, 7(a) > o}.

7(a)

Entonces el conjunto ¥ de las funciones modulares £23fy, con xye
eD(f) que satisfacen

(2.28) (%) < po(x)

(1) Aqui dxm=4 X A X ...x 4.
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para todo xeD(f) es no vacio st y sélo si
(2.31) fol#) < polx + axg)  (%eX)
para cada xeD(fp) y r(a) =0, y
(2.32) : p(x0) + ¢(— %) = 0.
En el caso que (2.31) y (2.32) queden satisfechas resulia
(2.33) {{(x)|feF} = [— o(— x0), p(%0)] ().

DEMOSTRACION. Desde luego, si F # (J, para cada feF ten-
dremos

flx + axg) < po(x + axy)
para (a, x)eA X D(fy) y, por consiguiente,
fo(x) < polx + axo)
para xeD(fo) v 7(a) = 0,
— ¢(— %) < f(%o) < p(x0)
(o) + @(— %) = 0.

{{(xo)IfeF}y € J =[— ¢(— %)), @(x0)].

Reciprocamente, si se verifican (2.31) y (2.32) vamos a probar
antes que nada que

fe fix + axo) = {fo(x) + r(a)i|xeD(fo), acd}
es una funcién real definida sobre D(f,) + A%, para cada te].
Sea x 4 axy = 0, xeD(fy) y 7(a) = 0, entonces

fo(nx) < po(nx + naxo) = $o(0)
para todo entero # y, por consiguiente,

fo(x) + 7(a)t = fo(x) = 0.
Si x4 axo =0, xeD(fo) y 7(a) > 0, para cada te] resulta

y
Luego,

=Y = 7(na)

0(0) o(%)

nr(a) 7(a)’

cualquiera que sea el entero » > 1 y, por tanto,
folx) + 7(a)t < 0.

(1) [y 25] = x| 1<% < wy}.
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Como anilogamente,
fol(— %) +7(a) (—1) <0 (— 1t < o( — %))
tendremos igual que antes,
folx) + 7(a)t = 0.
De estas conclusiones se sigue inmediatamente,
fol#) + 7(@')t = folx") 4 7(a”)t

siempre que %' + a'xy = %" + a''xy, {&', 2"} cD(fy), {a', ¢’} c Ay
te]. Por tanto, para teJ, f, es una funcién real definida sobre D(fy) +
+ Axy (14).

Ahora es facil probar que f,eF y f,(x)) = ¢t para cada feJ y, por
consiguiente,

{{o)lfel} =]

puesto que segin hemos visto anteriormente {f(xo)|feF} cJ.

CororAriO 10. Sea f, una funcion modular en X y po una fun-
cion subaditiva sobrve X tales que fo[po] = po ¥

Po (axe) <0 (%oeX)

para cada aeA que verifique r(a) = 0. Entonces el conjunto de los va-
loves f(xo) de las fumnciones modulares £21fy con xoeD(f) que satisfacen
(2.28) es el intervalo cerrado [— p(— xq), @(Xo)] donde

OBSERVACION 11. En el caso de que para cada funcién modular
f*o en X que verifique

*o(x) < po(*)

para todo xeD(f*y) exista uma funcion modular £* 231*, con D(f*)=X
que cumpla (2.28), el corolario 10 es vdlido para las funciones modu-
lares £21y con D(f) = X que verifican (2.28).

(*4) Esto se puede demostrar también aplicando la proposicién 11.
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§ 3. PROBLEMA DE LA EXTENSION. EXTENSIONES UL-
TRACOMPLETAS

Haremos uso aqui de las siguientes notaciones :
1. E es un conjunto no vacto.
2. G es un grupo de permutaciones de E operando a la derecha.

3. & es un anillo de BooLE de subconjuntos de E invariante
por G, es decir,

a) Jed,.

b) S S;e8y y S,e8 resulta S; — S, €S,

c) St S1€8y v Sy€8 vesulta S;U S, eS,.

d) G = §,.

4. o es una extension (o contenido) sobre Sy compatible con G,
esto es, una funcion real de conjunto, definida sobre &, que satisfae:o

a) wo# 0, o =0y up < + oo.
b) Si S; y S, son conjuntos disjuntos pertenecientes a 8 se tiene

(3.1) #o(S1U S2) = uo(S1) + #o (S2).
c) Si Se$y y 0eG resulta
(3.2) #o(S6) = po(S)k(0),

stendo k una funcién real definida sobre G que llamaremos multiplica-
dor de py. Por comsiguiente, k >0 y

(3.3) k(ot) = Ek(0)k(7)
para cada pav (o, ) de elementos de G.

5. A es el anillo R[G] del grupo G construido sobre el cuerpo R
Yy 1 es la funcion real definida sobre A poniendo

(3.4) r(a) = Zo;k(0;)

1

m

para cada a = Xa;0;, ;R ¥y 0;eG (1 <1 <m).
1

Se ve en seguida mediante (3.3) que 7 es un homomorfismo de
A en R con 7(1) =1 (19).

(15) Como es habitual identificamos cada elemento 16€4 (1€R y 0€G) con
0€G y cada elemento al€4 («€R y 1€G) con «€R. En particular, quedan asi
identificados los elementos unidad de R, Gy 4 = R[G].
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PROPOSICION 28. Sea S la clase de las partes de los conjuntos per-
tenecientes a 8y y X el conjunto de las funciones reales acotadas x, de-
finidas sobre E, cuyo soporte pertenece a S, es decir,

] x(t) # 0} €.

Entonces,

1. & es un anillo de BOOLE de subconjuntos de E, que contiene a S,.

2. §G=38.

3. X es un A—middulo si se define x,+x, sobre X XX y ax
sobre A X X poniendo

(3.5) (%1 + %) (2) = x1(2) + 2,(¢)
y

(3.6) (a2) (t) = D a; x(to;™")

para cada teE siempre que a = Jo;0;, w;eR y 6;eG (1 <i <m).
1

DEMOSTRACION. Por no presentar dificultades no la efectuamos.
Sin embargo conviene poner de manifiesto que se verifica (ab)x = a(bx)
para toda terna (a, b, x)ed X A X X por operar G a la derecha de E.
Efectivamente, si @ = Z«;0; (1R ¥ 0;eG) y b = Zfj7; (BjeR ¥ 7€)

] 7

y ponemos «; = «;f}; Y 0;j = 0T, resulta
(ab)x(f) = Soux(fo; )
%]

= St o7 ")

i
— aZpler; )
i
= a(bx)(t)
para todo t€E y, por consiguiente, (ab)x = a(bx).

OBSERVACION 12. De aqui en adelante 8 y X tendrdn el mismo
significado que en la proposicion 28.

LeMA 1. Para toda subclase finita {Sy, Sy, . .., S, de & se pue-
de encontrar un numero finito de conjuntos disjuntos S, Ss, ..., Sy
(1 < N<2%), pertenecientes a &y, de modo que cada S; sea reunion de
algunos de estos conjuntos S;.
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DEMOSTRACION. (!6) Sea

Si, . =5,nS,n...nS;, — (S;;UuS;,U...US;

il...lh n—h)’

siendo (71, %3, - « -, %5 J1, - - - » Ju—s) Una permutacién de (1, 2,..., n)
y 1 <h <n, entonces :

a) Si las combinaciones (41, %3, ..., %) ¥ (4’1, 4’2, ..., %';) son
distintas los conjuntos S; 1, Y S '\, Son disjuntos. Supongamos
k > h, en este caso existe algtin indice 7 (1 < A’ < A) que no figu-
ra entre los indices 7'y, i’5,..., ¢’;, por tanto, 5;1...1‘,, cS, v
Sty ;N Si,, =0, y resulta

*

Siy..q N S;'l..." =0.

ik

b) Cada S; es reunién de conjuntos S:l ...#, Para establecer esto
bastard probar que

Si=uSi,.. .

si se extiende esta reunién sobre todas las combinaciones (zy, . . . , %)
donde figura el indice 7. Desde luego S;D usS; Leevige Ademds, si xe
€S; ¥y {41, %, ..., %) es el conjunto de todos los indices ¢’ tales que
x€S;,, tendremos 7, =1 para algin k: 1<k <h y 9¢:eS,7l ..
Por tanto,

-ip

Sic uSi ..,

*

(S

h

Si= uSi, .. €So),

.
como queriamos probar.
LEMA 2. Si
n
? a; xsi = 0,

donde a;eR y xs; es la funcion caracteristica de S; €§y (1 <i <mn),
resulta

(3.7) % s o (Si) = 0.
1

(1¢) Esta demostracion se debe a nuestro alumno D. RAMIRO RAMIRO
GARCIA. Para una demostracién semejante véase CARATHEODORY [6] pAgs.
29-31.
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DEMOSTRACION. Por el lema 1 existe un ntimero finito de conjun-
. . * * .

. tos disjuntos Sy, Sz, ..., Sw, pertenecientes a &, tales que cada S;
., . . * .

es reunién de algunos de dichos conjuntos S;. Entonces, siendo

n N

*
Zoxs; = 2o Xs;
1 1

n

N * *
? o uo(Si) = 12 a; o(S;)

* N * * *
con coeficientes a;eR, resulta Zajys' =0, & =0 o S; = para
1
j=1,2,..., Ny de aqui (3.7).

PROPOSICION 29. Sea X, el submédulo de X engendrado por las
funciones caracteristicas ys de los conjuntos Sed,, enfonces

(3.8) folx) = { 2170% #o(Si) | % = :2' % XS,-eXO} (R y S;eS)

es una funcion (o funcional) modulayr en X con D(fy) = X, que satis-
face

(3.9) folx) =0 (fo# 0)
para cada x > 0 perteneciente a X,.

DEMOSTRACION. Del lema 2 se sigue inmediatamente

El:a’i ,uo(Si') — ?OC,'” /‘O(Si”)

y
ZO(.',' xISi =3 0(1'” ZS,'”
1 1
«PeR y S,(k)eSO para k=1, 2. Por tanto, f, es una funcién real

definida sobre X,.
Para demostrar que fy es una funcién modular en X que satis-
face (3.9) serd suficiente probar :

L. fol®y + %2) = fo(#1) + fo(x2) para cada par (%, x;) e Xo X X.
Evidente.
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2. folax) = r(a)fo(x) para cada (@, x)ed X X. En efecto, si a =

=20 (eRy 0ieG) y x =2ZBxs; (Bie R v S;€8), resulta
1 1

folax) = E%ﬁif (xs;0:) (oixs; = 2s;07)
= Eaiﬁiﬂo(sm)
= 5 aiBito(S5)k(0:)

= r(@)fo(»).
3. fo satisface (3.9). Basta tener presente que cada x > 0 ad-
mite una representacién x = Zays, cone; =0y S; €Sy y que po# 0.

ProrosIciON 30. Sz

(310) A+ = {a = Zaw,- l oa; > 0, 0;¢G}
Y Do es la funcién real definida sobre X por

(3.11) Po(x) = inf {fo(x') | 2" €Xo, 5" > 3},
resulta :

1. At es un semi-anillo (r) gemerador de A tal que ax > 0 para
cada aeAt y x > 0.

2. Do es una funcion A+ —semimodular sobre X con py(0) =0 y
fo[Po] = Ppo, es decir,

(3.12) po(x) = fo(%)
para cada xeD(fy) y
(3.13) Po(x + ¥) = po(*) + $o(y)

para cada (x, y)eX X X,.

DEMOSTRACION. Nos limitaremos a demostrar 2. o lo que es
equivalente :
a) o es una funcién subaditiva sobre X. En efecto,

po(x + ) =1inf {fo(2) | 2eXo, 2 =% + 3}
< inf (@' +y) 1, ¥} € Xo, 4" 2%, ¥' 29}
= po(%) + Ho(¥)
para todo (x,y)eX X X y se tiene py < 4 oo y $4(0) = 0.
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b) polax) < 7(a)po(x) para todo (a, x)ed+ xXX. Efectivamente,
para cada (a, x)eA+ X X resulta

polax) = inf {fy(2) | 2e Xy, 2 = ax}
<inf {fo(ax’) | x"eXo, ' > %}
= 7(a)po(%)

c) o satisface (3.12) y (3.13). Desde luego ¢, verifica (3.12)
puesto que fo(x') = fo(x) para cada x’ > x perteneciente a X, si x¢
€Xo. Ademds, como para cada (x,y)eX X X, resulta

po(* + ) — foly) = inf {fo(z — y)[2€Xo, 2 = % + 3}
= inf {fo(x")|*'€Xo, ¥ = x}
= po(x),

po satisface (3.13).

De estas proposiciones se deduce que podemos aplicar a estas
funciones fy y #$o los resultados obtenidos en § 2.

DEFINICION 18.  Llamaremos iniegral superior (sobre X) y desig-
naremos por [ a toda fumcional At —semimodular sobre X, es decir,
a toda funcional real que posea las siguientes propiedades :

1. [x+7v) <[x+ [y para cada (x,y7)eX X X.
2. [ax = afX para cada nimero real « >0 y xeX.
3. [ox = k(0)[x para cada 6¢G y xeX.

Entonces la integral inferior [: [x = — [ (— %) (xeX) verifica

(3.14) /<7

DEFINICION 19. Llamaremos integral (en X) y designaremos por
[ a toda funcional modular £ en X. Si xeD(f) divemos que x es integra-
ble. Por tanto,

1. [x+7y)=/[x+ [y para todo par (x,y) de funciones inte-
grables.

2. [ax = afXx para todo nimero real oy toda funcion integrable x.

3. Jox = k(o)x para todo oG y toda funcion integrable x.
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TEOREMA 11. Siempre existe una integral superior [ sobre X que
satisface :

. [®+7Yy) = x+ [y para cada (x,y)eX X X,.
2. [xs = uo(S) para cada Se$,.

=

3. 7x1 §7x2 para cada par (X;, X,)eX XX que verifique X, <X,.

4. Si [* es una integral superior sobre X que satisface [*x<[x
para toda xeX y [*xX > [X para toda xeX,, resulta [*=[.

5. Si [ es una integral en X con [x <[x para cada funcién in-
tegrable x, resulta [X = [X para cada una de dichas funciones.

PROPOSICION 31. Para toda integral superior [ sobre X que ten-
ga las cuatro primeras propiedades del teorema 11 se tiene :

a) fo(x) = [x para toda xeD(f,).
b) 7 < Po.
c) [ posee la propiedad 5 del teorema 11.

DEMOSTRACION. a) Se deduce de las propiedades 1y 2. b). Se
sigue de a) y de la propiedad 3. c) Existiendo evidentemente,

J[*=sap{f, fot (c),
basta aplicar la propiedad 4 a la integral superior [* definida asi:
T*x = inf {[*x'| %" eX*, 2’ > x}
para cada xeX, siendo X* el dominio de f*.

TEOREMA 12. Si G es un grupo accesible, existe una integral de-
finida sobre X que satisface

(3.15) Jos = 1o(S)
para cada Sedy y
(3.16) [%>0

para cada x > 0 perteneciente a X.

DEMOSTRACION. Resulta del teorema 8.

DEFINICION 20.  Llamaremos uliracomplexion de po y designare-
mos por pg a toda extension w, definida sobre la clase $(= &) de las
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partes de los conjuntos SeSy, que sea una prolongacion de po. Si
Ko = Ho diremos que uo es una extension ullracompleta.
Evidentemente, py = po.

CororarIO 11. Si G es un grupo accesible, existe una wultracom-
plexion u de uo, compatible con G, y con el mismo multiplicador k que pyo.

DEMOSTRACION. Basta tomar

(3.17) n(S) = [1s
para cada SeS.

CororLARIO 12. Si G es un grupo accesible existe una extension
ultracompleta p definida sobre la clase de todos los subconjuntos de
E con u(E) =1 e invariante por G 1k = 1.

DEMOSTRACION. Resulta del corolario 11 tomando §,={J, E},
(D) =0y p(E) = 1.

OBSERVACION 13. A partir de la extension p definida por (3.17)
se puede expresar la integral [x para toda xeX asi:

(3.18) Jx — lim > % (s,
neco kE N
donde
St {t %gx(t) <k:1, x(t);«éo}.

Esto justifica que escribamos [xdu en lugar de [x. Haciendo uso
de las notaciones habituales se puede escribir [ o [xdu para desig-
nar la integral [xy, (SeS). * *

Completamos esta observacién con el teorema siguiente :

TEOREMA 13. S7 p es una extension sobrve 8, compatible con G,
existe una integral sobre X que satisface (3.16) y (3.17).

DEMOSTRACION. Basta seguir el mismo camino que LEBESGUE
en su teoria de la integracién, definiendo [x mediante (3.18).
EXTENSIONES ULTRACOMPLETAS. EJEMPLOS :

1. Sea E el espacio euclideo R™ de dimension n =1 o n=2, G
el grupo de las -semejanzas de R*, Sy un anillo de BOOLE, invariante
por G, de conjuntos medibles (L) de R" con medida finita, y po la
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restriccion a Sy de la medida de LEBESGUE. Se ve inmediatamente
que G es un grupo resoluble y, por tanto, accesible, y que yq es una
extensién compatible con G (V7). Luego, segin el corolario 11 existe

una extension ultracompleta u == o compatible con G.

2. Sea E el espacio euclideo R* de dimension n=1o0on=21y
G el grupo de las semejanzas de R*. Entonces G es un grupo accesi-
ble y, por el corolario 12, existe una extension ultracompleta u, defi-
nida sobre la clase de todos los subconjuntos de E, con u(E) = 1 e in-
variante por G.

3. Sea E un espacio euclideo R* de dimensién n > 3, G el grupo
minimo de permutaciones de E, que contiene las translaciones, los movi-
mientos que dejan tnvariante un poliedro regular de R™ y las homotecias
de R", & un anillo de BOOLE invariante por G de comjuntos medibles
(L) de R* con medida finita (€) y ug la restriccion a 8y de esta medida de
LEBESGUE. Enfonces G es un grupo accesible. En efecto, si G, es
el grupo de las translaciones de R" y G, es el subgrupo de G engen-
drado por G; y los movimientos que dejan invariante el poliedro
citado, resulta: a) G; es un grupo abeliano; b) G,/G; es un grupo
finito ; ¢) G/G, es un grupo abeliano. Por consiguiente, existe una ex-
tension ultracompleta u = po compatible con G.

4. Sea G un grupo accesible de permutaciones de E y E* una
clase de subconjuntos de E, invariante por G: E*G = E*. Entonces,
si Gy es el conjunto de elementos de G que dejan fijos a cada uno
de los conjuntos pertenecientes a E*, G, es un subgrupo y divisor
normal de G y G induce sobre E* un grupo de permutaciones G*
isomorfo a /G4 y, por consiguiente, accesible. Luego, si $,* es un ani-
llo de BooLE de subconjumtos de E* com S*G* = §* y uo* es una
extension sobre So* compatible con G*, existe una extension wultracom-
pleta p* = po*, definida sobre la clase % = $o* de las partes de los
conjuntos pertenecientes a 5%, y compatible con G*.

OBSERVACION 14. El ejemplo 2 parece estar en desacuerdo con la
condicién necesaria y suficiente de S.S. CHERN [7] para que exista
una medida o una extension invariante por un grupo de Lig. Esto
ocurre solamente si se olvida que las medidas o extensiones a las

(") $Si los conjuntos pertenecientes a §, son todos acotados y algunos
de ellos poseen puntos interiores resulta po 7= 0, (o) igual a la potencia =
de la razdn de semejanza de ¢ y § es la clase de los conjuntos acotados de R=.

10 — Collectanea Mathematica
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que se refiere CHERN ('8) son las expresadas por una integral:
[1(§)d&ds, . . . dg, (f#0)

v se afirma :
Con respecto al grupo lineal
G: tV=at+b (a50)
de permutaciones de R no existe ninguna extension (o medida) en R
tnvariante ('°).
En seguida veremos con el colorario 13 que la restriccién prece-
dente, relativa a la integral, se puede sustituir por la propiedad de

que la extensién u(K) de todo conjunto compacto K que posea al-
glin punto interior sea positiva.

TEOREMA 14. Sea E = G|g el espacio homogéneo definido en un
grupo topoligico (T,), localmente compacto, G por un subgrupo cerra-
do g y k una funcion real definida sobre G. Entonces para que exis-
ta una medida de RADON m en E que verifique

(3.19) m(So) = m(S)k(o)
para todo oceG y todo conjunto medible S es mecesario y suficiente que:
1. k sea una funcion continua vy positiva sobre G.
2. k(o) = k(o)k(z) para cada par (o, ) de elementos de G.
3. k(o)A(o) = 6(0) para cada ceg, siendo A y & ciertas funciones
reales asociadas a los grupos G y g, respectivamente.

Esta medida en el caso que exista estd bien determinada, salvo un
factor constante, sobre la clase de los conjuntos de BOREL relativamen-
te compactos.

DEMOSTRACION. Véase, A. WEIL [15] pags. 42-45.

COROLARIO 13. La parte del teorema 14 relativa a la existencia es
vdlida si se sustituye m por una extension u*, definida sobre un anillo
de BoorLE &* de subconjuntos de ¥ que contiene a los conjuntos com-
pactos, y que satisface

(3.20) w*(So) = u*(S)k(0)

(*®) En realidad este teorema de CHERN se refiere a extemsiones, esto
es, a funciones reales de conjunto finitamente aditivas y no negativas, pero
también es vilido para medidas o funciones de conjunto completamente adi-
tivas y no negativas. )

(%) Véase, SANTALO [14] pags. 90 ¥ 88.
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para Se¥* y oeG, y
(3.21) u*(K) >0
para todo conjumto compacto K que posea algin punio interior.

DeEMOSTRACION. Como la restriccién de toda medida de Rapon
sobre la clase de los conjuntos de medida finita es una extensién,
bastara probar que si existe tal extensién u* la funcién % satisface
las tres condiciones requeridas. En efecto, entonces existe una in-
tegral [xdu* sobre el conjunto X* de las funciones reales continuas
con soporte relativamente compacto, y esta integral define una medi-
da de RADON sobre el minimo ¢—anillo de BooLE % que contiene
a los conjuntos compactos de E si se pone

m(K) = inf {{xdu*|xe X*, x > yx} (= p*(K))
para cada conjunto compacto Kc E. Por tanto, siendo
Joxdp* = k(o) [ xdu*
para cada (o, )G X X*, resulta
m(So) = m(S)k(o)

para todo Se% y oeG, de donde se deduce aplicando el teorema 14
que % satisface las condiciones mencionadas.

CororariO 14. Con las hipétesis y notaciones del teovema 14, si
G es un grupo accesible y k verifica las condiciones 1, 2 y 3, existe
una extensién ultracompleta p sobre la clase $ de los conjuntos rela-
tivamente compactos de E, que admite el multiplicador k y satisface :

1. Si {B,}*>® es una sucesion de conjuntos de BOREL disjuntos
cuya reunién Bed, resulta

(3.22) Zu(B,) = u(B)

2. Para cada conjunto abierto A 5= (0 perteneciente a 8 se tiene
(3.23) u(d) > o.

DEMOSTRACION. Segun el teorema 14 hay una medida de RApon
m en E que verifica (3.19). Por tanto, si yo es la restriccién de m
sobre la clase 8§, de los conjuntos de BOREL relativamente compac-
tos, por el corolario 11 existe una extensién ultracompleta u = uo
sobre la clase & de los conjuntos relativamente compactos de E que
admite el multiplicador & y satisface (3,22) y (3.23), puesto que si
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{B,}$° es una sucesion de conjuntos de BorEL disjuntos cuya reunién
BeS resulta :

= m(B) = u(B),
y para cada abierto 4 # (J perteneciente a & se tiene
u(d) =m(4d) > 0.

OBSERVACION 15.  Si E es un espacio compacto, G un grupo tran-
sitivo de transformaciones topolégicas de B y uy es una extension com-
patible con G, definida sobre un anillo &, de BOOLE de subconjuntos
de E que contiene los conjuntos cerrados, resulta u(A) > 0 para todo
abierto A # (0. Basta tener presente que u(4) estd definido para todo
abierto 4 y que existe un cubrimiento finito {4o,|l <v» <#u} de
E y, por consiguiente,

n

u(4) Z k(o)) = pu(E) > 0.

1

TEOREMA 15. Sea E un espacio métrico localimente compacto y G
un grupo transitivo de tranmsformaciones topoldgicas de E. Emntonces,
st {V,}9° es una sucesion de abiertos tal que

(3.24) sup {d(V,0)|oeGt >0

para n — oo, donde designamos por d(V) el didmetro de V, existe una
medida de HaAR en E, esto es, una medida m definida sobre la clase
B de los conjumtos de BOREL de E y tal que :

1. m es invariante por G : m(Bo) = m(B) para todo BeB y oeG.

2. Para todo conjunto compacto K, m(K) < + oo.

3. Para cada conjunio abierto A # O, m(A4) > 0.

DEMOSTRACION. Se puede seguir la misma marcha que MUNROE
[12] pags. 135-140, utilizando (3.24) para probar (pig. 138) que

T(Ul 8) Uz) = T(Ul) + T(UZ)

si U; y U, son conjuntos abiertos relativamente compactos (€&’)
cuya distancia : o(U;, U,) > 0.

CororarIO 15. Con las condiciones y notaciones del teorema 15,
st G es un grupo accesible existe una extension ultracompleta u sobre
la clase de los comjuntos relativamente compactos de E, invariante por
G y que satisface (3.22) y (3.23).
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