RESULTADOS ACERCA DE UNA GENERALIZACION DE LA
SEMEJANZA EN EI, ESPACIO DE HILBERT

por

ANTONIO PILANS

Sea 96 el espacio de Hilbert separable real.

1. Sz un operador acotado A, con inverso a la izquierda acotado A-1,
7
hace corresponder a los rayos 7,, S, (n = 1,2,..), a(?s, Su) ———>§, 7nY Sn
n +0o0

sin rayo de acumulacion débil, los vayos 74, sx (n = 1,2,..) con la misma
propiedad :

7

9‘(7’:“ Sflt) —> § ’
7 — 00
entonces A conserva los sistemas heterogonales fuertes (v. [3]).W
Sea

a, a, a;...a,...
un sistema heterogonal fuerte. Sea
a,a,a;...a,..
el sistema homélogo, que serd desde luego heterogonal. Supongamos
que no sea fuerte. Habrd al menos una sucesién parcial
b, =ala, ay <<z
ﬁn n n+1 2
Sea 0, =ala, a, ...],0, —> 2
75” p" ﬁ"-H . pn n—oo 2

Existen dos vectores x’?n, y'ﬁn, que tomaremos unitarios, conteni-
dos en dos subespacios subtendidos por sucesiones disjuntas

(1) Los nimeros entre corchetes corresponden a la nota bibliografica.
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a’ ,a’, ,--- talesque
c pn ﬁn'{'l d
a x, b ! == 0’ + E )
%0 Y5, = Up, T s,
e —> 0.
pn n — o0
Luego - n
(X, , Yy )<B<Z (1)
( 5 ;bn) p<3
Sean X, =A-1x, , = A1y’ . Se verifica
by ps Vs Y,
(X , =0, ,
Ky ¥p) =0,
luego
(X, ,y,)—> z
ﬁn’ ﬁn n - 00 2
Ni x 5 niy P tienen vector # 0 de acumulacién débil (v. [3]), es de-

cir, los rayos correspondientes no presentan rayo de acumulacién
débil. Por tanto, en virtud de la hipétesis del teorema,

M%;V)—+§

n N —-00 2’
lo que estd en contradiccién con (1).

2. Reciprocamente, sea A acotado, con tnverso acotado a la izquierda
A-L vy conservando los sistemas heterogonales fuertes. Entonces hace

T .
corresponder a los rayos v, s, (n=1,2,..), & (7,, Su) —> =, ¥, ¥ Sy St 7ayo0

y
n—>00 2

de acumulacion débil, los rayos v;, s, (n = 1,2,..) con la misma propiedad:

o (7,1, Sn) :: -2-

Segun [3], §1, 1.1, si tomamos en los rayos 7,, s, representantes
doblemente acotados X,, y,, éstos convergen débilmente al vector
nulo: X, —> 0, ¥, —> 0.

n—> oo #n —>CQ

Sean X;, = AX,, y» = Ay, representantes de 7;, s, doblemente aco-

tados. Supongamos que existan sucesiones parciales x'?5 , y'? tales que
(X, Y, )<p<Z @)
22 2 B
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Consideremos X', ,

b Vb0
frtitrcld{x , }{x }c{x }{ }c% }
uette uitercalaco q" yq:; q» f)n yq;; yf)n

Por 1a hipétesis del teorema, el sistema homdélogo { x .Y } es tam-

Se puede formar un sistema heterogonal

bién heterogonal fuerte. Luego

0[x ,y ,x Yy R L
[‘]n yqn In + 1 yqn+1 T 2
de donde
P 7T
o (X, —> =
( q;; y%;) n—-o-o 2

lo que estd en contradiccién con (2).

3. Sean dos sucesiones de rayos v, s, (n=1,2,..), sin rayo de acu-
mulacién débil, y con lim o (v,, S,) > 0. Sea entonces el rayo I, ¢ m, = [r,,
Sp] (m=1,2,..).

by no puede tener vayo de acumulacién débil.

Equivale a afirmar que una sucesién de representantes X, ¢,
(n =1, 2,..) doblemente acotados, X, —> 0. En efecto, sean a, ¢ 7,,

7n —oC
b, € s,, y por ejemplo unitarios, X, = x% a, + x% b,
Sea z un vector cualquiera de 96. Tendremos

(Xn, 2) = &7 (@4, 2) + x& (by, 2),

(a,, Z) —> o, pues a, —> 0,

i —20 n —»0oC
(b, z) —> o, pues b, —> o,
7n —> 00 n—>oo

)

n)

y por otra parte x('{, <% (n = 1,2,..) estdn acotados, por la condi-
cién supuesta lim «(7,, s,) > 0. Luego

(xnx z) _‘> 0:

n — 00

es decir,
X, —> 0.

n—>00

Podemos dar otra demostracién, manejando solamente los rayos.
Supongamos la existencia de un rayo ! de acumulacién de Z,,

Ly —>1(v. [2)). Como « (r,, I) —> 2, alse, 1) resulta

__.> —
noToo 7 —00 2 n-— o0 2’
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o (7, 1) —»> z Tuego, en particular, o (Z,, /) —»> z , lo que contra-

. n—wo 2 7 —= 00
dice I, —~ 1.
n n—>00
4. Sea A acotado regular, es decir, con inverso A= a los dos lados:
A-1A = A A-1 =1, haciendo corresponder a los rayos r,, s, (n=1, 2..),

. s 7
sin rayo de acumulacion débil, o (v,, S,) —> 5 los rayos r;, s;, (n=1,2,..)
n — 20

4

con la misma propiedad: o (v;, sp) —> (En adelante, esto lo expre-

nooo 2

—

saremos diciendo que A presenta la propiedad g ).

—

Entonces A=1 posee también la propiedad g .

Sean 7, s;, (n=1,2,..) sin rayo de acumulacién débil, a(r;, s.)
7 . .. .

— 5 Por la bicontinuidad angular uniforme de A, desde luego se
n —oo
verifica

lim o (s, S») > 0, siendo 7, = A-17,, s, = A-ls, (n=1,2,.),
y tanto 7, como s, no pueden tener rayo de acumulacién débil. Tome-
mos en el plano s, = [7,, s,] el rayo ¢, | s,. Por 3, la sucesién asi
construida ¢, 4,,. . , ¢, . . no tiene rayo de acumulacién débil. Aplique-

mos, pues, a b, s, (n = 1,2,..) la propiedad g que por hipétesis tiene
el operador dado A. Resulta

o (t, Sn) —> i

Por consiguiente, sale
o (L, 75) —> 0,
n-—> 0o

luego también

o (tn, ") —> 0,
de donde, finalmente

7
% (1 S2) ho 2 s.q.d.

5. Los operadores acotados rvegulares con la propiedad — forman grupo.

ol ey
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Pues el producto de dos operadores regulares con la propiedad

es regular con dicha propiedad. Y con A, también A-1 verifica la

IR

-

. n .
propiedad 5 de acuerdo con el teorema anterior.

6. Sea A un operador regular, transformando un sistema cualquiera
ortogonal de rayos en un sistema heterogonal fuerte de vayos.

. T
Entonces A posee la propiedad 5
Sean dos sucesiones de vectores X,, V., |[X.| = |Yy.| = 1,

T
X, —>~0, ¥, —> 0, % (X, Yu) —> = . Tenemos que probar

n-—=~co n->00 #n — 00 2

’ ’ 7T
% (xn; Yn) —> § 5
7 — 00
donde X; = AX,, V;, = AY,. (n=1,2,..)
Supongamos que esto no sea cierto, existiendo una sucesién par-

cial < x' , V }tal ue
{ 1)1; y?n d

o (X

’

T

5 n=1,2,.) (3)

by ypn) <B<

Tixiste otra sucesién parcial

que constituye un sistema heterogonal fuerte. A dicho sistema le
aplicamos el proceso de ortogonalizacién de Schmidt, v sea

% ,_
{ n y%t%

el sistema ortogonal resultante. Se verifica (v. [3]):

@ (X ,X )—»>o,

Gn Gn n —co
o LY ) —>o.
(y%t yqn) 7 — 00
Sean i’q = Aiq , — Ay . El sistema
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por la hipétesis del teorema, es heterogonal fuerte. En particular
(v. [3]) tendremos
= = 4
o (X, —_ =,
(XY ) 7> 5

Por la bicontinuidad uniforme angular se verifica

% (X , X )—> o,

(]n qn 7 —» 00
a (Y , ¥ ) —o.
(y%z qn) # - 00
Luego '
. ’ T
o (X, — =
Qn yqn) 7 —00 2
lo cual estd en contradiccién con (3).
s.q.d.
Resulta inmediatamente
7. Corolario 1. Un operador A regular posee la propiedad -723 cuando

y sblo cuando transforma sistemas ortogonales en sistemas heterogona-
les fuertes.

Corolario 2. Referido )6 a un sistema onc e, €, .., €,, ., un operador

—

A rvegular posee la propiedad 5 cudndo y sélo cuando la sucesién

a, — Ae, (n =1,2,..)

es un sistema heterogonal fuerte, cualquiera que sea el sistema onc ele-
gido {e,} (n=1,2,..).

—

8. Si A, acotado y regular, posee la propiedad g , también goza de la

propiedad 5 donde 0 puede tener cualquier valor = o, una vez fijado,

entre 0 v id
0y -
. = .. 7
La propiedad 0 significa, como la§, que dados los rayos 7,, s,
(n = 1,2,..), sin rayo de acumulacién débil, « (7,, s,) —> 0, tienen

por homodlogos rayos 7;, s; (=1, 2,..) con la misma propiedad :
o (73, sp) —> 0. (La propiedad 0, B = o, desde luego se verifica, pues

n — 00

significa exactamente la continuidad uniforme angular).
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Demostraciéon. Sean los rayos #, | s, (# = 1,2,..) sin rayo de
acumulacién débil, y elijamos representantes unitarios X, € 7,, ¥, € S,.
Se verifica (X,, ¥.) =0 (» =1, 2,..). Sean X; = AX,, Yy, = Ay,, serdn
representantes doblemente acotados de los rayos homélogos 7;, s;

(m =1,2,..). Como por hipétesis se verifica la propiedad T

5" tendremos
(x;t: y”’) —> 0.
Sean ahora X, _L y” (n = 1, 2,..), |X,,| S 1; Iy»i S 1, |§n|

)

Y -

, ————> 0. Luego, por lo anterior,
n-—~ o lyﬂ n-»> 0o

X, Ya
(AmJA‘y"l)nj: 0’

de donde
(Axny AYﬂ)

> 0.
n—> 00
(Apliquese la 1‘egu1aridad de A).

Consideremos ahora los rayos 7,, s, (# =1, 2,..), sin acumulacién
débil, formando un 4ngulo fijo 0. Sean X, ¥, (# = 1, 2,..) sus respec-
tivos representantes unitarios, y sean A7z, = 7;, As, = s;, AX, = X},
Ay, = y;. Tenemos

(yn - (Xm Yn) Xy, xn) =0,

donde |y, — (X,, ¥,) X, | <1, |X,| = 1. Estamos, pues, en las con-
diciones de mds arriba. Por consiguiente se ha de verificar

> 0,
n —>oc

(y;‘t - (xn: yn) X;h X,’,)

(X,',, Yh) - (xm Yn) I Xy l 2 — 0,

n->co

y andlogamente
(X;ln y;;) — (X,,, y") th I 2__y 0.

n—-00

En otra forma,

(x;n Ya';) = (xn, Yn) Ix;l |2 + €, €, —>0,

=00

(x;u y;z) = (xn: Yn) ly;z | 2 ‘*' Nny N —> 0.

#n— 20

16 — Collectanca '.\Iathcmaticp.
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Resulta inmediatamente, multiplicando miembro a miembro :

2|y;;|2+§m§n—'> 0.

n - 0

(x;'n y;;) 2= (xn: yn) 2 | X5

Designemos por 0;, = o (7;, s;), (n = 1, 2,..). Resulta facilmente

0;, —> 0.

n— 00

Si o (7, Su) —> 0, tomariamos un tercer rayo s,, coplanar con #,, s

n >0

n»

o (7"’ En) =0ya (sn: gn)

> 0. Dicho rayo no tiene acumulacién

n—>00

débil, por 3. — Luego, de acuerdo con lo anterior,

o (75, sp) —> 0,

n—oc

siendo s;, = As, (# =1, 2,..). Como también « (s;, s;) —> 0, resulta

inmediatamente T
o (¥, sn) —> 0.
o s.q.d.
I.a propiedad 6 incluye, como caso particular, la g (0 = g ). Por
consiguiente
9. Las ﬁropi'edades—g 6 son equivalentes.

-

En particular, A-1 verifica § si A verifica 7—; (v. 4.).

10. Sea A regular, con la propiedad 0. Referido 96 a un sistema onc
€,,€5,.., €4,.., S€a a, = Ae, (n =1,2,..), con lo que A viene rvepresen-
tado por la matriz

A=|laja,...a,...|
Sea
AM=|la, a, ...

Existe entonces un mdmero positivo k* tal que
k2 —¢, < | AMX|2 < k%4 ¢, (4)
> 0 dependiente sélo de n, y |X| = 1.

# — OO

Sean M,m las cotas superior e inferior de A, es decir,

€ > 0, €

o<m <|AX| <M < o, [X] =1,
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y sean m,, M,, ( =1,2,..) las de A®), Se tiene
o<m=m<my, <...<m, <...<M<Z...<M, <M;=M<oco.
Hay que probar
M, — m, —> o, 6)]
n—= 00
pues entonces hay un elemento tnico de separacién k2, v sale inme-
diatamente (4).
Supongamos que (5) no sea cierto, y que para una sucesién par-
cial M, , m, se tenga
P Tpa 5 T8

,M?n —my >1U'>o0. (n=12,..)
En la esfera |[x| = 1 existiran dos sucesiones Xp, yﬁ tales que
n n

AlPn) )(75 = x’ﬁ , AlPn) yﬁ = y’:l5 difieren en médulo tan poco

como queramos de m, , M, respectivamente (n = 1,2,..), es decir,

bn’ Pa
I x/ | — L ¢
lxlf)n ! mﬁn o Cﬁ” (Ep > o0, € > 0) (6)
ly D = ‘I{)n - Cﬁn ' e

Como !y,;b —x’p | > l’—-2€p , dado ¢, I’ > € > o0, a partir de un
n n n
cierto n=w, |y’ bn x’ b | >1" — ¢ > o, luego por la bicontinuidad
n n
uniforme de A, para # > », lyﬁ — X | > 1> o para un cierto / > o.
n n

Por consiguiente

oc(xm,ym)>a>o m=v+1,...)
para un cierto a >o, luego por la bicontinuidad uniforme angular de A,
oc(x’ﬁn, y'ﬁn)>a’>o. (mn=v+1,...)

Tl 4ngulo «(y b Xp, o X b )=20 b estd comprendido entre 0 y 7—;,

. . P JT , .,
quedando excluido lim 0 b = o, lim 0 by =9 Habrid una sucesién
" n

parcial {g,} C {$,} para la cual

0 >0, 0<Z.
gn n—>oC 0 < < 2
Por otra parte, como
x  efa, |, 11, -1
In I: gn aQn t1 ]

16* — Collectanca Mathematica
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se ha de verificar (v. [3])
qu" n_:; 0,
luego

X, —>0.
Gn oo

Anilogamente
—> 0,
gn 7 —>00

luego también

>~ 0,

Yo, " *q.

siendo esta sucesién doblemente acotada.
Al no haber vectores # 0 de acumulacién débil, podemos apli-
car la propiedad 0 supuesta, y tendremos

* (qun - X'q" ’ x,(]ﬂ ) n_———0>o 6,
‘U' (y'QH - XIQn ’ qu;;) i:, 0,

es decir, vectorialmente,

|(yqn_xq”rxq")|= [(an_xqﬂ’y[]")l_l_ . . N
Vg, =¥ " ¥g, 1 We, =Xg, "Wg, 1= 7" T aen

Sabemos que |y’ gn x’ g | estd doblemente acotado, y podemos su-

primirlo.
S6lo pueden ocurrir dos casos, al tener en cuenta los signos :

’ ’ _ ’ 2 ! ’ _ ’ 2
) Vg, X'q,) — X, =(yqn,an) ¥, N
EPN 1Y, | g,
Qn Qn
’ [— (y,‘]n’ x’q’ﬂ) ’ ’
(|yq"|—lxq"l) o x| —qu"|—|yq i+’7q
971 Qu
Si excluimos
.|yqnl_|an|:-o>o{), (()

llegamos a un absurdo.
En efecto, para una sucesién parcial {s,} C {g,}, se tiene entonces

oo>2M>||y’sn|——[x'snll>b>o
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para un cierto b > o. Luego resultaria, dividiendo por |y’ s, | —|x s, [
s, X's,) ~ -
de donde
(¥, X, - - ,
Vo 1% T s s =i ®)
b War¥e) TIXg T~ X)Wt
EPn v, .

¥ g 1 1%, |
FPRRE

(Yg, X'g,) =Yg I+ 1x, 1) +mg -

La suma |y’ g | 4+ | x’ g | es inferiormente acotada, luego al dividir
por ella sale

Y, . x', )
qn gn’ / b
—1—{—77%,17% > 0

’

1Yg, 11X n—-00
(Yq X' )
Qn QH 1" "
=y, g, —>o0. 9)
NAPRERE N In’ 7 nn-co

Tas conclusiones (8) y (9) son absurdas. Pues admitamos que
para una cierta sucesién parcial { x’ ke, y' k. } c {x' b y' ﬁn}
(n=1,2,..) se tenga

(Xg,» ¥'p,)°

(X 12 1Y 20 e

Al ser |x"p |, |y’ | doblemente acotados, esto equivale a

(x,kn ’ y’kn)z - |x,/\3n [ ? I y,kn |2 ——> 0. (10)

n-—-o0

Pero esto es absurdo, pues fijado #, al variar el escalar 4,, se
tiene

1Y, = X, [2>c>0 1)
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para un cierto ¢ > o fijo, a partir de un cierto k,. Al desarrollar
Y, —2,Xp [?y tomar el minimo, sale
n n

X, 2 1Y g, 12— W ¥ )2 > e X 12 >0,

n

}x’ku? 2 yﬂkn‘z _ (x'kn, y:kn)z > E> 0, (n=p, u+1,.)

lo que contradice (10).
Hemos de admitir pues, en definitiva, el resultado (7). Pero esto
también encierra un absurdo, va que, por (6) sale

Vg, = IXp | =My —my — 28y, (6p ——>0)

M, — I .
b Tp T T
Queda pues demostrado, por reduccién al absurdo, que

M, — m,

> 0. s.q.d.

11. Dada una sucesion A" de operadores, las desigualdades

k2 — o, < |AWX|2 < k24 9, (n=12,.) (12)
donde k2 es fijo, |X| =1y n,>o0,n, —>0 depende sélo de n, son equi-
valentes a las desigualdades -

RAX.Y) — m, < (AX, AY) < B2(X, y) + 7, (n=12,.) (13)
donde |X| = |yl=11y 5, > o0, 1, —>0 depende sélo de n.

(13) implica (12) para x =y. Tenemos que demostrar que, reci-
procamente, (12) implica (13).

. : : v X
Sea X € 96 cualquiera, podemos aplicar (12) a — , v resulta

]
(k* — ) |X]2<|AWX|2< (B2 4 7,) [X[%  (n=12,.)

Apliquemos estas desigualdades al vector x + y, siendo X, y vec-
tores unitarios arbitrarios. Resulta

(B — ) [2+2 (% )] < |AWX|2 4 [AW y|2 42 (AW x, AW y) <
< (k) 2+ 2 (XY,

Al restar a estas desigualdades, sucesivamente, las (12) aplicadas
a Xx,y, sale

— 2, + (% —7,) (xY) < (A x, Ay) <2, 4 (k2 + 7,) (X, Y).
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Observemos que
W+ 0% Y) =12+ Y] >0 (n=12.)

217”, + nﬂ(x’ y) < 37}'”
luego resulta

F(X, y) — 3, < (AWK, AW y) < R2(X, Y) + 31,

Al hacer 37, = 7, obtenemos las desigualdades (13), en las con-
diciones prescritas.

A
S
I

=

o

i

_ s.q.d.
12. Teorema reciproco del T 10).
Sea un operador A regular. Referido Yo a un sistema onc eje,,..,
€,,.., dicho operador vendrd vepresentado por la matriz

A=|la;a,...a,...|, a, = Ae,.

Designemos por
{
A = || a, A py-e. I,
Yy supongamos que se verifica, para un cierto k% > o
k2 —e, < |AWX|2 < k2 L ¢,

para |X| =11y ¢, > 0, &, —> 0 dependiente silo de n.
n—00
. T . e
Entonces A cumple la ;'Jropwdad% (luego su equivalente 0).
Consideremos los subespacios [e, €, ...]. Sean X,—>0,y,—> 0,
n—>00 n->00

lxnl = IYnl = 1: a (X", YM) -—> g . Como [el e en—l] y [en en-l;l . '] son

n—2
ortogonales complementarios (z = 1,2,..), resulta inmediatamente la
existencia de dos sucesiones de vectores, que tomaremos unitarios,
X, Y, c[e, €,11-..], (n=12,..) alos que corresponden dos sucesiones
parciales que siempre se pueden elegir con los mismos indices 7,,
{Xp 1 € (X}, {Yp 3 C (¥, tales que a(X ), X,) >0, aly, . ¥,) > o
Luego también

[

Los operadores A®™ (n = 1,2,..) cumplen las condiciones del teo-
rema anterior, luego verifican las desigualdades

kX, y) —e, < (AW X, AMy) < B2(X,y) + ¢, (n=12.)
donde ¢, > 0, &, —> 0 depende sélo de %,y |x| = |y|=1.

n—>
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Hagamos x = )?,,,' Yy =Y, con lo cual
R3(X,, V) — &, < (A X,, APY,) < k2(X,, Y,) + &, (n=12.)
Como (X,, ¥,) —> o, resulta

(AW X, Atly,) —> o.

#n -~ 00
Por ser A™ x, = AX,, A™ y, = Ay,, por la bicontinuidad uniforme
angular, también
x (Axy | AXx,) —> o,
n

n—oo

>0,

#n —00

(A y?n’ Ayn)
luego

« (Axy, AY, )

—

L@
nooo 2

Resulta ficilmente la propiedad;—z . Pues supongamos que para

un par de sucesiones vectoriales X,,y,, |X,| =1y, =1, X,—>0,
n — 00

4 . JT . g
Y, —> 0, « (X,, Y,) —> 3, no se verificase a (Ax,, Ay,) —> = . Existi-
(o]

n— n—-oo2 n—>0C

rfan dos sucesiones parciales {xq } e {X,}, {yq yc {y,} tales que

7
o (qun, qun) <r<3- (n=12,..) (14)
Pero o (xg Yy ) —> % , luego para ciertas sucesiones parciales

{Xsn} c {Xq”}, {ysn} c {yqn} se verificaria

lo que contradice (14).
s.q.d.

De los teoremas 10. 11. y 12. resulta, resumiendo :
13. La condicién necesaria y suficiente para que un operador regular

A posea la propiedad 0, referido 96 a un sistema onc {e,} (n = 1,2,..), es

R? — ¢, < |AMX|2 < k2 + ¢, (n=12,.)
donde k? > o es fijo, €, > o, &, —> 0 dependiente sélo de n,

[X|=1,y A" =||a,a,,,...]||, a = Ae; (z, n=12,.),
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0 las desigualdades equivalentes
E2(X,y) —e, < (AW X, AW y) < B2(X,y) + ¢, (n =1,2,.) (15)
donde |X|=|y|=1y¢, >0, ¢, >0, dependiente sélo de n.
~14. Sea A regular, con la propiedad 6, {e,} onc, Ae, =a, (n=1,2,..).
De (15) sale
— &, < (AW x, A y) — R2(X,Y) <&, ,,

l ([A(n) "A(m) kZ] X, Y) | < ;”’

[x| = |y| =1 solamente. Luego
|| AW A — k2 T|| <e,. (16)
Por otra parte, por ser {a,} un sistema heterogonal fuerte, se ve-
n—1
rifica, cualquiera que sea X = 2 x;¢;, |X|=1,y, |y|=1:
i=1
7
a(AMy, vy a4 o 4K, 8,) —> 9"
Si designamos por Ap,_q) = 1| a; a, -+-a,_, ||, al tomar dos vec-

tores unitarios cualesquiera X, y, resultard

| (AMY, Ap—1)X) | —>o,
| (A1) Ay, X)[ —>0,

independientemente de los vectores X,y unitarios. T,uego resulta

H *‘{l(n;—i) A || —> 0. (17)
7 — 00
Consideremos ahora la matriz

‘a2~ k2 (a;, ay) ----- (. a,_4) (a,. a,) <oevo-

(3, 3) ' E

™ : :

AA 2T = !
(@n-1. ) (@n_y, 8,) ----=

! la,f2— 2
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v cn ella la matriz obtenida suprimiendo las #—1 primeras columnas:

(al» an) """""
(A'.‘YX _ k2 I)(n) — E

(C: MUY ) R

la,2—k% ...

Por (16) v (17) tenemos
[| (A’A —Z22T) || —> 0.

n— 00
Sabemos que la condicién necesaria y suficiente para que una
matriz || ¢y €5...€,...|| represente un operador completamente
continuo, es precisamente que

|| Co || —>o,
> O
donde
C(n) = Il cu cn+1 e ||
Por consiguiente
A'A — R

es un operador completamente continuo. Si lo designamos por C, ten-
dremos

A’A = k21 + C. (18)
Reciprocamente, sea A regular verificando (18), y sean X,, V.,
R e e s
Tendremos ‘
(Ax,, Ay,) = ((R*1 + C)X,, ¥,) = k2(X,, ¥,) + (CX,, ¥,) —>o,

lo que equivale a

@ (AX,, Ay,)

T
n— o0 2
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Es decir, A posee la propiedadg <=>0.

La relacién (18) es independiente del sistema onc coordenado
elegido. Pues sea U unitario : U'U = UU’ = I, la matriz transfor-
mada de A serd U’'AU, y tendremos

(U'A'U) (U'AU) = R 4 C,,
donde C, = U'CU.
Podemos, pues, enunciar el teorema
15.  La condicion necesaria y suficiente para que el operador regular
A posea la propiedad 0 es que verifique una ecuacion de la forma
AA=RrRT+C,
donde k2> o y C es un operador completamente continuo.

16. Sea |X,| =1, X, —> 0. Sea A regular, con la propiedad 0. De
acuerdo con (18) se verifica
| Ax, |2 = (Ax,, Ax,) = k% + (Cx,, X,,) —> k2,

7 —>0C

| AX, | —> k.
7 — 00
Este resultado junto con (18) nos permite considerar los opera-
dores A en cuestién como semejanzas aproximadas, de razén k. De-
signemos por $ el grupo que forman. § contiene como subgrupo el

grupo & de las semejanzas (C = O), como éste a su vez contiene
el grupo unitario % (=1, C=0):
§D 8D N (19)

El grupo 9§ define una geometria en el espacio de Hilbert.
Fs inmediato que un operador regular de la forma

kU 4+ D,
donde U es unitario y D completamente continuo, pertenece a 8.

17. Propiedades.

1. Como A’A es un operador hermitico, resulta en (18) C hermiti-
co. C es, por tanto, un operador completamente continuo y hermitico.
2. ILa relacién (18) demuestra inmediatamente que el conjunto de
los operadores regulares que la satisfacen forman grupo, como ya
sabfamos: si A regular verifica (18), A~! también, y si A, B regulares
verifican relaciones de la forma (18), su producto también.
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3. El grupo S es hermitico, es decir,

AeS<=>A'eS.

Pues -

A'A =0T+ C

equivale a
AA’" = k21 4 ACA-Y,

y es sabido que el ideal de los operadores completamente continuos
es bildtero, en el anillo de los operadores lineales acotados.

18. Observacion. Es facil encontrar ejemplos de matrices acota-
das {|a a,...a,...||,cona; a,.. a,...heterogonal fuerte, que no
verifican una ecuacién de la forma (18). De acuerdo con %.Cor.2,
esto significa que un operador regular, para un cierto sistema onc
de referencia, puede venir dado por un sistema heterogonal fuerte,
pero al cambiar de sistema coordenado esto no tienc por qué seguir
ocurriendo.
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