IL TENSORE DI CURVATURA-TORSIONE DI CARTAN
E LA RELATIVITA" GENERALL: PROIETTIVA

per

GIUSEPPLE ARCIDIACONO (2 Roma) (°)

1. GRAVITAZIONE, MATERIA IPERDENSA, COSMOLOGIA

Poiché, per materia iperdensa ed alte energice, la teoria della gravitazione di
Linstein porta ai Buchi Neri ed alle Toro singolarita, sorge il problema di vedere
s¢ essa vale ancora in tali condizioni estreme. Infaiti, anche la tcoria di Newton
non vale pill alle alte velocita a per campi gravitazionali intensi.

Purtroppo, la via da seguire per perflezionare la teoria di Einstein, ¢ indeter-
minalta, ¢ cosi come accadeva per il problema cosmologico. sono possibili molte
teorie, tra le quali é poi difficile fare una scelta, a causa delle difficoltd di una
loro verifica sperimentale. Ne ricordiamo alcunc delle piir interessanti:

a) La teoria bimetrica di N. Rosen, che ¢é stata sviluppata a partire dal 1940,
¢ poi ripresa in questi ultimi anni [1]. Essa introduce una metrica cuclidea fissa
(background), alla quale si sovrappone una metrica riemanniana, dipendente
dalla distribuzione locale di materia-energia. Nella “icoria bimetrica® che cosi si
ottiene, vengono eliminate le singolaritd dei Buchi Neri. In una versione pill re-
cente della tcoria, la metrica fissa rcuclidea. viene sostituita dalla metrica
dell’Universo di De Sitter a curvatura costante, ¢ per tale via si pud affrontare su
nuove basi la problematica cosmologica. Pii recentemente, la teoria bimetrica é
stata riclaborata, a partire dal principio di Mach, da R. Goldoni [2].

b) La teoria della inerzia-gravita di A. Quale. Nella relativita gencerale, la
geometria dello spazio-tempo coincide con il campo gravitazionale, ¢ quindi
non c’é alcun substrato al quale riferirsi, per definire le varie grandesze fisiche,
come le onde, Penergia, il momento lincare ed angolare. Si pud allora avanzare

(°) Lavoro eseguito nell’ambito del GNI'M del CNR.
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Iidea che la struttura geometrica dello spazio-tempo di Riemann, si possa
decomporre in due parti, ¢ cioé in una struttura geometrica fissa (inerzia) ed in
una variabile (gravitd), sccondo lo schema:

Gravitazione = Inerzia + Gravita

Questo significa che il campo gravitazionale ¢ scomponibile in un campo di iner-
zia ed in uno di gravitd. La prima partc pud essere determinata mediante conside-
razioni cosmologiche, per esempio in base al principio di Mach, ¢ risulta indi-
pendente dalle proprictd locali. Ad cssa corrisponde una struttura geometrica
fissa, che ammetic un gruppo di movimenti in s¢. Invece la seconda parte viene a
dipendere dalle interazioni dinamiche locali, ed ¢ legata ai potenziali gravitazio-
nali.

Perd, in virti del principio di equivalenza di Einstein, localmente non si pos-
sono distinguere gli effetti inerziali da quelli gravitazionali. Per tale via si pud
costruire una nuova versione della relativita generale. in grado di superare le varic
difficolta |3].

¢) La teoria tensoriale-scalare di C. Brans-R.J1. Dicke, proposta nel 1961, e
nella quale la teoria della gravitazione di Einstein viene ampliata aggiungendo ai
10 potencziali un nuovo potenziale gravitazionale scalare. Esso viene intepretato
fisicamente come la costante gravitazionale, che viene supposta variabile, ¢ legata
alla struttura dell’'Universo su scala cosmica [4]. Otteniamo in tal modo una
nuova teoria della gravitazione, che porta a previsioni un po diverse da quelle di
Einstein.

d) La teoria non simmetricu di D.W. Sciama. In tale teoria viene introdotta
una metrica non simmetrica. che descrive il campo gravitazionale, ¢ che é legata
aj fluidi a spin [5].

Come si vede, le varic possibili generalizzazioni del campo gravitazionale
sono assai diverse tra loro, ¢ si escludono a vicenda. Una loro scelta su basi speri-
mentali potrebbe essere fatta in base alle osservazioni di fenomeni astrofisici, in
cui avvengono dei violenti processi.

2. GRAVITAZIONE, ELETTROMAGNETISMO, TEORIL UNITARIL

Il problema di ampliare la teoria della gravitazione di Einstein, pud essere
allrontato per una via del tutto diversa, ¢ cioé collegandolo al problema della
geometrizzazione del campo clettromagnetico. Si ottengono allora le varie teorie
unitarie della materia e dell'elettricita, il cui studio é stato ripreso recentemente,
¢ collegato alle ricerche sulle particelle clementari ¢ le teorie di gauge.
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Ma anche questa via risulta indeterminata, ¢ si presentano molte possibilita,
scbbene le equazioni di Maxwell sono determinate in modo univoco, ¢ sono con-
fermate sperimentalmente. Ci limiteremo ad esaminare Ie pilt importanti teorie
unitaric proposte:

a) La teoria unitaria di Weyl, che si ottiene ampliando la connessione dello
spazio di Riemann con Paggiunta di un termine simmetrico [6]. In consegucnza,
accanto al tensore di curvatura di Riemann (che descrive Ja gravitazione), viene
introdotta una *“‘curvatura di misura™, legata al campo clettromagnetico.

b) La teoria unitaria di Linstein-Cartan, nclla quale viene introdotta una
connessione non simmetrica, ¢ quindi una torsione. legata alcampo clettromagne-
tico |7]. Possiamo quindi dire che la materia produce una curvatura c I'elettricita
una torsione dello spazio-tempo.

¢) La teoria non simmetrica di Einstein, con tensore fondamentale non sim-
metrico [8]. La parte simmetrica ci da i potenziali gravitazionali, mentre quella
antisimmetrica si interpreta come tensore clettromagnetico.

d) La reoria di Kaluza-Klein, perfezionata successivamente da Jordan-Thiry
[9], che utilizza uno spazio di Riemann a 5 dimensioni, ¢ quindi introduce un
tensore fondamentale a 15 componenti. Le prime 10 ci danno i potenziali gravi-
tazionali, 4 sono i potenziali clettromagnetici, ¢ poi ¢’é un nuovo potenziale
scalare. Perd non si dd una adeguata interpretazione fisica della 5° dimensione
introdotta.

¢) La relativita proiettiva di Veblen, infine, nella quale la 5° coordinata
vienc interpretata in termini di gebmetria proicttiva. ¢ cioé come quinta coordi-
nata omogenca. Ma anche in questo caso non viene spicgato dal punto di vista
fisico, perché occorre adoperare la gecometria proicttiva | 10].

Possiamo quindi concludere che le varic teoric unitaric proposte si esclu-
dono a vicenda, ed ognuma di esse geometrizza in modo diverso il campo elettro-
magnetico, con interpretazioni pitt o meno arbitraric.

A mio avviso, il motivo dell'insuccesso e della proliferazione di tali teorie
unitarie. sta nel fatto che prima di ampliare la relativiia generale, non si é cercato
di perlezionare ulteriormente la relativita ristretta, estendendone la sua validita
su scala cosmica. Cooe abbiamo visto nei precedenti lavori [11], questo pud
essere [atto utilizzando PUniverso di De Sitter ed il gruppo di Fantappié, ed
allora la generalizzazione della teoria di Einstein pud essere fatta in modo uni-
voco. Si otticne cosi la Relativita (Generale Proiettiva (RGP), da me proposta nel
1964 [12], 1a quale, pur essendo diversa dalle teorie esaminate, ne conserva alcu-
ne delle loro principali caratteristiche.
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3. LA RELATIVITA 'PROIETTIVA ED I GRUPPO DI FANTAPPIL'

Nella Relativita Speciale Proicttiva (RSP), I’'Universo di De Sitter vicne stu-
diato in rappresentazione geodetica di Beltrami, ¢ si ottiene allora il cronotopo
di Castelnuovo. Esso ¢é formato dai punti esterni all’assoluto di Cayley-Klein, ¢
nel quale da ogni punto esce il cono-luce formato dalle rette tangenti all’assoluto.

Per tale motivo, nella relativitd proiettiva intervengono in modo essenziale
le duc quantita A ¢ B. Sc ci limitiamo al caso bidimensionale (x, t). 'equazione
dell’assoluto ¢ data da

A’=1+c®-72=0 3.1

mentre Pequazione delle caratteristiche é
B*=1 p+(a By)}*=0 (3.2)
Al limite relativistico (r — e9) ciriduciamo alle A2=1,8%2=1 g2,

Faua questa premessa. le trasformazioni del gruppo di Fantappié con i tre
parametri (T,T.V) sono state da e calcolate nel 1960 [ 13}, ¢ sono

Rt (o -BY)] et + BT
ABYy a)yxr+(r af)ifiy +B

(3.3)
L A H[I+a(@ Br)It+ B,
ABY axir+(y af)t'ie+B
Lisse si serivono cosi, in coordinate omogenee (X, X4, X5):
ABx; = Ax; +ilf+7v(ae BY)]xq +BTXs
ABx; = A+ [l +a(a fy)]xq +iBTg xsg (3.4)

AB x;

A@Y ayxrt (v af) ¥, gt +Bxs
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Il determinante di tale trasformazione ortogonale ¢ dato da

I i@+7v(@ BY) T
A=(AB)? | Blc 1+a(x B7) ire | =1 (3.5)
By o) i(v of)ite 1

E’ importante tener presente che la trasformazione di parametri{ T, Ty, V)
non € linversa della (3,3). Inlalti la matrice inversa di una matrice ortogonale é
data dalla sus trasposta, ¢ non si ottiene cambiando di segno i parametri. Questo
accade perché tali parametri non sono canonici ortogonali. Dalla trasformazione
(3.3), dilferenziando i due membri ¢ ponendo W = dx'/dt; ed U = dx/d{, si de-
duce la legge di addizione delle velocita, valida su scala cosmica

) U+AV+a(a Uye)+1B(x  Ut)r 56)
A+UV/e2 +v(a Uyle)+aB(x  Ut)r ‘

Se ne deduce che le due velocita (U,V) non sono permutabili, e se ¢i poniamo sul
cono-luce dell’osservatore (= 7), si ha A =1, ¢ la precedente formula si riduce
alla

U+V+a? (1 +Ujc)+aB(x Ut)r

W - —
1 +UVje? -a? (I +U/c)+aB(x Ut)r

(3,7)

Ne segue che se U = ¢, si ha W = ¢, come nella relativitd ristretta. Invece per
U=+c,ovvero per V==2¢,sihaW#c.

Infine, se il punto G(x,t) si muove di moto uniforme con velocita U, ovvero
per x =1 =0 la (3,7) si semplifica ulteriormente

U+V+a?(l+Uc) _
W= (3.8)
1+UV/e2 o® (1 + L)

A questa stessa formula si perviene partento dalla x = Ut, ed utilizzando le tras-
formazioni inverse delle (3,3).
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Per concludere ricordiamo che nella RSP. la legge di espansione cosmica
B=a/(1 +7) (3.9)

¢ ricavata a partire dal gruppo di Fantappice. Si ha poi la legge di variazione della
massa

m=my A% /B (3,10)

nella quale intervengono le duc quantitd A ¢ B. Poiché noi vediamo una galassia
sul cono-luce (& = -7) ¢ con velocitd di fuga (3,9), si ha A =B =1, ed allora
m = mg. In altri termini, le galassic fuggono da noi con velocita tali che le loro
masse non cambiano.

4. LO SPAZIO A CONNI:SSIONL PROIETTIVA DI CARTAN

In un mio lavoro del 1964 [12], ho {atto vedere in che modo la relativita
gencrale pud cssere perfezionata in modo univoco, a partire dalla relativita
ristrelta proicttiva.

Per costruire la nuova “relativitd generale proicttiva”, occorre introdurre
una varietd di Riemann Vs a 5 dimensioni, la cui gcometria pud essere inter-
pretata in termini di geometria differenziale proiettiva di Cartan, su di una
varictd X4 a 4 dimensioni [ 14].

Se indichiano con X, (A = 1.2 .. 5) le coordinate proictiive nello spazio
tangente in un punto di X4, la legge di trasporto dei punti é rappresentata dal
sistema differenziale

dxA + B xB=0  con WA =nf. dxC 4,1)

dove nf;‘c ¢ la connessione proicttiva.
Assegniamo poi un campo di quadriche Q, negli spazi tangenti di X,4, di
cquazioni

Q= 7,5 x%x"=0 (4,2)

¢ che reppresentano I'assoluto delle metriche non euclidee locali.
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La connessionc proiettiva ci da una legge di traslazione proietitiva che
conserva il campo di quadriche. In conscguenza dobbianmo avere

VaTpe=0 (4.3)

Ne scgue che

A

A -
B¢ ™ | BC ¢¥sp T 7sc 95 Tuc) (4.4)

=1 _AS &
=570

che ¢ la connessione proicttiva di Veblen [15].
Le equazioni di struttura dello spazio sono

QB = dwhB + A L A WBC “4.5)

dove Q2B ¢ il tensore di “curvatura e torsione” di Cartan, perché in uno spazio
a connessione proicttiva, alla curvatura ¢ associala una torsione.

Infatti, sc poniamo
wh = wls; QG = geoik + wis A wk$ (4,6)
(iks = 1.2. .4), dalla (4,5) seguc che
Qi = ik 4 A WK WIS =doot + wis A w° 4.7)

Nel sistema di riferimento naturale, ¢ per r > oo, si ha w' = dx!. ¢ ricordando che
ddx' =0, si otticne

O =l Adx® =y (4.8)

che ¢ la torsione.
Il tensore di curvatura proiettiva ¢ dato da

R B

B 5 B S B S B N
acp 79 dp igctm Trc Ths 4.9)

cap “DTac T AD Tes T

Se questo tensore si annulla, lo spazio diventa “proiettivamente piano™,
cioé a curvatura costante. Ne segue che nclla Relativita generale proicttiva. noi
abbiamo un “substrato” dato dallo spazio-tempo di De Sitter 4 curvatura costan-
te, come nella teoria bimetrica di Rosen [1].
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Fatta questa premessa che chiarisce la struttura del tensore di curvatura e
torsionce, le equazioni di Einstein gencralizzate sono le seguenti

1 -
Ry s Tap R _XTA?I (4,10)
dove abbiamo posto
— S . _ _AB
Rap=Rpsp 5 R=7"7R,y 4,11)

¢ Tpp ¢ il tensore energetico del campo magnetoidrodinamico H 443, costruito a
partire dalle equazioni di Maxwell generalizzate | 16}, cioé

=H, He, + 41

T AS 'lsp )

RS HRS 6AB (4,12)

AB
Le equazioni (4,10). pur essendo simili a quelle delle teorie pentadimensionali, ne
differiscono profondamente nel loro significato fisico. Infatti adesso le ¥, i sono
15 potenziali gravitazionali, strettamente connessi alla strutiura del tensore ener-
getico del {luido magnetoidrodinamico (plasma) che ¢ la sorgente del campo gra-
vitazionale. In conscguenza le nuove equazioni non si spezzano pil in quelle
clettromagnetiche ¢ gravitazionali, ma esse ¢i descrivono un campo gravitazionale
generalizzato, legato alla presenza di materia ed elettricita, ed espresso geometri-
camente in termini di curvatura ¢ torsione. Pill precisamente la torsione ¢ legata
alle interazioni tra materia ed clettricitd espresse tramite il vettore di Poynting
generalizzato

Tas =Coll + L AC ; Tas=CxH (4,13)
dove (Cyp, C) ¢ il campo idrodinamico ed (E,H) il campo clettromagnetico.
5. LAMETRICA DI BELTRANI GENERALIZZATA
Nella relativita ristretta proiettiva, abbiamo la metrica S-dimensionale pita-

gorica

2 _ o .
ds* = dxA dxA con X



11 tensore di curvatura-torsione di cartan 103

Dalla  condizione di normalizzazione si deduce che le coordinate proiettive X 4
sono legate a quelle cartesianc xj dalle formule

X =X/ A ; Xs =r/A (5.2)

con A? =1 + o o ed & = xj/r. Sostituendo tali valore nella prima delle (5,1),
otteniamo la metrica di Beltrami

A% ds? = A? (dx; dx)) (e dx;)? (5.3)

che descrive la rappresentazione geodetica dell’Universo di De Sitter, ¢ cioé il
cronotopo di Castelnuovo.

Tale risultato pud essere facilmente esteso alla relativitd generale proiettiva,
¢ ci fornisce la metrica 4-dimensionale indotta. La metrica della varieta rieman-
niana 5-dimensionale Vg ¢ data da

ds? =, p dx? dxB (5.4)

con la condizione di normalizzazione (poniamo nel seguito r = 1):

Yagp xAxB=1 (5,3)
Dalla xi =%X17%5 segue che £i = xi x5, da cui si deduce
dxi=xidx® + x5 dxi (5,6)
Sostituendo nella (5.4) si deduce che

d? = (v xIxK) (k)P 2(ypxk + oy ) dd (kP dxf) +

+ (e xixk + 2y x4y ) (dx®)?

Ora osserviamo che dalla condizione di normalizzazione (5,5) segue

xi=xlizg ; x5 =1/4 3.7
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dove abbiamo posto

Ar=7, + 27, xi + Ty X1 XK (5.8)

Dalla seconda delle (5,7) si ricava
dx®= A3 (X; + Y)dxi (5.9)

dove abbiamo posto per brevita

>
It

i = Vs T ik xk
(5.10)

— $ S vk
2Yi = ai’)'ss + x*i)i'yss + x8x ai'ysk

Sostitucndo nella espressione del ds® la (5,9), otteniamo la metrica di
Beltrami generalizzata

A ds? =[4% 7, + (Y, X) (Y, + X )]dxidxk 5,11)

il cui tensore fondamentale non ¢ simmetrico (come viene supposto nella teoria
unitaria di Einstein). Infatti esso é dato da

A g =y (Y X) (Yt Xp) (5,12)

¢ le due parti simmetrica ed antisimetrica sono

g, = AT G v XX + YY)
(5.13)
gh = A Y - X YY)
Nel caso particolare dell’Universo di De Sitter si ha
Yik "% Vs O ; Vs = | (5,14)
ed allora avremo

¢ la (5,11) si riduce alla metrica (simmetrica) di Beltrami, ¢ cioé alla (5,3).
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6. STUDIO DELLE MLLTRICHF. 4-DIMENSIONALI SIMMETRICII.

Ci proponiamo adesso si studiare in quali casi la metrica di Beltrami genera-
lizzata (5,11) diventa simmetrica. Dalla seconda delle (5,13) si vede che questo
accade in tre importanti casi

X;=0 , owero Y;=0 oppure Y;=aX; (6,1)

dove A ¢ un fattore di proporzionalita. Per studiare nel modo pitt semplice questi
casi, noi ¢i poniamo nel sistema di riferimento proprio, nel quale si ha xi=0, ed
allora avremo

Jtz = 755 : Xl = 'yls : 2 Yi = ai 755 (6.2)

Se poi poniamo Vo5 = ¢ Vis = g-')i, si deduce che
A= 5  X;=¢ ; Yi=00; ¢ (6,3)

Otteniamo allora i scguenti tre casi particolari del campo gravitazionale ge-
neralizzato:

1 CASO — La teoria scalare-tensoriale, nclla quale si ha X; =0, ed in consequenza
A=¢ ;  X=0 ;5 Y;=009y 6,4)

Ne segue che la metrica 4-dimensionale indotta (5,13) si riduce alla

B =97 (e T 9,69,9) 5 gy =0 (6,5)

v

La teoria scalare-tensoriale che cosi si otticne ¢ del tipo di quella di Brans-Dicke,
ma con un diverso significato fisico.

I1 CASO  La teoria vettoriale-tensoriale. Essa si otticne per Y; =9, v, =0.1In
conseguenza vy, € costante. In particolare, per v, = I, abbiamo

A=1 ; X. =9,

1 i

. Y;=0 (6,6)

ed otteniamo la metrica 4-dimensionale di Veblen

Bk =ik " Pk g =0 (6,5)
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Abbiamo cosi una teoria di tipo vettoriale-tensoriale, analoga alla relativita
proicttiva di Veblen, ma nella nostra tcoria le v} NoN $ONo identificabili con i
potenziali clettromagnetici, ma come nuovi potenziali gravitazionali, dovuti alla

interazione materia-clettricit.

Il CASQ -- La teoria scalare-vettoriale-tensoriale. Infine, per Y; = A X;, abbiamo
la condizione

6, =X5d, 5 (6,6)

che lega tra loro il potenziale vettoriale 7is @ quello scalare .. Se ne deduce
che

¢ la metrica indotta diventa

Dik =2 i - a1 3,99, 9] ; gil‘ =) 6,7)

Si ottiene in tal modo una teoria del tipo di quella di Jordan-Thiry, perd con la
condizione (6,6) cd una interpretazione fisica del tutto diversa.
In particolare, s¢ A2 =1, otteniamo ia metrica indotta conforme

LR By =0 (6,8)

¢ per A =0, la metrica (6,7) si reduce alla (6,5).

In un successivo lavoro ci proponiamo di studiare la teoria di Linstein gene-
ralizzata, in questi tre semplici casi. Per adesso possiamo affermare che la nuova
teoria, costruita a partire dalla relativitd ristretta proicttiva, non solo ¢i fornisce
una generalizzazione univoca delic equazioni di Einstein, ma ci da pure, nel
modo pit semplice ¢ naturale il loro significato fisico.

Lissa poi ritrova, senza fare delle ipotesi pitt 0 meno arbitrarie, alcune delle
caraltteristiche delle precedenti teorie, come la non simmetria del tensore fonda-
mentale, la comparsa di una torsione, la introduzione della quinta coordinata ¢
della geometria proicttiva differenziale.

La teoria proposta introduce poi un “substrato” a curvatura costante, come
nella tcoria bimetrica, ¢ chiarisce il legame tra la relativitd ristretta proiettiva
(basata sul gruppo di Fantappié) ¢ la relativitd generale proiettiva (basata sugli
spazi di Cartan) [ 17].
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