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Huygens and the Apollonius’ Locus II-5 in the Horologium Oscillatorium

Summary: The way Huygens used a geometrical locus of Apollonius in order to es-
tablish isochronism in a pendulum.
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Elllibre de Christiaan Huygens (1629-1695), Horologium oscillatorium
(Huygens, 1673) és una de les obres més notables de fisica matema-
tica que s’han escrit abans de I'aparicié dels Principia de Newton
el 1687. El titol complet del llibre de Huygens és El rellotge de pendol o
demostracions geometriques del moviment del pendol aplicat als rellotges.
Destaco I'expressio «Demostracions geometriques» ja que Huygens,
tal com pensava Arquimedes, considera que els descobriments en el
terreny de la fisica, per tal que quedin solidament fonamentats, cal de-
mostrar-los geometricament.

1. Aquest treball ha estat parcialment finangat amb un ajut del Ministeri d’Educaci¢ i Ciencia
(BHA2003-08394-c02-01).
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L’interes de Huygens pels rellotges venia de lluny. Ja de jove, cap als 17 anys, Mersenne
li havia proposat que, per a diverses configuracions simples com ara un triangle o un sector
circular, intentés construir un pendol simple que oscil-lés amb el mateix periode que els ob-
jectes geometrics descrits. La tasca de trobar per a un pendol fisic un de simple que fos iso-
cron amb aquest era lluny de ser trivial i alguns notables matematics de I'epoca, com ara
Descartes 0 Roberval, només ho havien aconseguit en casos particulars. Huygens, al llarg de
la seva vida cientifica, estigué molt interessat en la construccio d’un rellotge que servis als
navegants per poder calcular «la longitud» amb precisio, problema tecnologic que estava en
la primera linia de recerca al segle xvi1. E1 1657, quan Huygens tenia 28 anys, va construir
el primer rellotge de pendol de la historia, el qual va patentar, i 'any segtient va publicar un
llibret, I'Horologium, en que explicava els mecanismes d’aquest rellotge. Anteriorment, Ga-
lileu ja havia plantejat la idea d’aplicar el moviment d’oscil-laci6 pendular per a mesurar el
temps, perd mai va acabar de materialitzar la idea amb exit. D’altra banda, tampoc el rellot-
ge de Huygens va tenir gran aplicacio a la navegacio. El primer rellotge mari que permeté
calcular la longitud amb una precisio acceptable es construeix el 1736 i el construeix el re-
llotger angles John Harrison. Nogensmenys, amb tota aquesta recerca al voltant dels rellot-
ges, Huygens aconsegui uns molt bons resultats teorics, tant en fisica com en matematiques,
que exposaria en el llibre Horologium oscillatorium (Huygens, 1673).

Huygens, que era prenewtonia, per tal d’aconseguir una bona base teorica que li perme-
tés fonamentar els resultats que havia trobat sobre el moviment oscil-latori del pendol, in-
trodui una hipotesi inicial de tipus fisic, a saber, que si un sistema de pesos es comenca a
moure per causa de la seva mateixa gravetat, el centre de gravetat del sistema no pot elevar-
se a una altura superior a la que es trobava abans d’iniciar-se el moviment. Amb aquesta
hipotesi i el recurs de la geometria, Huygens aconsegui organitzar deductivament els seus
descobriments sobre I'oscil-lacio dels pendols fisics, i és precisament en aquesta faceta com
a fisic matematic que Huygens destaca amb notabilitat en la historia de la matematica. Al
llarg de la seva obra, desenvolupa conceptes i resol questions que enriqueixen la geometria,
com son les definicions d’evoluta i evolvent o el descobriment de la tautocronia cicloidal.

La formaci6 inicial de Huygens com a matematic es dona principalment entre els
anys 1647-1649, quan va estudiar a la Universitat de Leiden, on Frans Van Schooten va ser
el seu tutor. Schooten, el traductor al llati de la Géométrie de Descartes, va explicar-li el me-
tode cartesia resolent problemes de geometria classica, en especial problemes trets de I'obra
d’Apol-loni Llocs plans. En particular, Huygens s’interessa pel lloc geometric segtient:

Si a quotcumque datis punctis ad punctum unum inflectantur rectae lineae et sint
species quae ab omnibus fiunt dato spacio aequales punctum continget positione da-
tam circumferentiam.?

2. «Si des de punts donats en nombre qualsevol tracem segments rectilinis cap a un altre punt i les espécies sobre
aquests totes juntes igualen una extensié donada, aquest punt es troba en una circumferéncia donada en posicio.»



HUYGENS | EL LLOC II-5 D’APOLLONI A LHOROLOGIUM OSCILLATORIUM 299

Aquest lloc geometric va ser conegut pels matematics de 'Europa del segle xvir a través
de la traduccio llatina de Commandino dels vuit llibres de Pappus d’Alexandria agrupats
sota el nom de Synagoge. En aquesta col-leccid, Pappus reunia molts dels resultats de la
matematica grega i, en particular, en el sete llibre, donava breu noticia del contingut dels
dos llibres d’Apol-loni que formaven I'obra Llocs plans. Pappus dona un llistat de vuit llocs
geometrics per a cada llibre. L'enunciat del lloc geometric de que estem parlant ocupava
la cinquena posicio del segon llibre i és per aixd que, per abreujar, 'anomeno el lloc II-5
d’Apol-loni.

Ellloc geometric I1-5 d’Apol-loni té una peculiaritat que consisteix en que, des que va ser
redescobert al segle xv11, diferents matematics 'han utilitzat de diverses maneres i n’han pro-
porcionat, doncs, diferents interpretacions del seu enunciat, enunciat que en el seu original
és forca abstracte, sobretot a causa del terme species, el qual no se sabia ben bé com inter-
pretar. Qui primer va oferir una demostraci6 del lloc II-5 fou Fermat cap al 1636, pero no
va ser publicada fins quaranta-tres anys més tard (Fermat, 1679). En aquesta demostracio,
d’entrada Fermat va interpretar el terme species com si fossin figures quadrades, pero des-
prés, mitjancant un habil recurs algebraic, va fer una extensié ben notable. Segurament, la
primera demostracio publicada del lloc II-5, encara que no en tota la seva generalitat, es deu
a E Schooten i es troba al tercer llibre dels Exercitationum mathematicarum (Schooten, 1656).
La demostracié de Schooten segueix el nou metode cartesia i no és general perque Schoo-
ten va interpretar species com ‘figures quadrades’. Huygens, deixeble de Schooten, va treba-
llar el lloc 11-5 cap al 1650. L’anomenava propositio mirabilis i, com Schooten, va interpretar
species com ‘quadrats’, en va fer una demostracio analitica que no va publicar i, més tard, la
va fer intervenir en tractar un tema d’isocronia lligat al pendol compost, que va incloure en
la seva gran obra Horologium oscillatorium (Huygens, 1673).

La primera publicacio en que hi ha una demostracio amb tota generalitat i en termes ge-
ometrics del lloc II-5 d’Apol-loni és la Geometria magna in minimis (Zaragoza, 1674).

A THorologium oscillatorium, allo que Huygens (1673) més bé li va anar del lloc II-5 va ser
el fet que el centre de la circumferencia, que és lloc geometric dels punts que compleixen el
requeriment d’Apol-loni, és precisament el «centre de gravetat d’aquests punts» quan
aquests punts son pensats com petites esferes materials i, per tant, «pesen». La necessitat
d’introduir aquesta versio «fisicomatematica» del lloc II-5 fa que Huygens elaborés la ver-
sio del lloc TI-5 seguient, que fou inclosa com a «proposicid Xi» a la part quarta de
I’'Horologium oscillatorium (Huygens, 1673):

Donat en el pla un nombre qualsevol de punts, hi tracem, amb radi arbitrari, una cir-
cumferencia que tingui com a centre «el centre de gravetat dels punts donats», llavors,
si des dels punts donats tirem linies rectes a un punt d’aquesta circumferencia, la suma
dels quadrats d’aquestes rectes és una constant que no depen del punt considerat en la
circumferencia tracada.
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Cal fer dues observacions: la primera observacio és que I'expressio «centre de gravetat de
punts» és quelcom alie al llenguatge emprat a la geometria d’Euclides. Cal, pero, no perdre
de vista que Huygens utilitzava la geometria com el llenguatge necessari per a donar valide-
sa cientifica als resultats mecanics. Els proposits de Huygens son fisics i no pas geometrics.
La segona observacio és que per a demostrar la seva versio del lloc 11-5 d’Apol-loni, se ser-
veix de la proposicio 1 de 'Horologium (Huygens, 1673), en que, fent intervenir arguments
de tipus fisic relatiu a 'equilibri, demostra que si

1) a, b, ¢ son pesos respectivament situats en els punts A, B, C (els quals estan en un ma-
teix costat respecte d'una recta d'un pla),

2) G ésel centre de gravetat d’aquests pesos a, b, ¢ i

3) A', B’, C', G’ son les projeccions ortogonals dels punts A, B, C, G sobre la recta es-
mentada, llavors es compleix que: a - (AD) +b - (BE) +c¢ - (CF) =(a+b +¢) - GH.

Aquesta propietat del centre de gravetat és precisament la que després s'utilitzara en els
textos de geometria analitica per a donar una definicio geometrica del centre de gravetat.

L'us que Huygens fa de la seva versio del lloc geometric d’Apol-loni que demostra a la
proposicio Xii es troba en la segtient proposicio xii i diu aixi:

Quan una figura que es troba en un pla se suspen des de diversos punts d’aquest pla
igualment distants del centre de gravetat de la figura, aquesta figura és isocrona amb ella
mateixa en oscil-lacio lateral.

Per tal de demostrar-ho, considera el triangle ABC, el qual se suposa suspes d’un punt E
que anomena punt de suspensio. Anomena D el centre de gravetat del triangle i pensa el trian-
gle dividit en n parts iguals «suficientment petites».> Des dels centres de gravetat d’aquestes
«parts petites», traca linies rectes que van a parar a I'eix d’oscil lacio que passa per E i és per-
pendicular al pla que conté el triangle ABC.*

A 'la proposicio vi de la quarta part de I'Horologium, Huygens (1673) ha demostrat la for-
mula que permet calcular la longitud I del pendol simple isocron a un pendol compost. En

. . . . 2(d)?
el cas del triangle ABC, la formula s’escriuria com segueix (notacio actual): ﬁ = 1;

n .
d, és la distancia del centre de gravetat d'un trosset i-esim al punt de suspensié E, i DE és la

distancia entre el centre de gravetat del triangle ABC i el punt de suspensio E.

3. «Intelligatur figura ABC divisa in particulas minimas aequales [...]» (Huygens, 1673: xvii, 281)
4.  «[...] aquarum omnium centris gravitatis, ad punctum E, rectae ductae sint» (Huygens, 1673: xviiI, 281)
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Si el mateix triangle ABC és suspes per un altre punt C de la circumferencia centrada en
h)?
el centre de gravetat del triangle ABC, aplicant la formula anterior es té que:z"(lgC = q,
n .
on ¢ és la longitud del pendol simple isocron al pendol compost triangle ABC quan aquest
és suspes del punt C, h, és la distancia del centre de gravetat d’un trosset i-ésim al nou punt
de suspensio C i DC és la distancia entre el centre de gravetat D del triangle ABC i el nou

punt de suspensio C.

Ara és quan el lloc 1I-5 d’Apol-loni intervé en la versié de Huygens, que diu que per ser
E i C punts que es troben sobre una mateixa circumferencia centrada en el centre de grave-
tat del triangle ABC, es té que X(d)?* = X(h)* i, per tant, com que DC = DE, resulta que ha
d’ésser q =1, cosa que ens diu que el triangle ABC, tant si és suspes del punt E com si és
suspes del punt C, oscil-la amb el mateix periode.

A la proposicio xvi de la quarta part, amplia 'anterior resultat demostrant que quan una
figura qualsevol —una linia, una superficie o un solid— oscil-la al voltant d’eixos paral-lels
igualment distants del centre de gravetat de la figura, hi ha isocronisme.



302

Bibliografia

BLACKWELL, R. (1986), Christiaan Huygens' The
Pendulum Clock, lowa, lowa University Press.

FERMAT, P. (1679), Varia opera mathematica. A:
TANNERY, P;; HENRY, C. (ed.) (1891-1912), Oeuvres
de Fermat, Paris, P. Gauthier Villars.

HUYGENS, C. (1673), Horologium oscillatorium. A:
NIJNOFF, M. (ed.) (1950), Oeuvres Completes de

E. RECASENS GALLART

Huygens, vol. 11118, La Haia, Société Hollandaise
des Sciences.

SCHOOQOTEN, F. (1656), Exercitationum mathemati-
carum, liber I, Leiden, Ex Officina Johannis Elsevi-
rii.

ZARAGOZA, J. (1674), Geometria magna in mini-
mis, Toledo, [s. n.].



