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RES UM

En aquest treball es fa una descripci6 eminentment
practica dels Metodes de Monte Carlo. Es resolen dos pro-
blemes tipics, el calcul de integrals multiples i l'anali-
si del transport d'electrons d'energia mitjana, posant de
manifest les peculiaritats d'aquestes tecniques numeriques
cada vegada mes emprades en el camp de la ciencia i la tec
nologia.

ABSTRACT

A description for the easy use of the Monte Carlo
Meth :s presented in this paper . Two typical problems,
the c:, putation of multiple integrals and the analysis of
electrons transport in an intermediate energy range are
solved. Emphasis is made in the peculiarities of these nu-
merical techniques which are becoming very used in science
and technology.
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I. INTRODUCCIO

Els metodes de Monte Carlo CMMC) son tecniques

numeriques que permeten de resoldre problemes matematics

(de tipus no neceAeariament estadistic) mitjanrant els mos-

tratge automatic de variables aleatories.

En rssencia, el MMC consisteix a establir un mo-

del aleatori artificial de tal manera que el valor esperat

d'una determinada variable aleatoria, segons el model, coin

cideixi amb la soluci6 del problema considerat. Una vegada

establert el model, la utilitzacio d'un ordinador permet

d'efectuar numericament el mostratge de la variable d'inte

res; la solucio s'obte com la mitjana d'un nombre prou el e

vat de sorteigs.

El primer treball sobre MMC data del 1949 i els

matematics americans N. Metropolis, S. Ulam i J. Von Neumann

son considerats com els fonamentadors d'aquestes tecniques.

La base tebrica dels MMC es coneixia des de molt abans i,

de fet, certs problemes estadistics eren resolts aplicant

procediments propis dels MMC. La ra6 de l'auge creixent a

partir de la decada dels cinauanta rau en la popularitzaci6

de l'us d'ordinadors digitals cada vegada m€s rapids que

permeten efectuar el mostratge aleatori d'una manera auto-

matica.

La peculiaritat mes notable dels MMC es la sim-

plicitat de les estructures dels algorismes emprats. Un

cop establert el model aleatori adequat al problema en

questib, s'elabora un programa per a la realitzaci6 nume-

rica del mostratge aleatori. Amb l'ajut del programa es

construeix una mostra estadistica prou nombrosa i, final-

ment, la seva analisi estadistica permet inferir-ne la in-

formaci6 desitjada.
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El caracter estadistic dels MMC exigeix tot so-
vint una quantitat exageradament gran d'operacions elemen-
tals respecte a les tecniques numeriques no aleatories. A-
quest desavantatge - certament poc important si es disposa
d'un ordinador prou rapid - es compensa sobradament amb
la possibilitat d'afrontat determinats problemes que s6n
practicament irresolubles amb els metodes numerics conven-
cionals. En general , la indeterminaci6 estadistica dels r e
sultats - desviaci6 standard - es proporcional a 1/V
assent n la poblaci6 de la mostra analitzada . Per altra
banda, el temps necessari per a la simulaci6 numerica de
la mostra aleatoria es proporcional a n. Cal , doncs, tenir
en compte que, per a aconseguir una reducci6 de 1'error e s
tadistic en un factor k, hem d'augmentar el temps de cal-
cul en un factor k2 i, per tant s'ha d'arribar a un com-
promis entre la precisi6 desitjada i el temps de c'alcul
consumit per a cada problema particular.

En aquest treball, s6n descrits els details dels

MMC adequats per al calcul d'integrals multiples i per a

l'analisi del transport d'electrons d'energia mitjana en

materials amorfs. En la resoluci6 de 1'equaci6 de trans-

port, els MMC permeten d'introduir acuradament les carac-

teristiques dels diferents processos que contribueixen a
la difusi6; en aquest can, el problema admet , clarament,

una imatge probabilistica. El calcul d'integrals, al con-

trari, no respon en general a un model aleatori i els me-

todes que s'hi empren acostumen a esser menys evidents.

Els MMC s'apliquen, amb exit, a la resoluci6

d'una extensa gamma de problemes matematics i tecnologics

(per exemple: resoluci6 d'equacions diferencials , inver-

si6 de matrius, calcul del flux de neutrons en reactors

nuclears , dosis radioactives , ... ). Els casos analitzats

aqui, tot i que no pretenen cobrir completament les possi-

bilitats dels MMC, si que permeten de mostrar, almenys,

les caracteristiques generals d'aquest tipus de calculs.
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II. MOSTRATGE DE VARIABLES ALEATORIES

Per a la utilitzacio practica del MMC es impres-

cindible disposar de tecniques de sorteig numeric de varia

bles aleatories, d'acord amb distribucions de probabilitat

donades. En general, cal calcular els valors de les variax

bles que ens interessen en funcio dels valores de variables

aleatbries de facil mostratge. Normalment s'empren nombres

aleatoris uniformement distribults en 1'interval C0,1); a-

quests nombres es poden obtenir a partir de taules de di-

gits aleatoris (per ex. RAND Co 1955) emmagatzemades en me

moria o bA-, mitjan(;ant generadors de tipus algebraic.

II.1. Generadors algebraics de nombres aleatoric

Els generadors algebraics permeten construir su c

cessions quasi il.limitades de nombres enters practicament

aleatoris distribuits uniformement en 11interval (O,T) sen

se tenir necessitat d'emmagatzemar en memoria una taula de

digits vertaderament aleatoris. Aquestes successions, ano-

menades sovint pseudo-aleatbries, no tenen un caracter es-

trictament aleatori ja que es generen per mitja d'algoris-

mes deterministes; pero posseeixen les caracteristiques

essencials de les successions aleatories.

L'algorisme m4s emprat es 1'anomenat metode de

congruencies, proposat per LEMHER. Els elements de la se-

rie pseudo-aleatoria entera CRh) s'obtenen, un cop fixat

el primer Ro, a partir de 1'expressi6 (.MOSHAMAN 1968,

ABRAMOWITZ i STEGUN 1964)

Rn-1 - o.Rn.( (mod T) (1)
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on or , f3 i T s6n constants enteres, amb f3 i T pri-

mers entre si. T esta limitada per les caracteristiques de

l'ordinador - longitud en bits de la doble paraula - a i

13 es prenen de manera que el periode de la succesi6 sigui

el major possible. Es demostra que la successi6 CRn) to

el periode maxim T si

i) a = 1 Cmod p) si p es un factor primer de T

ii) a = 1 (mod 4) si 4 es un factor de T

Es pot adoptar la correlaci6, entre els termes

successius de la serie pseudo-aleatoria, definida com

2

p(Rn,Rn=})= RiRi-1 4I
T

1

(2)

on RiRi-1 es el valor mitja de la multiplicaci6 dels

termes en un periode complet de la successi6, com una me-

sura de la dependencia entre termes successius. Si la su c

cessii fos totalment aleatoria tindriem pCR1,Rn_1)=0.

Es pot demostrar que, si elegim

az V_T

llavors la correlaci6 pCRnRn - 1) es de l'ordre de 11'E.

Si es pret n de generar nombres pseudo-aleatoris

en un programa FORTRAN, cal evitar, sempre que es pugui,

els errors de truncament. En aquest'sentit, es convenient

utilitzar variables ficticies de tipus REAL * 8 i assegu-

rar que, en cap moment, no resulti de les operacions un

numero major de 1612, amb la qual cosa les filtimes xifres

de les quantitate obtingudes al llarg del c'alcul s6n sem-

pre 0; s'hi eliminem els errors esmentats. Aixi, tot i

tractan amb variables reals, aquestes sempre prenen valors

enters i s6n ccmpletament valids els teoremes referents a
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a les series congruents enteres.

S'han elegit els valors

T=2
14q

«=53q ^ f3=1 (3)

de manera que la serie congruent Cl) to un periode maxim

T i, com que a ti V, la correlaci6 entre termes successius

es de 1'ordre de
2-7q

En el cas q = 2, el maxim valor de o(Rn+ 1

es 4.1012 < 1612, Cosa que ja no ocorre amb q =3. Els

generadors FORTRAN corresponents a q=1; q= 2 admeten les

sentencies formula •

NRAND (N) = HOD (125*N+1,16384)
(4)

RAND(R) = DMOD (-1.56250D4* R+1. a,2684354560D8)

on el tipus de les variables N i R es INTEGER*4 i REAL*8,

respectivament.

En els programes de MC utilitzem NRAND per ini-

cialitzar RAND repetidament i econseguir , aixi , diferents

sequencies no correlacionades a partir d'un unic valor i-

nicial No < 16384.

Obviament , els elements de la serie congruent

(Rn) es troben distribuits uniformement en 1'interval

(O,T). Si es requereixen nombres pseudo - aleatoris (rn)

distribuits uniformement en (0 , 1) bastara considerar rn=

= Rn/T.

Els generador FORTRAN (4) shan sotmes a l'ano-

menat test de moments (vegi 's.per ex. MOSHAMAN 1968) i

s'han obtingut uns resultats molt satisfactoris. La formu

la RAND es va utilitzar per a la simulaci6 de scrolls sobre

senyals optics; l'analisi de Fourier dels senyals mostra

52



el comportament correcte del soroll.

ZI.2. Metodes da mostratge de variables aleatories

Sigui ^ una variable aleatoric que pot prendre
valors en 1'interval La ,b) amb densitat de probabilitat
pC^). Es verifica que

9(3)20 1 ^P(3)C33=1
(5)

Per el mostratge de la variable '^S existeixen diferents me
todes, tot seguit hi detallem els tres mes emprats.

a) Metode d'inversib

Considerem la probabilitat acumulativa

P(^)=^ p(^)d^ (6)
a

Es facil demostrar que si
1ri^ i-1 2 es una succes-

siS de nombres aleatoris uniformement^distribuits en
C0,1), els valors de la successib ^•} • defs-
nida per ^i = P-1Cri ) estan distribuits^en 1'inter-
val Ca ,b) amb una densitat pC^).

D'ara endavant, amb un abfis evident de Ilenguat-
ge, confondrem les successions amb els sens termes ge-
nerals i direm que la variable aleatoric ^ s'obte
del nombre aleatori Co pseudo-aleatori ) r segons 1'e-
auaci6 de sorteig

^=P fi(r) C7)

o, mes succintament, que (_7) es 1'equacio de sorteig
de la variable '^ En particular, si ^ es una variable
discreta que pot prendre els valors j

ambf `^i i=1,2,..
probabilitats

lP;}i=;,2, Prendrem ^n com a re-
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sultat del sorteig si

n-i n
7

2 p < r < 2 Pi
=1 I i=1

( S )

En general , el metode d'inversio nomes es aplica

es pot obtenir explicitament o aot es-
ble si = P-`(r)

ser convenientment aproximada . A la taula I es dcr.en les

solutions analltiques de l'equac-o de sorteig C 7 ) per a

algunes distributions senziiles . Si P "(r) es continua

acotada hom disposa de rutines cue , mitjangant interpola-

cio parabolica entre els punts d'una serie finites

obtinguda previament , permeten d'efectuar el mostratge d'una

manera senzilla . Aquestes rutines requereixen una capacitat

de memoria considerable si P - '(r ) depen d'un o mes parame

tres variables.

b) Metode de Von Neumann

Sigui pM el maxim valor de p(-c) que suposarem

(init. Per al sorteig de ^ es procedeix de la manera se-

guent:

i) es scrtegen dos nombres aleatoris r, i r, , i es con-
- L

sidera el punt 7( r) 72) de coordenades

q,=R.r1(b-a ) i 2 r2PM

ii) Si
72

< p(r^1) prenem = 71 . En cas centrari, es sor

teja una nova parella r1 , r2 i es repeteix el proces

fins aconseguir que es compleixi ii).

c) Metode de particio

El nombre mitja de temptatives per a aconseguir

u- valor acceptable de , amb el proces de Von Neumann,

es Nacc =
PM(b-a).
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Si
Nacc >^ 1, el metode anterior pot resultar ex-

cessivament lent. En aquesta situaci6 , pedem disminuir Nacc

tot partint l'interval ( a,b) en un nombre arbitrari K de

subintervals C j ) , a= ^0 < ^1 - < k= b. Sigui

pLj) el valor maxim de p(^) en 11interval j-'essim i

OPj= ( POd2 (9)

Per el mostratge de ^ es sorteja un nombre aleatori r i

es determina j d'acord amb la distribuci8 discreta pj =

L Pj. Un cop fixat j , es considera la distribuci6

p(^)/ P. en l'interval ( ^ , ^j
) i s'aplica el metode de

Von Neumann. )^

El nombre mitja de temptatives per^a obtenir

un valor acceptable es redueix aixi a Nacc = 'pjc^j ^^)

pero cal tenir en compte que aquest metode requereix un

sorteig addicional per a fixar el subinterval.
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III. INTEGRACTO MULTIPLE

Considerem la integral multiple

1=^ F(x1,-. N) dx1 ..-.-dxN (10)

El procediment directe per a estimar I per MC

consisteix a generar n punts
i)

uniformement

distribuits en el domini D i aproximar I per

n
In=VD 1 2 F(xi) C11)

n i=1

on VD es el volum de D. Quan el domini d'integracio es

massa irregular conve considerar 1'extensio T de F a un

paral.lelepipede N-dimensional P D D, definida per

F(7) = F(7) Si x E D

Si 7f D

i definir

n _
In=VP 1 ZF(xi)

n i=1

(12).

(-13)

Suposant que s'evitin els errors de truncament al llarg

del c$lcul, es verifica que

Lim
n- 00
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Es evident que el metode nomes permet obtenir estimacions

del valor de la integral, si el nombre de punts mostrejats

es prou gran, Terror comes es del mateix ordre del que es

tindria amb el metode trapezoidal i el mateix nombre de

punts.

Si emprem la generalitzaci6 del metode directe,

deguda a Kahn (1967 ), podem disminuir apreciablement la

magnitud de Terror comes per a un nombre donat de punts

mostrejats . Per al calcul de la integral (10) segons el

procediment de Kahn es comenga factoritzant F en la forma

F(R)= p()w(^)
(14)

de manera que p verifiqui les condicions d'una densitat

de probabilitat, es a dir

p(X)->'O

D

(15)

Una vegada fixada la factoritzaci6 ( 14), es generen punts

aleatoris ^1 en el domini D d'acord amb la densitat p(R)

i, per a cada punt generat, es calcula la funci6

wi=w( P) (16)

que correspon a una estimaci6 de I. Si existeix la varian-

ca _2 , definida per

2
cr2 1P([w(h]dXl......dXN

rp(R)dX1.........dXN =1

(17)
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llavors la mitjana d ' un nombre aleatori n d'estimaciona

tendeix al valor real de la integral C10), i.e.

n
we ^ ^w --^ I (1s)

n i=1 ^ n-. m

La varianga es pot calcular , aproximadament , si substituim

I per w en C17):

cIZ,^'pCR)[wCX)-i4]^XI. .. .. dXN ~

-^- w2. w2- 2 w? w2 - w 2

n 2 n
_ ^ mow. ^ 1 ^wi

n i=1 i n i=1
C19)

i per tant, la incertesa estadistica C.desviacib standard)

^ I de la mitjana w de n estimacions esta donada per

DI= 0201

A la prdctica, el procediment de Kahn s'utilit-

za quan la probabilitat pC^l en C81 admet una Pactoritz a

cib completa, i.e., quan es pot escriure

p(X) =pl(yl) p2(y2)..... pN(yN) 0211

essent bijectiva la relacio entre les variables X i Y=

- Cy1 " " yN). Quan una factoritzacib tal no es possible,

cal el mostratge aleatori de variables vectorials segons

densitats , en principi arbitraries , la qual cosa comporta

problemes considerables i tot sovint irresolubles . En aque s

to situacio, es mes convenient el metode directe que es

pot considerar com un cas particular del de Kahn quan
y

pCXl = 1lVD.
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Els MMC requereixen un nombre relativament gran

d'estimacions per tal d'aconseguir un error suficientment

petit i, per tant, es important utilitzar, sempre que es

pugui, tecniques adequades a fi de reduir la varianga. A

vegades resulta eficaq emprar conjuntament metodes numerics

d'integraci6 i mostratge aleatori.

El metode de ERMAKOV i ZOLOTUKHIN (.Wilt 1960),

basat en la utilitzaci6 d'un conjunt finit de funcions or-

tonormals en el domini d'integraci8 es el me's potent en la

reducci6 de la varianga. Actualment , per , nomes es apli-

cable en uns pocs casos particulars perque requereix el

mostratge de variables aleatories amb densitat no factori-

zable.

En general , si bg cal tenir present que els MMC

no presenten gaires avantatges enfront de les tecniques nu

meriques d'integraci6 quan aquestes son aplicables, s6n de

forga utilitat precisament quan els metodes convencionals

resulten inadequats. En aquest sentit, el MMC es un proce-

diment d'ultima instancia.

Exemp1e

En 111mbit de la Fisica es normal el calcul d'in

tegrals del tipus

I_/e)(r)e2(r2-A)V(Ir'2- f^I)dr1 df2 (22)

que correspon a 11energfa d'interacci6 de dues distribu-

cions lo : alitzades de carrega , de densitats e1 i e2, se-

parades una distancia R i que interactuen segons el po-

tencial V(Irl). Si les distribucions de carrega presen-

ten determinades simetries , es pot reduir la dimensi6 tot

integrant analiticament o numericament respecte a les va-

riables " simetriques ". En reduir - se la dimensi6 de la in
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tegral a tractar augmenta, consequentment, la rapidesa del

calcul.

Com a exemple practic calculem per MMC la integral

C16 ) amb

1
-

r 'IS'
2

ai(r
(a\)3

e

Si prenem

V(r) = e
rX2

(23)

Z24)

la integral es pot avaluar analiticament i resulta

I- b3 eR E

Y2

assent

= 5 .S2'b2

(25)

(26)

Per tal de mostrar el comportament dels errors

no reduirem la dimensib Cla qual, donada la simetria del

problema, es podrla reduir en una unitatl. Les densitats

Pi i P2 es poden factoritzar en producte de tres gaus-

sianes, de manera que prendrem

P(P1 r2)=p (X)p (Y)p (Z)p (X)p (Y)p (Z) (271
11 12 13 21 22 23

assent p5 destribuici.ons normals amb mitjana 0 i va-

rianca Si. Aix!, les estimacions successives de I vanen do

nades per

wi or V(I4-r41i•P2i(28)
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La taula II mostra el compoetament de Al des-

pr6s de n=10000 estimacions per a uns valors fixats de S1,

S2 i R en funci6 de(T . Tal com es pot observar, &I de-

creix en augmentar C . Aquest 6s un Pet completament gene-

ral: Terror estadistic 6s tant rns petit com m6s suau es

el completament de la funci6 w(7x*) en D.

IV. TRANSPORT D'ELECTRONS D'ENERGIA MITJANA

IV.1. Aspectes generals

El metode general de MC per al tractament de

problemes de transport es basa en una imatge semiclassica

de trajectories i, consequentment, no pot descriure efec-

tes ondulatoris - interferencia o difracci6 - . Aquests

efectes nome's s'observen en mostres monocristal.lines de

manera que, per evitar-los, conv6 de restringir la simula-

ci6 per MMC a materials amorfs o policristal.lins. D'acord

amb aquesta limitaci6, suposarem que el atoms del material

son distribults a I'atzar, amb densitat uniforme, en el vo

lum de la mostra.

Els esquemes de MC proporcionen la mateixa in

formaci6 que la soluci6 de 1'equaci6 de Boltzmann amb con-

dicions de contorn CBerger 1963). Aquesta 6s una equaci6 in

tegro-diferencial lineal depenent de set variables, i la

seva soluci6 F(E,U,F,t) d6na el flux de particules que

en el punt r i en l'instant t, es mouen en la direcci6
A

definida pel vector unitari U amb una energia E.

Donada la complexitat del problema, 6s evident

que la resoluci6 anailtica o numerica de 1'equaci6 de trans

port nome's es pot dur a terme en condicions molt restric-

tives. Pei contrari, els MMC permeten d'obtenir la soluci6

de 1'equaci6 de Boltzmann Cb6 que d'una manera indirecta)
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tot incorporant detalladament les caracteristiques particu-

lars dell diferents processos de col . lissib que cooperen a

la difusib.

En la major part ^e tractaments per MMC del

transport d'electrons d'energia mitjana s'utilitza un model

de scattering simplificat, 1'anomenada aproximacib de per-

dues continues CGREEN 1963, BISHOP 1964, LOVE et al 1976,

LILJEQUIST 1977 i 1978). Les trajectories particulars s'ass i

milen a una serie de segments rectilinis cada un dels quals

acaba amb una col.lissib alastica . Al llarg de cada segment

l^electr8 perd una certa quantitat d'energ^n a causa de col.

lis3ons inelastiques , pero no canvia apreciablement la di-

reccib del movir^nt. Aquesta s'altera bruscament, al final

del recorregut lliure, per Ia col.lisib elastica. La longi-

tud del recorregut lliure, la perdua d'energia que hi t^

lloc i la variacib en la direccib al final se sortegen se-

gons les distribucions obtingudes amb els models de scatte-

ring que s'hagin adoptat.

IV.2, Scattering elastic

En la descripcib de les col lisions elastiques

emprem el potencial de coulomb apantallat exponencialment,

introduit. per Wentzel, potencial que., en 1'aproximacib

de Born porta a la seccib efica^ diferencial:

d^ _ (2Zao)2 ) 2
dR ^ o+(gao)

C29)

on Z es el nombre atomic de I'atom fitb, ao el radi de

Bohr i

CAao,2_zTC1_co581 C30)
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essent T 1'energia cinetica de 1'electro incident, B 1'an

gle de Scattering i R= 13.6 eV 1'energia de Rydberg.

E1 parametre d'apantallament o(o ve donat per

oso=6Zao/(^ ^r^i ^ C31)
i=1

on ^ r2^ es el valor esperat de r2 per a cads electro

en 1'atom fit8.

La seccib eficag per a angles inferiors a 8

8
zz0'18)^ |_d0 ZTTsinBdG=4TTa Z I_[__._ ___

^

_
CISZ ° R do dotCAZn)

0

,̂ C32^

caracteritza completament els processor de scattering etas

tic.

En particular, la seccio efica^ total es

°=OCTT)=NaZ._4a£_̂, C33).

La probabilitat d'obtenir un angle de scatte-

ring entre 9 i A+dg esta donada per

p(8)d8 = 1 da- 2^tsinAdA
^ dS2

0341

i, per tant, 1'equacib de sorteig per a 6 adopta 1' expres
.^ -

sio

^(9)=rte C.35)
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cos 0=1+ Z^o(r-1)

coo +4r C

IV.3. Recorregut lliure i tipus de col.lisi6

(37)

Oonsiderem la seccib eficac total . defini:a

com la suma de les seccions eficaces elistiques per a tots

els atoms de la molecula del material , es a dir

I
(37)

i=1

Per a una lamina de material d'espessor ds

per a un feix d'electrons d'energia T que hi incideix

normalment, la intensitat n del feix es redueix en

do=-nN T-ds (38)

essent N el nombre de molecules per unitat de volum en el

material. Integrant (38) sobre l'interval (0,s) tenim

n=noe
-NEs

(39)

n n es la _ntensitat incident i n la intensitat del

feix que no '.1a estat dispersat, a una profunditat s. :s

clar que la probabilitat que un electro particular recorri

un cam-, lliure de longitud compresa entre s - s+ds abans

de col.lisionar per primera vegada es-'a donada per

N Is
p(s)ds=e NI- ds (40)
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L'equacio de sorteig per al recorregut lliure

DS

r=10:IS)ds_e'NEDS_, m'

porta a

ps=^11n^1-r) (42)

€ssent ^ = 1!N E el recorregut lliure mitja. Com que

C1 -rl €s una variable aleatoria distribuida uniformement en

C0 ,1) si r ho es, C42 ) equival a

As ^^lnr (43)

Per al sorteig del tipus de col. lisio despres

dun recorregut lliure s'utilitza la funcio discreta

C44)

La desigualtat

K-1
< r ^

pK

determina el tipus de col.lisio.

IV.4. Pe.tdues d'energia

C45)

L'efecte global de les col lisions inelastiques

amb els electrons del material es redueix a una perdua d'e-

nergia que podem considerar com a continua. La perdua mi}-

jana per unitat de recorregut, o poder de frenada, ve dona
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dT,-a In^
^2

me^2T -,{ (^ 1-^Z +^z) ln2rt
ds ( ^1-(^^ ^ J

t|-I3: j-C1-V
^

)}

on mec es i'energia en repos de .'electro,

^Zf (mec +T)2-
me^4

(mec2+T)2

a=NZ4TTa:
^

.2_

C45)

C4?)

C48)

L'unic parametre no trivial en C4o1 es e1 po-

tential mina d'excitacio I que, en principi, ha de consi

derar-se tom un parametre austable. A causer de la depen-

dencia en 1r.I, el poder de Frenada es practicament inden-

sible a variations petites en el valor de I, que podem aver

luar de 1'ordre de ZR CBIRKHOFF; '958).

pressio

En el limit no relativista, C4E) adopter 1'ex-

dT __NZ 8nao` ^

d s
T^R

^ T 1 Ca9)
2 J

que es el poder de `renada nc relativista de Bettie.

L'inconvenient principal de les ^ormules del

poder de frenada de Bettie per a utilitzar-les er. tracta-
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ments de MC es la impossibilitat de descriur.e satisfacto-
riament 1'efecte de Straggling , es a dir, les fluctuacions
de la perdues d'energia al voltant del valor mitja; efecte
que, en Gltima instancia , es el responsable de la distribu
cib d'abasts.

McDonald et al (1971), en un primer intent d'in-
troduir 1'efecte de straggling, suposen que la distribucio
de perdues d'energia es gaussiana i centrada en dT calcu_
lads segons la formula de BETHE C46). No obstant aixo, per
a obtenir una acordanga raonable amb els resultats experi-
mentals , cal que 1'amplada de la gaussiana sigui gran, amb
la qual cosa una bona part de la distribucio s'esten a la
zones de perdues negatives.

Cal doncs , una distribucio asimetrica que perme-
ti unes perdues d ' energia superiors a ^ T peso que sigui
nul.la per a T < 0. Shimizu et al C1975) introdueixen una
distribucio exponential

fCDT)_
^

exPC-
^

) CSOI

Com a mera especulacio . Malgrat la seva senzillesa is dis-
tribucio C501 porta a resultats q_ue s'acorden quantitativ a
ment be amb 1'experiencia ; en particular es reprodueix co-
rrectament 1'amplada de 1'espectre d'energia d'un feix mo-
noenergetic despres de travessar un gruix s de material.
La forma de la distribucio, pero, es incorrecta ja que se
sobrevalora la probabilitat de 1es perdues molt petites.
Degut a la exigencies de martenir el valor mitja de 0 T do-
nat per C48), la distribucio C50) exagera tambe la probab i
litat de les perdues d ' energia grans , i, per tant, el efe c
to de straggling es sobrevalorat.
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Sembla, doncs, convenient d'introduir una nova

distribuci6 de perdues que valori adequadament aquelles

que son proximes a zero . En la simulacio numerica hem ob-

tingut resultats realistes emprant la distribuci6 ^ de

Landau 01944 ) que descriu correctament la distribucio de

perdues per a alta energia, corregida convenientment per-

que s ' estengui precisament fins a 6,T = 0 i perque el va-

lor mitja de n T coincideixi amb el calculat segons la for

mula de Bethe-Moller . La distribucio utilitzada s'ha obti n

gut a partir de 1'aproximaci6 analitica a kR (A) donada per

Tabata i Ito (1979), que pren valors no nuls per a )` >

-2.6292.

La perdua d'energia en el recorregut s es supo

sa donada per

AT= A + 2. 6292 ET
. 2.6292

(51)

on la variable aleatoria A respon a la distribucio IP (A)

de Landau i A es el seu valor mitja

00

A= JA^p (A)dA=6.4707 (52)

Es obvi que el valor mitja de AT calculat a par

tir de C511 coincideix amb AT.

La transformaci6 0511 desplaga el valor de la

perdua mes probable donat per la teoria de Landau. Aixo

no obstant, aquest es un efecte convenient car, com mos-

tren Cosslett i Thomas C1964 b), aquesta teoria sobreesti

ma el valor de la perdua d'energia mes probable per a re-

correguts petits.
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IV. 5. Resultats numerics

En el diagrama de flux de la figure 1 as mostra

l'estructura basica d'un pregrama MC. Un electro inicia el

seu moviment en una determinada posicio, amb una certa e-

nergia I segons una direccic donada, i es genera la trajec

tcria aleatoria. Destr2s de cada reccrregut lliure, as "tee

Leger." les condicions de contorn corresponents a la geome-

tria adoptada. La trajectoria acaba an el moment an que a-

questes condicions An viclades, ccsa que pot esser deguda

al fet que l'electro ha abandonat La mostra o cue ha per-

dut massa energia com a resultat de les col.lisions inelas

tiques i is capturat. Les caracteristiques d'interes de ca

da trajectoria particular An emmagatzemades en memoria

mitjangant una eerie de comptadors.

S'ha elaborat un pregrama de simulacid per a gec

metries laminars, ja cue !a major quantitat d'informaoib

de cue es disposa correspon a acuest tipus de geometric.

Els electrons as generen a una profunditat zc dins la

;rostra, amb una direccib inicial distribuida uniformement

an Wangle solid compres enure dos cons de semiobertures

9 i 2 + d8 . Si zo = 0, 9 = 0° 1 119 = 00, la leometria

correspcn a experiments de transmissi5 _ EPM (Electron

Probe Microanalysis); s i 0z < 1, 9 = 3° _ J9 =77

la situacio is la propia d'espectrescopies ;-!cssbauer per

reemissio electrcnica Auger. pcsem fixa l'energia ini-

cial, is a dir, fonts moneenergetieues.

S'han utilitzat, corn a referenda, els resultats

experirnenuals de Ccssiett - Thomas (1963 , 1360 a,! - c) -

Shimizu at K. Cd975) per Al amt1 3 KeV i 15 KeV. Al ilarg

de tots els _alculs hem emprat els alcrs 0=2.13

I= 0.15 W.

A l a figura 2 s' _..di quen e ls percen~_atg es trans

mesos _ dispersats cap enrera, per a experiments de tran s

missi0 amb incidencia norma l, an fu n ci del gruix de 1a

mostra.
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Figura 2

Fraccions transmesa , absorbida i dispersada cap enrera en Al

(Eo = 15 kev) en func16 de l'espessor de la Amina salida

Monte Carlo )( Shimizu et al. (1975)
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A la figura 3 es mostra la distribucio angular

dels electrons transmesos a traves de 50/.1g /cm2 d'Al amb

energia inicial de 18 keV. Aquesta figura reprodueix un his

tograma tipic proporcionat directament pel programa de simu

lacio, obtingut a partir d'una mostra de 10.000 trajectories

El temps de calcul emprat per a generar aquesta mostra fou

de 118 segons a l'ordinador IBM 4341/I del Laboratori de

C'alcul de la Universitat de Barcelona.

La perdua d'energia mitjana dels electrons trans

mesos en funcio del gruix de la lamina traspasada es mos-

tra a la figura 4. El bon acord amb els resultats experimen

tals es ben notori. La diferencia amb la perdua d'energia

mitjana donada per la formula de Bethe-Moller '948), cor-

ba discontinua, esta directament relacionada amb is dife-

rencia entre el recorregut mitja dels electrons transmes-

sos i el gruix de la lamina.

La figura 5 mostra la perdua d'energia mes pro-

bable. Es posa de manifest, tal com ja s^ha di t, que la

distribucio exponencial exagera 1'efecte de "straggling",

Per a famines primes la distribucio de Landau proporciona

una descripcio molt mes realista d'aquest efecte. Les dis

tribucions en energia dels electrons transmesos a traves

d'una lamina de 300 /ag/cm2 es mostren a la figura 6,

Encara que en aquest treball ens hem limitat a

utilitzar un model de scattering extremadament simple, els

resultats obtinguts a la simulacib numerica permeten repro

duir les caracteristiques generals de les mesures experi-

mentals en el cas de transmissio a traves de mcstres lami-

nars . El metode es generalitzable, amb modificacions mini-

mes en el programs de simulacib, a qualsevol tipus de geo-

metria.
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Figura 3

M stribucid angular dels electrons transmesos
a trav^s de 50 ^ gr/ cm2 de Al (E = 18 kev)0
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Figura 4

Pbrdua d ' energia mitjana per a

transmisi6 en Al ( Eo = 15 kev)

Monte Carlo - - - Bethe

B Cosslett i Thomas • Shumizu et al.
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Figura 5

P^-6rdua d ' energia mes probable per a transmisi6 en Al (Eo=18kev)

X Monte Carlo amb distribuci6 de Landau

o Monte Carlo amb distribuci6 exponencial

-+--- Cosslett i Thomas
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Figura 6

Distribuci6 en energia per electrons transmesos

a trav6s de 300/ugr/cm2 de Al (E0 = 18 kev)

dades experimentals Cosslett i Thomas

resultat MC amb distribuci6 de Landau

- - resultat MC amb distribuci6 exponential
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