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RESUM

En aquest treball es fa una descripcid eminentment
practica dels Metodes de Monte Carlo. Es resolen dos pro-
blemes tipics, el calcul de integrals mGltiples i l'anali-
si del transport d'electrons d'energia mitjana, posant de
manifest les peculiaritats d'aquestes tecniques numeriques
cada vegada més emprades en el camp de la ciencia i la tec
nologia. -

ABSTRACT

A description for the easy use of the Monte Carlo
Meth :s presented in this paper. Two typical problems,
the ccrputation of multiple integrals and the analysis of
electrons transport in an intermediate energy range are
solved. Emphasis is made in the peculiarities of these nu-
merical techniques which are becoming very used in science
and technology.
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I. INTRODUCCIO

Els métodes de Monte Carlo (MMC) sén tecniques
numeriques que permeten de resoldre problemes matematics
(de tipus no neceseariament estadistic) mitjangant els mos-
tratge automatic de variables aleatdries.

En esencia, el MMC consisteix a establir un mo-
del aleatori artificial de tal manera que el valor esperat
d'una determinada variable aleatdoria, segons el model, coin
cideixi amb la solucid del problema considerat. Una vegada
establert el model, la utilitzacid d'un ordinador permet
d'efectuar numericament el mostratge de la variable d'inte
res; la solucib s'obté com la mitjana d'un nombre prou ele
vat de sorteigs.

El primer treball sobre MMC data del 1949 i els
matematics americans N. Metropolis, S. Ulam i J. Von Neumann
sén considerats com els fonamentadors d'aquestes tecniques.
La base teorica dels MMC es coneixia des de molt abans 1 5
de fet, certs problemes estadistics eren resolts aplicant
procediments propis dels MMC. La rad de l'auge creixent a
partir de la decada dels cinquanta rau en la popularitzacid
de 1l'us d'ordinadors digitals cada vegada més rapids que
permeten efectuar el mostratge aleatori d'una manera auto-
matica.

La peculiaritat més notable dels MMC és la sim-
plicitat de les estructures dels algorismes emprats. Un
cop establert el model aleatori adequat al problema en
questid, s'elabora un programa per a la realitzacid nume-
rica del mostratge aleatori. Amb l'ajut del programa es
construeix una mostra estadistica prou nombrosa i, final-
ment, la seva analisi estadistica permet inferir-ne la in-
formacid desitjada.
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El cardcter estadfstic dels MMC exigeix tot so-
vint una quantitat exageradament gran d'operacions elemen-
tals respecte a les t2cniques numériques no aleatdries. A-
quest desavantatge — certament poc important si es disposa
d'un ordinador prou riapid — es compensa sobradament amb
la possibilitat d'afrontat determinats problemes que sén
practicament irresolubles amb els metodes numérics conven-
cionals. En general, la indeterminacid estadfstica dels re
sultats — desviacié standard — &s proporcional a 1/Vn
éssent n la poblacid de la mostra analitzada. Per altra
banda, el temps necessari per a la simulacid numerica de
la mostra aleatoria &s proporcional a n. Cal, doncs, tenir
en compte que, per a aconseguir una reduccié de 1'error es
tadistic en un factor k, hem d'augmentar el temps de cal-
cul en un factor k2 i1, per tant s'ha d'arribar a un com-
promis entre la precisid desitjada i el temps de calcul
consumit per a cada problema particular.

En aquest treball, sdn descrits els detalls dels
MMC adequats per al calcul d'integrals miltiples i per a
1'analisi del transport d'electrons d'energia mitjana en
materials amorfs. En la resolucid de l'equacid de trans-
port, els MMC permeten d'introduir acuradament les carac-
teristiques dels diferents processos que contribueixen a
la difusid; en aquest cas, el problema admet, clarament,
una imatge probabilistica. El calcul d'integrals, al con-
trari, no respon en general a un model aleatori i els me-
todes que s'hi empren acostumen a ésser menys evidents.

Els MMC s'apliquen, amb exit, a la resolucid
d'una extensa gamma de problemes matematics i tecnologics
(per exemple: resolucid d'equacions diferencials, inver-
sibé de matrius, calcul del flux de neutrons en reactors
nuclears, dosis radiocactives, ...). Els casos analitzats
aqui, tot i que no pretenen cobrir completament les possi-
bilitats dels MMC, si que permeten de mostrar, almenys,
les caracteristiques generals d'aquest tipus de calculs.
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II. MOSTRATGE DE VARIABLES ALEATORTES

Per a la utilitzacid practica del MMC és impres-
cindible disposar de teécniques de sorteig numéric de varia
bles aleatories, d'acord amb distribucions de probabilitat
donades. En general, cal calcular els valors de les varia*
bles que ens interessen en funcid dels valores de variables
aleatdries de facil mostratge. Normalment s'empren nombres
aleatoris uniformement distribuits en l'interval (0,1); a-
quests nombres es poden obtenir a partir de taules de di-
gits aleatoris (per ex. RAND Co 1955) emmagatzemades en me
moria o bé, mitjangant generadors de tipus algebraic.

II.1l. Generadors algebraics de nombres aleatoris

Els generadors algebraics permeten construir suc
cessions quasi il.limitades de nombres enters practicament
aleatoris distribuits uniformement en 1l'interval (0,T) sen
se tenir necessitat d'emmagatzemar en memdria una taula de
dfgits vertaderament aleatoris. Aquestes successions, ano-
menades sovint pseudo—aleatbries, no tenen un caracter es-
trictament aleatori ja que es generen per mitja d'algoris-
mes deterministes; pero posseeixen les caracteristiques
essencials de les successions aleatdries.

L'algorisme més emprat és l'anomenat metode de
congruéncies, proposat per LEMHER. Els elements de la se-
rie pseudo-aleatoria entera (Rh) s'obtenen, un cop fixat
el primer Ro’ a partir de l'expressié (MOSHAMAN 1968,
ABRAMOWITZ i STEGUN 1364)

Rpq= %Rpefi  (modT) (1)
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on &, 3 i T sén constants enteres, amb i T pri-
mers entre si. T esta limitada per les caracteristiques de
l'ordinador — longitud en bits de la doble paraula — o i
3 es prenen de manera que el periode de la succesid sigui
el major possible. Es demostra que la successid (Rn) té

el periode maxim T si

1 (mod p) si p @&s un factor primer de T
1 (mod 4) si 4 &s un factor de T

i) a

ii) a

Es pot adoptar la correlacid, entre els termes
successius de la serie pseudo-aleatoria, definida com

2

=3 T
o(Rn,Rpyt)= BJBJT;Lﬁ_ (2)

12

on R;R, , @&s el valor mitja de la multiplicacid dels
termes en un periode complet de la successid, com una me-
sura de la dependéncia entre termes successius. Si la suc
cessid fos totalment aleatoria tindriem p(Ry,R _4)=0.
Es pot demostrar que, si elegim

az\[T

llavors la correlacid QCRn,Rn_i) és de 1'ordre de 1/\T.

Si es pretén de generar nombreé pseudo-aleatoris
en un programa FORTRAN, cal evitar, sempre que es pugui,
els errors de truncament. En aquest’ sentit, &s convenient
utilitzar variables ficticies de tipus REAL * 8 i assegu-
rar que, en cap moment, no resulti de les operacions un

12, amb la qual cosa les {iltimes xifres

nimero major de 16
de les quantitats obtingudes al llarg del calcul sén sem-
pre 0; s'hi eliminem els errors esmentats. Aixi, tot i
tractan amb variables reals, aquestes sempre prenen valors

enters i sén completament valids els teoremes referents a
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b .
a les series congruents enteres.

S'han elegit els valors

4
1:2°9  «=5% , p= (3)

P

de manera que la serie congruent (1) t& un periode maxim

T i, com que a::VE, la correlacid entre termes successius
-7

és de 1'ordre de 27’9,

En el cas q = 2, el maxim valor de <an+ E)
és ~ 4.1012 < 1612, cosa que ja no ocorre amb gq =3. Els
generadors FORTRAN corresponents a q=1; q=2 admeten les
senténcies formula .

NRAND (N) = HOD (125%N+1,16384) (43
n
RAND(R) = DMOD (1.56250D4*R+1. 0,2684354560D8)

on el tipus de les variables N i R &s INTEGER*4 i REAL*8,

respectivament.

En els programes de MC utilitzem NRAND per ini-
cialitzar RAND repetidament i aconseguir, aixi, diferents
seqiiéncies no correlacionades a partir d'un uUnic valor i-
nicial No< 16384,

bbviament, els elements de la serie congruent
(Rn) es troben distribuits uniformement en 1l'interval
(0,T). Si es requereixen nombres pseudo-aleatoris (rn)
distribuits uniformement en (0,1) bastara considerar B

= Rl T

Els generador FORTRAN (4) s'han sotmes a l'ano-
menat test de moments (vegi's.per ex. MOSHAMAN 1968) 1
s'han obtingut uns resultats molt satisfactoris. La formu
la RAND es va utilitzar per a la simulacié de sorolls sobre

senyals optics; l'analisi de Fourier dels senyals mostra
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el comportament correcte del soroll.

II.2. Metodes de mostratge de variables aleatdries

Sigui 2 una variable aleatoria que pot prendre
valors en l'interval (a,b) amb densitat de probabilitat
p(3). Es verifica que

b
P(3)20 i P(3)d3=1 (5)
a

Per el mostratge de la variable 3 existeixen diferents md
todes, tot seguit hi detallem els tres més emprats.

a) Metode d'inversid

Considerem la probabilitat acumulativa
3

N
a

Es facil demostrar que si {r-} % és una succes-
o S 11 1o [ S
si6 de nombres aleatoris uniformement distribuits en
(0,1), els valors de la successib {éi}i-i 2 def3 -
=L gl gy
nida per 3, = P'i(ri) estan distribuits en 1'inter-
val (a,b) amb una densitat p(3).

D'ara endavant, amb un abis evident de llenguat-
ge, confondrem les successions amb els sens termes ge-
nerals i direm que la variable aleatdria 3 s'obté
del nombre aleatori (o pseudo-aleatori) » segons l'e-
quacib de sorteig

3= P"(r) (7)

o, més succintament, que (7) &s 1'equacid de sorteig
de la variable 2 . En particular, si é s una variable
discreta que pot prendre els valors {§i} i=1,2 amb

N
probabilitats {p:}i-l 2 » prendrem 3 com a re-
b Sl gl gece
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sultat del sorteig si

n
P <r<_z]pl
=

=
L

~
e}
~

™M

1"
b

En general, el metode d'inversid només &s aplica
ble si é = p~l(p) es pot obtenir explicitament o pot &s-
ser convenientment aproximada. A la taula I es dcren les
solucions analitiques de l'equacib de sorteig (7) per a
algunes distribuclons senzilles. Si P°1(r) s continua I
acotada hom disposa de rutines que, mitjangant interpola-
cid parabolica entre =ls punts d'una serie finita (ri,?"l(ri)
obtinguda previament, permeten d'efectuar el mostratge d'una
manera senzilla. Aquestes rutines requereixen una capacitat
de memoria ccnsiderable si P i) depen d'un o més parame

tres variables.

b) Metode de Von Neumann

. . = ~ P -
Sigui py el maxim valor de p(3) que suposarem
finit. Per al sorteig de 3 es procedeix de la manera se-

guent:

i) es sortegen dos nombres aleatoris vy i Ty i es con-

sidera el punt TK(?1?2) de coordenades

71=R. r.l(b-a) i rzzz 2P
ii) Si 72$p(71) prenem 3 = ‘?1 . En cas ccntrari, es sor
teja una nova parella r,,r, i es repeteix el procés

fins aconseguir que es compleixi 131 ).

c) Métode de particid

. N . .
El nombre mitja de *emptatives per 2 3ACONSEgUlr
u- valor acceptable de ? , amb el procés de Von Neumann,

= -a)
es Nacc ?M(b al.
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i
a-1)ay_+ | . (3¢ + 1)
hlllvn.»l -3 (a‘0) < T a‘n+ T 182z3usm
2 X . (3Y) +4
Ad - x)By T 3 (o0'00-) 4 T .m._ z3usao]
{( _<\>lm+:cﬁ + {/% )a-| dxe =y A s 8+l :\>|m+:c.~ Y+
- ‘D) Y/(-3)
(b e -3 . : P
(s-t)ur ¥ == 3 (‘D) A\ml.m m Tetousuodx3
Q- q
updly® = @)a + o) = @ (a‘e) ¥ Tetousjod
(e=a)a + v = 3 (a‘e) - H 3 BWJIOJTUN
?v_.lm of (a‘e) (3)d PTONATIISTO

vinvl
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LI - > 1, el metode anterior pét resultar ex-

cessivament lent. En aquesta situacié, pedem disminuir Noco
tot partint 1'interval (a,b) en un nombre arbitrari K de

subintervals ( é q ? , a= } < ?1 <3k b. Sigui
pﬁ]) el valor max1m de pCé) en l'interval j-essim 1
2]
kaj= S p(3)d3 (9)

3j-

Per el mostratge de 3 es sorteja un nombre aleatori r i
es determina j d'acord amb la distribucid discreta Py =
Z&Pj. Un cop fixat j , es considera la distribucid

p(3)/ P- en 1l'interval ( ? a ) 1 s'aplica el metode de

Yon Neumann

El nombre mitja de temptatives peigs obtenir

p; (3, =5

un valor acceptable es redueix aixi a N JJ

ace ~
pero cal tenir en compte que aquest métode reduerelx un

sorteig addicional per a fixar el subinterval.
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ITI. INTEGRACTO MULTIPLE

Considerem la integral multiple

I:J F(X1,XN)GX1---dXN (10)
D

El procediment directe per a estimar I per MC
consisteix a generar n punts (X, )l 1, N uniformement
distribuits en el domini D i aprox1mar I per

n
a3y 1. 2 F(x) (11)
n

=1 i

on Vp, és el volum de D. Quan el domini d'integracié &s
massa irregular convé considerar l'extensid T de F a un
paral.lelepipede N-dimensional P 3 D, definida per

F(®) = F(X) si XxeD
€12
=0 sj Y¢D
1 definir
n
InsVp 1 2 Fix;) (13)
n =l

Suposant que s'evitin els errors de truncament al llarg
del calcul, es verifica que

liml_ =1
n-uhon
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£s evident que el metode només permet obtenir estimacions
del valor de la integral, si el nombre de punts mostrejats
és prou gran, l'error comes &s del mateix ordre del que es
tindria amb el métode trapezoidal i el mateix nombre de
punts.

Si emprem la generalitzacié del meétode directe,
deguda a Kahn (1967), podem disminuir apreciablement la
magnitud de 1'error comés per a un nombre donat de punts
mostrejats. Per al calcul de la integral (10) segons el
procediment de Kahn es comenga factoritzant F en la forma

F(i):p(i)w(i) (1)

de manera que p verifiqui les condicions d'una densitat
de probabilitat, &s a dir

p(X) >0 (15)

[p(i)dx,.._......de =1
D

Una vegada fixada la factoritzacid (14), es generen punts
aleatoris X* en el domini D d'acord amb la densitat p(R)
i, per a cada punt generat, es calcula la funcibd

Wi=W(Xi) (16)

que correspon a una estimacid de I. Si existeix la varian-
ga 0"2 , definida per

2
czzfp(i)[w(i)-q 1 S (17)
D
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llavors la mitjana d'un nombre aleatori n d'estimaciona
tendeix al valor real de la integral (10), i.e.

n
wsl_2>2w — ] (18)
n =1 | N— o0

La varianga es pot calcular, aproximadament, si substituim
I per W en (17):

2

0‘2~£p()‘()[w()() WJ dX,.....dXy ~
n n 2
:_1_ sz <1_ Z > (19)
n I n i=1

i1 , per tant, la incertesa estadistica (desviacid standard)
AT de la mitjana W de n estimacions esta donada per

-\e¥ (20}

A la practica, el procediment de Kahn s'utilit-
za quan la probabilitat p(X) en (8) admet una factoritza
cid completa, i.e., quan es pot escriure

i § seves
p(X A (y1) pz(yz) pN(yN) €21}

i

€ssent bijectiva la relacid entre les variables X i =
= (yy....yy). Quan una factoritzacié tal no &s possible,
cal el mostratge aleatori de variables vectorials segons
densitats, en principi arbitraries, la qual cosa comporta
problemes considerables itot sovint irresolubles. En aques
ta situacid, &s més convenient el métode directe que es
pot considerar com un cas particular del de Kahn quan

p(X) = 1/vp.

59



Els MMC requereixen un nombre relativament gran
d'estimacions per tal d'aconseguir un error suficientment
petit i, per tant, &s important utilitzar, sempre que es
pugui, tecniques adequades a fi de reduir la varianga. A
vegades resulta eficag emprar conjuntament metodes numérics
d'integracib i1 mostratge aleatori.

El metode de ERMAKOV i ZOLOTUKHIN (Wilf 1960),
basat en la utilitzaci$ d'un conjunt finit de funcions or-
tonormals en el domini d'integraci8 &s el més potent en la
reduccid de la varianga. Actualment, perd, només &s apli-
cable en uns pocs casos particulars perque requereix el
mostratge de variables aleatories amb densitat no factori-

zable.

En general, si bé cal tenir present que els MMC
no presenten gaires avantatges enfront de les tecniques nu
_meriques d'integracibé quan aquestes son aplicables, sén de
forga utilitat precisament quan els metodes convencionals
resulten inadequats. En aquest sentit, el MMC &s un proce-

diment d'Ultima instancia.

Exemple

En 1'ambit de la Fisica &s normal el calcul d'in
tegrals del tipus

fe j 0\ (7o, Ty -RIVIIF, - )R dt, (22)

que correspon a l'energfa d'interaccié de dues distribu-
cions localitzades de carrega, de densitats e1 3 92, se-
parades una distancia R i que interactuen segons el po-
tencial V(I?l). Si les distribucions de carrega presen-
ten determinades simetries, es pot reduir la dimensid tot
integrant analiticament o numéricament respecte a les va-

riables "simetriques". En reduir-se la dimensif de la in
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tegral a tractar augmenta, consequentment, la rapidesa del
calcul.

Com a exemple practic calculem per MMC la integral
(16) amb

(23)

Vir)=e £24)

la integral es pot avaluar analiticament i resulta
R2
b3 -/Z
e

P
7

(25)

éssent

2 .2
Z=512052'b (26)

Per tal de mostrar el comportament dels errors
no reduirem la dimensid (la qual, donada la simetria del
problema, es podria reduir en una unitat). Les densitats
P4 i P, es poden factoritzar en producte de tres gaus-

sianes, de manera que prendrem

P(77)=p (X)p (Y)p_(@p X)p_(Y)p (Z
11278, R R PR B P i

éssent Pjis destribuicions normals amb mitjana 0 i va-
J
rianga S;. Aixi, les estimacions successives de I vénen do

nades per
w, ocv(lﬁ-?“.?zl.l) (28)
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La taula IT mostra el comportament de AI des-
prés de n=10000 estimacions per a uns valors fixats de S,,
S, i R en funcibé de 0" . Tal com es pot observar, AT de-
creix en augmentar O . Aquest &s un fet completament gene-
ral: l'error estadfstic és tant més petit com més suau és

el comportament de la funcidé w(X) en D.

IV. TRANSPORT D'ELECTRONS D'ENERGIA MITJANA

IV.1l. Aspectes generals

El metode general de MC per al tractament de
problemes de transport es basa en una imatge semicladssica
de trajectories i, conseqientment, no pot descriure efec-
tes ondulatoris — interferencia o difraccidé — . Aquests
efectes només s'observen en mostres monocristal.lines de
manera que, per evitar-los, convé de restringir la simula-
cibé per MMC a materials amorfs o policristal.lins. D'acord
amb aquesta limitacid, suposarem que el atoms del material
son distribuits a l'atzar, amb densitat uniforme, en el vo

lum de la mostra.

Els esquemes de MC proporcionen la mateixa in
formacib que la solucid de 1l'equacié de Boltzmann amb con-
dicions de contorn (Berger 1963). Aquesta és una equacib in
tegro-diferencial lineal depenent de set variables, 1 la
seva solucid F(E,ﬁ,?,t) déna el flux de particules que
en el punt ? 1 en l'instantA t, es mouen en la direccid

definida pel vector unitari U amb una energifa E.

Donada la complexitat del problema, &s evident
que la resolucid analftica o numerica de 1l'equacibé de trans
port només es pot dur a terme en condicions molt restric-
tives. Pel contrari, els MMC permeten d'obtenir la solucid
de 1'equacib de Boltzmann (bé que d'una manera indirecta)
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tot incorporant detalladament les caracteristiques particu-
lars dels diferents processos de col.lissié que cooperen a
la difusi8.

En la major part de tractaments per MMC del
transport d'electrons d'energia mitjana s'utilitza un model
de scattering simplificat, l'anomenada aproximacié de per-
dues continues (GREEN 1963, BISHOP 1964, LOVE et al 1976,
LILJEQUIST 1977 i 1978). Les trajectories particulars s'assi
milen a una série de segments rectilinis cada un dels quals
acaba amb una col.lissié eldstica. Al llarg de cada segment
ltelectrd perd una certa quantitat d'energia a causa de col.
lisions inelastiques, pero no canvia apreciablement la di-
recci8 del moviment. Aquesta s'altera bruscament, al final
del recorregut lliure, per la col.lisid elastica. La longi-
tud del recorregut lliure, la perdua d'energia que hi té
lloc i la variacid en la direccid al final se sortegen se-
gons les @distribucions obtingudes amb els models de scatte-
ring que s'hagin adoptat.

IV.2. Scattering elastic

En la descripcié de les col.lisions elastiques
emprem el potencial de coulomb apantallat exponencialment,
introduit. per Wentzel, potencial que, en 1l'aproximacid
de Born porta a la seccid eficag diferencial:

2
do .(22a°) 1 2 (29)
dqi [ < ¥Qa,)

on Z &s el nombre atomic de l'atom fitd, a, el radi de
Bohr 1

2
CEW) =2;_(1-cose) (30)

64



éssent T 1l'energia cinetica de l'electrd incident, © l'an
gle de Scattering 1 R= 13.6 eV l'energia de Rydberg.

El parametre d'apantallament ™, ve donat per

crp =628 /(£ <)) (31)

on (rz) es el valor esperat de r2 per a cada electrd
en l'atom fit8.

L]
La seccib eficag per a angles inferiors a©

§
(@) | da_ zn-sinede=1.rra§zzT_[_1_ _ il 2, (32)
Odﬂ R d0 O(O*(qao)

caracteritza completament els processos de scattering eiég
i 1

En particular, la seccid eficag total és

2
U:G(Tr)zlmag Y S (33)
o (o, + 4TR)

La probabilitat d'obtenir un angle de scatte-
ring entre O i ©+d0 esta donada per

p(@)de= 1_ 49 2nsin@deo (34}
o dn

i, per tant, l'equacié de sorteig per a © adopta 1'expres
sid
0@)zro (35}
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8s a dir,

2
cos 9=1, 23%(r-1) (35)
c(g- +4r'C

IV.3. Recorregut lliure i tipus de col.lisid

Considerem la seccid eficag total 2. definida
com la suma de les seccions eficaces eldstiques per a tots
els atoms de la molecula del material, és a dir
|
Z=Z1m- (37)

| =

Per a una lamina de material d'espessor ds i
per a un feix d'electrons d'energia T que hi incideix

normalment, la intensitat n del feix es redueix en

dn=-nN ZdS (38)

éssent N el nombre de molecules per unitat de volum en el

material. Integrant (38) sobre l'interval (o,s) tenim

n:noequs (39)

on ng &8s la intensitat incident i n la intensitat del
feix que no ha estat dispersat, a una profunditat s. Is
clar que la probabilitat que un electrd particular recorri
un cami lliure de longitud compresa entre s I s+ds abans

de col.lisionar per primera vegada esta donada per

NZs
p(s)ds=e NZ=ds (40).

66



L'equacid de sorteig per al recorregut lliure

AS
bs ~ _NZAs
r:J' p(s)ds=e =1 (41)
0
porta a
As =AlIn(1-r) (42)
Essent A= 1/NZ el recorregut lliure mitjd. Com que

(1-r) és una variable aleatdria distribuida uniformement en
(0,1) si r ho és, (42) equival a

As =>Alnr (43)

Per al sorteig del tipus de col.lisid després
d'un recorregut lliure s'utilitza la funcid discreta

P=d ,p=p+ B, iiuncyp = J1 (4y)
LS S Ghi e PRt

La desigualtat
P <rg<p 4s)

determina el tipus de col.lisid.

IV.4. Pérdues d'energia

. . . & .
L'efecte global de les col.lisions inelastiques
amb els electrons del material es redueix a una perdua d'e-
. . -~ .
nergia que podem considerar com a continua. La perdua mit-

jana per unitat de recorregut, o poder de frenada, ve dona
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da per 1la formula de Bethe-Moller

)
dT,_aﬁn[tﬂ mec T (2V1 (5 F){HZ'T

ds !

+1-sz1,—<7-f_"-fﬂz>}

2 . N 2
on  m,c 8s l'energia en repos de l'elect

>}
On

2 2 4
(32= (mec2+T) - MaC (47)
(mec2+T)2
asNZoma? 2R 1 (48)
TS e ‘

L'unic parametre no trivial en (46) &s el po-
tencial mitja d'excitacidé I que, en principi, ha de consi
derar-se com un parametre ajustable. A causa de la depen-
déencia en 1nI, el poder de frenada &s practicament inden-
sible a variacions petites en el valor de I, que podem ava
luar de l'ordre de ZR (BIRKHOFF, 1958).

En el limit no relativista, (46) adopta 1l'ex-

pressid
¢T__.Nz 8rag? 1n<\/_e_ T_> (49)
ds T/R 2 1

que &s el poder de frenada nc relativista de Bethe.

L'inconvenient principal de les formules del

poder de frenada de Bethe per a utilitzar-les en *racta-
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ments de MC &s la impossibilitat de descriure satisfacto-
riament l'efecte de Straggling, és a dir, les fluctuacions
de la pérdua d'energia al voltant del valor mitjd; efecte
que, en @iltima instancia, &s el responsable de la distribu
cibé d'abasts.

McDonald et al (1971), en un primer intent d'in-
troduir 1l'efecte de straggling, suposen que la distribucid
de perdues d'energia és gaussiana i centrada en AT calcu
lada segons la formula de BETHE (46). No obstant aixo, per
a obtenir una acordanga raonable amb els resultats experi-
mentals, cal que l'amplada de la gaussiana sigui gran, amb
la qual cosa una bona part de la distribucid s'esten a la
zona de perdues negatives.

Cal doncs, una distribucibd asimetrica que perme-
ti unes perdues d'energia superiors a AT pefo que sigui
nul.la per a T<O0. Shimizu et al (1975) introdueixen una
distribucié exponencial

f(AT)- exp< T > (50}

Com a mera especulacid. Malgrat la seva senzillesa la dis-
tribucié (50) porta a resultats que s'acorden quantitativa
ment bé amb 1'exper1enc1a, en particular es reprodueix co-
rrectament l'amplada de 1'espectre d'energia d'un feix mo-
noenergetic després de travessar un gruix s de material.
La forma de la distribucib, perd, &s incorrecta ja que se
sobrevalora la probabilitat de les perdues molt petites.
Degut a la exigencia de mantenir el valor mitja de AT do-
nat per (48), la distribucid (50) exagera també la probabi
litat de les perdues d'energia grans, i, per tant, el efec
te de straggling es sobrevalorat.
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Sembla, doncs, convenient d'introduir una nova
distribucié de perdues que valori adequadament aquelles
que sOn proximes a zero. En la simulacib numerica hem ob-
tingut resultats realistes emprant la distribucié ¢ de
Landau (13u44) que descriu correctament la distribucié de
perdues per a alta energia, corregida convenientment per-
qué s'estengui precisament fins a AT = 0 1 perque el va-
lor mitja de AT coincideixi amb el calculat segons la for
mula de Bethe-Moller. La distribucié utilitzada s'ha obtin
gut a partir de l'aproximacid analitica a \g (M) donada per
Tabata i Ito (413979), que pren valors no nuls per a XD
-2.6292.

La perdua d'energia en el recorregut s es Supo

sa donada per

AT, A+2.6292 73 f51)

X +2.6292

on la variable aleatoria A respon a la distribucid ¢ ™)
de Landau i A &s el seu valor mitja

o
'A=J A p(A)dA=6.4707 (52)

~ oo

Es obvi que el valor mitja de AT calculat a par

tir de (51) coincideix amb AT.

La transformacid (51) desplaga el valor de la
pérdua més probable donat per la teoria de Landau. Aixo
no obstant, aquest és un efecte convenient car, com mos-
tren Cosslett i Thomas (1964 b), aquesta teoria sobreesti
ma el valor de la perdua d'energia més probable per a re-

correguts petits.
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IV. 5. Resultats numerics

En el diagrama de flux de la figura 1 es mostra
l'estructura basica d'un programa MC. Un electrd inicia el
seu moviment en una determinada posicid, amb una certa e-
nergia i segons una direccié donada, i1 es genera la trajec
téria aleatoria. Després de cada reccrregut lliure, es "tes
tegen" les condicions de contorn corresponents a la geome-
tria adoptada. La trajectdria acaba en el moment 2n que a-
questes condicions sén viclades, cosa que pot ésser deguda
al fet que l'electrd ha abandonat la mostra o que ha per-
dut massa energia com a resultat de les col.lisions inelas
tiques 1 &s capturat. Les caracteristiques d'interess de ca
da trajectoria particular sén emmagatzemades en memdria

mitjangant una série de comptadors.

S'ha elaborat un programa de simulacid per a gec
metries laminars, ja que la major quantitat d'informacid
de que es disposa correspon a aquest +tipus de geometria.
Els electrons es generen a una profunditat 2z, dins la
mostra, amb una direccid inicial distribuida uniformement
en l'angle solid compres entre dos cons de semiobertures
8 108 +de . si zyo =0, 9 =10° i A9 = 09 la geometria
correspon a experiments de transmissid I EP
=00 i Ag =T |

M (Electron
Probe Microaralysis); si O.Szcs D, ©

la situacid &s la propia d'espectroscopies Mossbauer per
reemissid electrdénica i Auger. Supcsem fixa l'energia ini-

. 1 - . N .
cial, és a dir, fonts moncenergetiques.

S'han utilitzat, com a refersncia, els resultats
experimentals de Cosslett i Thomas (1363, 21364 a,b i c) i
Shimizu et al. (2975) per Al amb 13 KeV i 15 KeV. Al llarg
de tots els calculs hem emprat els valors ao=2.13 o

I= 0.15 KeV.

.

A la figura 2 s'Indiquen els percentatges trans

r
mesos 1 dispersats cap enrera, per 2 experiments de *rars
e

On
L

missidé amb incidencia normal, en funci

mostra.
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Figura 1

Diagrama de flux per a els programes MC
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Figura 2

Fraccions transmesa, absorbida i dispersada cap enrera en Al
(Eo = 15 kev) en funcié de l'espessor de la 13mina sdlida
Monte Carlo X Shimizu et al. (1975)
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A la figura 3 es mostra la distribucié angular
dels electrons transmesos a través de SO/ng/cm2 d'Al amb
energia inicial de 18 keV. Aquesta figura reprodueix un his
tograma tipic proporcionat directament pel programa de simu
lacid, obtingut a partir d'una mestra de 10.000 trajectdries
El temps de calcul emprat per a generar aquesta mostra fou
de 118 segons a l'ordinador IBM 4341/T del Laboratori de
Calcul de la Universitat de Barcelona.

La perdua d'energia mitjana dels electrons trans
mesos en funcid del gruix de la lamina traspasada es mos-
tra a la figura 4. E1 bon acord amb els resultats experimen
tals es ben notori. La diferencia amb la perdua d'energia
mitjana donada per la formula de Bethe-Moller £1948), cor-
ba discontinua, esta directament relacionada amb la dife-
rencia entre el recorregut mitja dels electrons transmes-
sos 1 el gruix de la lamina.

La figura § mostra la perdua d'energia més pro-
bable. Es posa de manifest, tal com ja s‘ha dit, que la
distribucib exponencial exagera l'efecte de "straggling".
Per a lamines primes la distribucid de Landau proporciona
una descripcid molt mes realista d'aquest efecte. Les dis
tribucions en energia dels electrons transmesos a través
d'una lamina de 300 Mg/cm2 es mostren a la figura 6.

Encara que en aquest treball ens hem limitat a
utilitzar un model de scattering extremadament simple, els
resultats obtinguts a la simulacié numérica permeten repro
duir les caracteristiques generals de les mesures experi-
mentals en el cas de transmissid a través de mostres lami-
nars. E1 métode és generalitzable, amb modificacions mini-
mes en el proérama de simulacib, a qualsevol tipus de geo-

metria.
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Figura 3

Distribucié angular dels electrons transmesos

a través de SO)tgr/cmz de Al (Eo = 18 kev)
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P2rdua d' energia mit jana per a
transmisié en Al (E‘.o = 15 kev)
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A Cosslett i Thomas e Shumizu et al.

76



151
o
x
14 ] 1 1
0 100 200 300
MQ/c m?
Figura 5

Perdua d'energia mes probable per a transmisié en Al (Eo=18kev)
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