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HESUM

Formulem una extensié de segon ordre de la termodinamica de proce-
ssos irreversibles per a sistemes fluids d'un sol component, basada en
una equaci6 de Gibbs generalitzada que té en compte una dependencia de
1'entropia amu el flux de calor i el tensor de pressions viscoses. La
utilitzacié de teoremes de representacid de funcions tensorials isdtro

pes ens permet de formular d'una manera umificada les eguacions d'estat,

¢l flux d'entropia 1 les equacions constitutives generalitzades. Agues-—

tes darreres equacions es consideren com a equacions d'evolucié dels
fluxos dissipatius. A continuacié, comparem aquesta tformulacié amb la
termodindmica irreversible classica, amb la termodinamica racional, amb
la teoria cinttica dels gasos 1 amb diverses extensions previes de la

termodindmica irreversible.
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1. INTRODUCCIO.

Durant els darrers anys hom ha manifestat un inter®s creixent en—
vers la paradoxa de la propagacif amb velocitat infinita dels efectes
termics i viscosos. Mentre alguns autors s'han dedicat a la formula-
cif concreta de noves lleis constitutives que generalitzen, per exemple,
1'equaci6 classica de Fourier, d'altres han partit d'aquesta paradoxa
per a l'aprofundiment en els conceptes termodinamics basics. Efectiva

ment, tant la termodindimica irreversible classica(1_3) com la termodi

namica racional de Coleman -Truesdell—Noll(4), impliquen equacions di-
ferencials parabdliques o el.liptiques que prediuen velocitats de pro-
pagacié infinites. Aquest fet contradiu el principi de causalitat i
suposa que les pertorbacions termiques i viscoses es propaguen amb una
velocitat superior a la mitjana del moviment molecular, que és finita.

Per evitar aquests efectes desprovelts de sentit fisic, diversos autors,
(6-9) (10), (11) (12)

, han proposat recentment teories que generalitzen la termodi-

com Muller(S), Lebon-Lambermont

(13)

ndmica de processos irreversibles cllssica per a fluids d'un sol compo-

, Gyarmati Israel , Kranys

1 Jou
nent.

Aquestes teories no estan basades en la hipdtesi d'equilibri local

(1 aixd les diferencia de la termodinamica irreversible classica), siné
que parteixen d'una equacié de Gibbs generalitzada (caracteristica que
les separa de la termodinbmica racional). Llur hipdtesi bhsica és 1'exis
téncia d'una entropia gue depdn, fora de 1'equilitri, de magnituds que
s'anul.len en 1'equilibri, com el flux de calor i el tensor de pressions
viscoses, a més de les variables clhssiques. A més, se suposa que el
flux d'entropia dep&n no tan sols del flux de calor siné també del ten—
sor de pressions viscoses 1, en géneral, de tots els fluxos dissipatius.
A partir d'aquestes hipdtesis, i per un procediment semblant al de la
termodindmica irreversible cllssica, hom obté equacions constitutives que

generalitzen les classiques de Fourier i de Navier-Stokes.

L'objectiu d'aquest treball és, d'una banda, una interpretacié dintmi
ca de les equacions constitutives generalitzades, el paper de les quals
resta més aviat confis en les teories esmentades, 1, d'una altra, una
formulacié més concisa, general i unificada que les de les anteriors teo-
ries, basada en teoremes de representacié de funcions tensorials isdbtro-

pes.
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En la formulacié que presentem, l'estat d'un sistema fluid d'un sol
component resta especificat per la velocitat v i les variables termodi-
ndmiques: u, 1'energia interna especifica, v, el volum especific, g, el
flux de calor i SV el tensor de pressions viscoses, donades & cada punt
del fluid. En la teoria classica, per contra, 1l'estat del sistema res-
ta determinat només per v, u i v i en consequéncia g i EV no s6n varia-
bles fonamentals, siné que s'han de donar per mitjh d'e;uacions consti-

tutives com a funcions de v, u, v i de llurs derivades espacials.

Perqud aguesta descripcié sigui completa, hem d'especificar 1'evolu-
cié del sistema, és a dir, necessitem equacions d'evolucié que donin
v, 4, 0, § 1 (EV)' en funcié de les variables basiques v, u, v, g,
ev i de 1llurs derivades espacials. Les equacions per a U, 4 i v s6n
les equacions de balang de massa, energia i impuls, respectivament, i cal
complementar-les amb equacions per a g i per a (EV)'. Aixf doncs, consi-
derem les equacions constitutives generalitzades com a equacions d'evolu-
ci6 per a g i fv, i en consequincia 1llur paper és molt diferent del que
tenen en la formulacié clhssica, b& que des d'un punt de vista purament
formal puguin ésser considerades com a simples extenslons de les equacions

fenomenoldgiques clhssigues.

En la Seccid 2 resumim la formulacié classica de la hidrodinamica. En
la Seccié 3 formulem 1'equacié de Gibbs generalitzada gue té en compte la
dependdncia de 1'entropia en les seves variables u, v, g i fv i, mitjangant
teoremes de representacié de funcions tensorials isdtropes, determinem la
forma de les equacions d'estat, del flux d'entropia i de les equacions cons
titutives generalitzades, obtingudes, com en la teoria classica, a partir
del terme de produccié d'entropia. En la Seccié 4 contrastem algunes impli
caclons d'aquesta teoria amb les de la termodinamica irreversible classica
i de la termodindmica racional. En la Seccié 5 comparem 1l'estructura for-
mal d'aquesta teoria amb la de la formulacié de Grad de la teoria cinttica
dels gasos. En la Seccié 6, finalment, analitzem les relacions de la teoria
amb algunes extensions prdvies de la termodindmice de' processos irreversi-

bles classica.
2. DESCRIPCIO CLASSICA DE LA HIDRODINAMICA.

Tal com hem dit, 1l'estat d'un fluid simple resta determinat en la teo-

ria classica per v, v i u donades a cada punt del fluid. Les equacions
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d'evolucié per a aguestes variables sén les de balang d'impuls, massa 1

energia, respectivament, que tenen la forma ben coneguda.

pv = - V.P + pF (1)
pu = V-l (2)
pl = - v.q - P:V+opr (3)

on p és la densitat de massa, P el tensor de pressions, vV  la part simé
trica del gradient de velocita;s, F la forga per unitat de massa i r el
forniment d'energia per unitat de massa. Tant F com r representen la
interaccié del sistema amb el mén exterior, i 1lur valor é&s una dada cone
guda a cada instant. En aquest trevall suposem per a una major simplici-
tat que tant F com r s'anul.len ideénticament, de tal manera que la inter-

accié amb 1'exterior es redueix a les condicions als 1imits.

El tensor de pressions es pot descompondre en una part d'equilibri,

la pressié hidrostdtica p 1 una part viscosa, PV, tals que

P-pU+p -

on U é8s el tensor unitat. E1 tensor de pressions viscoses es pot descom-
pondre en una pressié escalar viscosa pv, definida com un terg de la

°
traga de EV, i el corresponent tensor de traga nul,la, PV, és a dir,

i (5)

P = pVU +

oe

Com que ens limitarem a fluids simples sense estructura interna, podem
considerar que EV és simetric i que, per tant, el moment angular extern

i 1'intern es conserven per separat.

Es possible d'obtenir una descomposicié de V com la que acabem de pre

sentar, 8s a dir,

(6)

n<e

V= (1/3) (v.y) U+

La descripcié classica de 1'estat del fluid no és, en principi, comple-
ta, Ja gue en les seves equacions d'evolucié aparaeixen les noves incdgni-
tes g i EV. En la teoria classica, el sistema d'equacions (1) - (3) es

completa amb equacions fenomenoldgiques que donen gqi EV en funcié de u,
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u, v 1 1lurs derivades espacials. Hom obté aquestes equacions del ter-

me de produccid d'entropia. Efectivament, la hipdtesi d'equilibri local
ens permet d'expressar a cada punt el diferencial de 1l'entropia s mitjan-
gant 1l'equacié de Gibbs

ds = T 'du + T 'pdu (7)

on T &s la temperatura absoluta i p la pressi§, donades per les correspo-

nents equacions d'estat
7 (u,0) = (vs/0u), (8)
T '0(u,0) = (ds/v), )
D'acord amb (7), la derivada temporal de 1l'entropia és
pba TV ot + T 000 (10)

Si introduilm les equacions de balang (2) 1 (3) en aquesta equacié obtenim

o8 = .(17g) - 172g.97 - T 0.y - T'BV:V (11)

Comparant (11) amb la forma general d'una equacié de balang
P+ =0 (12)

en la qual ge 8s el flux d'entropia i o la produccié d'entropia, i fent
la identificacié classica

da= T g » (13)

obtenim per a o 1'expressié

T
1pvv.\i -T 1PV H

(14)

n<e

o= Togul=T

o
Es costum de denominar q pv i PY fluxos dissipatius, mentre que
¥ or, 1

sa que els fluxos dissipatius sén funcions lineals de les forces termodiné

-1
vev 1T 1V s6n anomenades forces termodinBmiques. Si hom supo-

miques, obté per a les equacions constitutives les expressions habituals
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g = «T 9T (15)

g’ @ T Yo.y (16)
7, T 7.

°V _1

P’ = =T 'V (17)

Els coeficients k, , i m s6n funcions de la densitat i la temperatura, 1
es relacionen amb la conductivitat t®rmica A, la viscositat volumdtrica
g 1 la viscositat tangencial , per k = A]Z. n, = €T i m = 2uT, respecti-
vament., La segona llei de la termodinamica imposa que la produccié d'en—
tropia sigui semidefinida positiva. Aixd implica sobre els coeficients
fenomenoldgics les restriccions k >0, nv>0 i 70, com pot ésser comprovat

en introduir (15), (16) 1 (17) en (14).

Les equacions fenomenoldgiques (15{, (16) i (17), les equacions de ba-
lang (1), (2) i (3) 1 les equacions d'estat (8) 1 (9) constitueixen un sis
tema de 16 equacions amb les 16 variables segbents: u i u, T 1 p, les tres
components de v, les tres components de g, la presssié viscosa escalar pv
i les cinc components de gv' i determinen completament el problema un cop

han estat donades condicions inicials i als 1limits.

La descripcié classica que acabem de resumir ha estat extraordinfria-
ment fructifera, perd té, per contra, algunes limitacions importants, com
la ja esmentada de la propagacié de pertorbacions tdrmiques i viscoses amb
velocitat infinita, i la de limitar-se a lleis fenomenoldgigues lineals,
que no s6n aptes per a la descripcié del comportament de fluids macromole-
culars, per exemple.

3. EXTENSIO DE LA TERMODINAMICA DE PROCESSOS IRREVERSIBLES.

pavant les limitacions de la hipdtesi d'equilibri local, suposem 1'exis

téncia d'una entropia fora de 1l'equilibri que
seves variables classiques u i y, siné també
. ev (5-13) )
i P . En aquesta nova descripcié, els
bles independents, 1'evolucié de les quals és

descripcié completa del sistema.

3.1. L'equacié de Gibbs generalitzada.

Per tal d'obtenir les equacions d'evolucié

és funcié no tan sols de les
dels fluxos dissipatius g, pV
fluxosdissipatius sén varia-

necesshria per a tenir una

v o, oV
de g, p 1 E seguim un pro-
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cediment semblant al que hom utilitza en la termodindmica irreversible
classica per a la formulacié de les eqguacions constitutives, i partim
d'una equacié de Gibbs generalitzada corresponent a la diferencial de
1'entropia generalitzada

1

= == - - - o
ds = T du + T 1pdu + T 1Ug1.dg + T 1u°0dpv T 1ua s dev (18)

2

Les magnituds T, p, agr b o resten definides per les corresponents

equacions d'estat com a derivades parcials de 1l'entropia

=1 \"] oy

T (U| vy 9 P, ‘: ) = (bs/bu)u'g'pv' .F:V (19)
-1 'y

T o(uyu,g,0",PY) = (°5/°")u.g.PV-E’V (20)
T'1ug1 (U,U.Q,pv'EV) = (bslbs)u,u,pv,ﬁv (21)
T uag(uyv, g0 BY) = (ds/20%), g, (22)
T e, (u,u,9,0" BV) = (as/b%v) v (23)

o\, ,P 7 £ ,v,a,0

mantenim per a (19) i (20) els noms i sfmbols clhssics de les corresponents
equacions de la termosthtica, i aixf definim una temperatura absoluta i una

pressié termodindmica fora de 1l'equilibri, respectivament.

Les variables escalars T, p i a, sén funcions de u, v, pV i de les in-
°
variants alg&briques de g 1 Pv, que sén: I2 = trbvz, 13=tr%va, I4=g.g.
pels o2 = = =
Issg.e - g 1 Ig=g.P"" .g. D'altra banda, emprant teoremes de representa-

(14, p.27)

cié de funcions tensorials en sistemes isbtrops el vector @, i

el tensor ) tenen la forma

°v ov2
@ = agd ta P gta P g (24)
o ev eyv2 ‘v s

9o = apgld + apy Pt aP 4 0p380 + apg(a B @) +

2

+ aye(g P70 )° (25)

on el superindex s significa la part simktrica del tensor corresponent.
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Els coeficients ay ; de (24) i (25) s6n funcions escalars de u, vy, 1 de
les invariants algdbriques. Les equacions d'estat (19)-(23) estan sot-
meses a les restriccions de les diverses relacions de Maxwell generalit-
zades (igualtat de les segones derivades mixtes encreuades de 1l'entropia

respecte a les seves variables independents) i de criteris d'estabilitat.

La derivada temporal de 1l'entropia és, segons (18),

-1 . =9 o -1 =1 \ =1 [AVAW
P& = T pl+ T ppd + T g8+ T oqp + 7 2’2‘(5) (26)

i quan hom i introdueix les equacions de balang (2), (3), obté

1 —1ev -

Y e 1
PV.L-T P :V+T g .q+

p8 = -T'1v.g -T

-1

=1 v OV .
+ T ap 4T gy (P") (27)
El nostre objectiu é&s,ara, escriure el balang d'entropia en la forma ge-
neral (12). Per a aixd, hem d'estudiar abans amb un cert detall el flux

d'entropia.

3.2. E1l flux d'entropia generalitzat.

Com que intentem d'obtenir una descripcié completa del sistema en fun
cié de u, v, v, g i PV, suposarem que el flux d'entropia és funcié d'aques

tes variables. En un sistema isdtrop, la seva forma general és
ov ov2
dg = aoﬂ + 515 g+ BZE .g (28)

on les Bi s6n funcions de u,y i de les invariants algdbriques Ij' Aquesta

expressiéd conté com a casos particulars la forma classica (13) del flux

d'entropla i algunes generalitzacions de segon ordre proposades per Muller(s)

i LeDon(e),inspirades ambdues en la teoria cindtica dels gasos. En aguest
punt, la teoria &s més general que 1l'extensié de la termodindmica irrever-

sible construilda per Gyarmati(10) inspirant-se en idees anteriors d'Onsa-

ger i Machlup(15), i que la termodin@mica racional de Coleman—Truesdell—Noll(4),
que conserva la forma classica (13) del flux d'entropia, malgrat gue suposa
que aguesta deptn de variables no classiques que s'anul.len en estat d'equi-

libri.
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D'altra banda, en la seva extensié de la termodintmica racional,
willer!16)

per una equacié constitutiva que haurt d'ésser determinada mitjangant

proposa que el flux d'entropia sigui considerat com a donat
la mateixa teoria. La nostra hipdtesi és més limitada, ja que no in-
clou una possible depend&ncia de Qe amb els gradients de u i vy, siné

que més aviat pren (28) com a definicié de U

3.3. Les equacions d'evolucié dels fluxos dissipatius.

La majoria dels termes de (24), (25) i (28) sén impossibles de mesu-
rar en la prictica, fora de situacions molt extremes i amb instruments molt
precisos. Per tant, convindrd de reduir les férmules anteriors a expressions
més simples 1 més a 1'abast de les possibilitats experimentals actuals. Amb
aquest propdsit, introdutm el concepte d'ordre respecte a una situacid d'equi
libri, 1 suposem que g, ev i les derivades espacials de u, v i v mesuren
desviacions de primer ordre respecte a 1'equilibri, ja que totes elles sén
quantitats que s'anul.len en estat d'equilibri. Suposem, també, que en aug
mentar l'ordre de les derivades augmenta 1l'ordre de les quantitats corres-
ponents, de manera que les primeres derivades espacials de g i gv i les de-
ﬂmmsumdﬂsw@msmu,uix%nmmﬂwmdewwnmmmiaui
successivament, mentre que les derivades temporals de totes aquestes quanti
tats s'obtenen de les equacions d'evolucié que determinen llur ordre res-—
pectiu. Acf limitarem les nostres expressions fins a segon ordre, és a dir,
conservarem en les férmules anteriors els termes en g, pv, EV i 1lurs deri-

vades primeres, i les derivedes primeres i segones de u, v i v.

En aplicar aquest criteri a les equacions d'estat, ens limitarem a ex—
pressions fins a primer ordre, ja que les magnituds corresponents estan mul
tiplicades a 1'equacié de Gibbs per termes de primer ordre. Aleshores,
(19)-(23) esdevenen

= 0 () + 17 7eY) Y+ 0(2) (29)
T = T;;Deq(U.Q) + (bT~1/bpv)Dpv + 0(2) (30)
T lug, = T;; varyd + 0(2) (31)
T—1uao = T;g uaOODV + 0(2) (32)
Ty = Toq vzt + 0(2) (s2)
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on el subfndex 0 significa que les quantitats corresponents sén avaluades
en l'estat d'equilibri local, és a dir quan g = Q, pv =01 év ® 0. Lss
magnituds Teq i Peq, que signifiquen la temperatura absoluta i la pressié
en l'estat d'equilibri local, sén funcions, i també els coeficients oy
de u i y. 61 hom la suposa positiva la temperatura absoluta (19), en
analogia amb el cas classic, 1 si hom té en compte que pV tant pot ésser
positiu com negatiu, comprova que (oT—1/0pv)0 ha de restar anul.lat en
(29). S6i no, com gue no depkn de pv, T podria é&sser negatiu imposant va
lors avinents de p’. En consequincia, i fins a segon ordre, la tempera-
tura absoluta T es redueix a la temperatura absoluta de 1l'equilibri local.
Com que d'ara endavant no hi haurd confunsions, suprimirem de Teq i de

P els subindexs eq.
eq

Introduint aquestes squacions d'estat en (18), obtenim per a 1l'equacié
de Gibbs la forma simplificada

-1 -1 =1 -1 vV, Vv
ds = T du+ T 'pdu + T 'va,ng.dg + T ‘vagP dp- +
- o
+ T uay P P (34)
mentre que el flux d'entropia (28) resta reduit a
\; ov
de = Pood * BpP 37 By -4 (35)

on ara els Bij depenen només de u 1 y. La comparacié de (35) amb la forma

classica (13) del flux d'entropia ens permet d'identificar 500 & T".

Ara podem obtenir el terme de produccié d'entropia a partir de la forma
general (12) del balang d'entropia, i arribem al resultat

- ) -1
o = g.fvT L amv.g" + emvp" + (1/2);3"\7&01 + T a8+
(1/2) ¥
+ (1/2) P .vsml +
+ pVIT’1v.1 + T-1°00bv + (1/2)3.vﬂ01 + ﬁo1v.gl +

e B T Tl (V) 4 B g(00) ¢ (1/2) (w,0)°) (36)
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on hem fet ressaltar 1'estructura de forma pilineal que la produccid
d'entropia presenta en la termodintmica irreversible classica. En
aquesta formulacié volem obtenir g, bv 5 | (EV)' en funcié de u, v, v,
q, pv, %v i de llurs derivades espacials, i per tant no ens cal fer
una distincié entre fluxos i forces, com és costum, siné simplement
ens cal distinguir entre g, pY i (EV)', d'una part, i totes les altres

magnituds, de 1'altra.

En general, hom exigeix que les equacions constitutives siguin aobjec-
tives, és a dir, invariants respecte a les transformacions del grup d'Eu
clides (principi d'objectivitat)(14' p.44);

objectives que apareixen a (36) sén les derivades temporals substancials

Les Gniques magnituds no

del vector g i del tensor ?_3\’ Per a aconseguir que les equacions consti-
tutives siguin objectives,~cal substituir aquestes derivades per derivades
temporals objectives, com és ara la convectiva o la corrotacional. Entre
les diverses derivades objectives possibles escollim la corrotacional,

definida per

gf =4+ w.q (37)
Ev* _ (Ev). " ! . Ev _ Ev-w (38)

on W és la part antisimdtrica del gradient de velocitats, les components

de la qual en coordenades cartesianes sén
Wiy = (172) (ovy/oxg - dvy/oxy) (39)

Efectivament, aquesta derivada té els avantatges de mantenir invariant la
forma de (36), d'ésser una derivada objectiva minimal (en el sentit que no
més depkn de ! i no de ! ni de cap funcié de V_) i de tenir un sentit fi-
sic directe (que é&s la variacié temporal d'una quantitat en un sistema de
refertncia que es desplaga i gira amb el fluid). Substituint § i (EV)'

oy *
per gf ipY , podem expressar la produccié d'entropia (36) en la forma
o= X.q+ Xp’ + X PV (40)
2928 F Agh F Lot

on les X; poden ésser identificades directament comparant (40) amb (36)
i carviant les derivades temporals substancials per les corrotacionals.
Les X1 contenen gr, bv (=pv*) i EV* i per tant cal expressar-les en fun
cié de uu, g, pV 1 %V. En un sistema 1sdtrop, tindrem fins a segon or-

dre
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X, = + v + 2N
A PTC SAE R LA S Y PP '

X = + pV + pV2 + = + o
o~ Foat o ko2 Wpa? T ko4 f

noe

(41)

X, = U + %V + %Vz +
=2 = Bogs T Hoio T Baog ko394

amb els coeficients fenomenoldgics “ij funcions de u 1 y. Introduint
(41) en (40) i en virtut de la segona 1llei de la termodin&mica obtenim

les segtients restriccions sobre els coeficients fenomenoldgics:
Wi >0 s b >0 gy >0
“22'“04,'“&]'?“02'0 (42)

K19 = THo3 v M2 T THa3

les quals, un cop tingudes en compte en (41), ens porten a les seglents
o
equacions d'evolucié per a g, pv iPY:

# -1 v ov -1 ov
g = Toqglugg@* ugP @+ upf - 39T " - Byg0-F

~ gy’ = (1/2)0 98, = (1/2)". 9, (43)

BY = Tagluge” = upsd - (1/2)a-98g, = Bo,7.a - .y | (44)

o v oy
-

-1 -19 s
B = Tagg lupgl * upef ~wppaa + TV = (1/2) (g a)" -

- B,o(va)’l (45)

Aguestes equacions d'evolucié dels fluxos dissipatius sén, com hem dit,
1'objectiu de la nostra teoria, de la mateixa manera que les equacions cons
titutives clhssiques sén un dels objectius de la termodindmica de processos

irreversibles clhssica.

4. COMPARACIO AMB LA TERMODINAMICA DE PROCESSOS IRREVERSIBLES
CLASSICA I AMB LA TERMODINAMICA RACIONAL.

Com hem comentat al principi, una de les motivacions d'aquestes noves
teories &s precisament la paradoxa de velocitats infinites de propagacié
que es presenta en la termodindmica irreversible classica i en la termodink

mica racional. Dediquem aguesta secci6 a la comprovacié que les equacions

94



(43)—(45) permeten d'evitar aquesta paradoxa. Per no allargar-nos
excessivament, ens limitarem a considerar el cas de la propagacié d'una
pertorbacié tdrmica en un fluid simple, incompressible, en repds. En

aguest cas, 1'equacié (43) es redueix a

i = Tar) (uya - V) (46)

Una equacié d'aquest tipus fou proposada ja per Maxwell(17) i posterior
ment per Cattaneo 18) { d'altres diversos autors per evitar la paradoxa
de la velocitat de propagacié infinita. L'equacié (46) pot ésser escri

ta en la forma

g =-(1/r) (g +avT) (42)

on A &s la conductivitat tdrmica, A = ( M10T2)—1, i ¢+ 6s un temps de
relaxacié dels efectes tdrmics definit aixf 71 = —= AqT. Aqguesta ex-
pressifé ens permet de donar un significat fisic directe a q, en relacio

nar-lo amb magnituds fisiques significatives.

Suposem que en 1'interval de temperatures considerades en el problema,
A 1 r sén aproximadament constants. Aleshores, en introduir (47) en

1'equacié de balang d'energia pcf = -v.g, hom obté

-T(OZT/Otz) + (A/pc)b2 T/bx2 = dT/pt (48)

equacié hiperbdlica que déna per a la propagacif de pertorbacions t&rmi-

ques la velocitat
v = (Wper)2 = (<1/pcar) /2 (49)

i permet aixf una mesura experimental del coeficient 4.

Doviament, una questié bhsica perqud la teoria tingui sentit és que
a < 0, ja que tant T com p com c (1a calor especifica a volum constant)
sén quantitats positives. Aquesta condicié pot ésser obtinguda de la ma
teixa teoria termodindmica per arguments d'estabilitat, com podem compro
var en integrar 1'equacié de Gibbs (34) respecte al flux de calor, supo-

sant nul.les les tensions viscoses. Arribem aixi a
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s = seq + (0010/2T)32 (s0)

equacif que mostra que, perqud 1'estat d'equilibri local sigui estable,
és a dir, tingui la madxima entropia, s'ha d'acomplir que o0 <0, on

la desigualtat és estricta si 1'equilibri no &s indiferent.

Es interessant de comparar, en aquest punt, la teoria que formulem
amb altres diverses teories. La termodinimica irreversible cldssica, en
partir de la hipdtesi d'equilibri local, suposa que o = 0 i implica, com
podem veure en (49), una velocitat de propagacié infinita. D'altra ban-
da, la termodintmica racional de Coleman-Truesdell-Noll porta a una equa
cié semblant a (48) perd que, per arguments d'estabilitat, és el.liptica

en 1lloc d'hiperpdlica i implica doncs una velocitat de propagacié infini
(16)
ta .

Maller, en la seva extensié de la termodinimica raciona1(16), suposa
per al flux d'entropia una equacié constitutiva que cal determinar per
mitjd de la teoria. Aquesta hipdtesi el porta a la introduccié d'una no
va magnitud A, denominada fredor del sistema, que &s funcié de la seva
temperatura empirica i de la derivada temporal d'aquesta. En aquesta
teoria, hom arriba per a la conduccié de calor a una equacid semblant a
(48), amb el signe de r sense precisar. Aleshores, hom introdueix la hi-
pbtesi que la velocitat de propagacié ha d'ésser finita, &s a dir, que
>0, 1 aixd implica sobre A la restriccié bAeq[aé < 0, essent Aaq la
fredor del sistema en equilibri local, i § la temperatura empirica.
L'avantatge de la formulacié que proposem sobre teoria de Muller és, a
més de la major simplicitat, que la velocitat finita de propagacié hi &s
obtinguda Gnicament per arguments termodinBmics, mentre gque en la teoria
de Muller é&s una nova hipdtesi que implica restriccions extratermodindmi

ques, és a dir, no basades en cap de les tres lleis de la termodinBmica.

Fem notar, finalment, que la termodindmica racional parteix, com no-
saltres, de 1l'exist®ncia d'una entropia fora de 1'equilibri, perd que, per
contra, evita la formulacié a priori d'una equacié de Gibbs. Aquesta
equacid es dedueix de la desigualtat de Clausius-Duhem, suposant que les
derivades temporals de les magnituds bhsiques sén arbitriries en qualsevol
punt del sistema. En la nostra formulacié, aquestes derivades temporals
(1es de gi gv) sén precisament 1'objectiu de la teoria, i cal obtenir-

les en funcié de les variables bAsigues. E1 sentit fisic d'aquesta dife-
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reéncia 8s, precisament, el temps finit de propagacié de les pertorbacions,
que no ens permet de canviar arbitririament els valors de les variables
pAsiques en qualsevol punt del sistema i en gualsevol instant, sind que
només ens permet de tenir un control instantani de les condicions als 11-

mits, perd no de les condicions a 1l'interior del sistema.

5. COMPARACIO AMB LA TEORIA CINETICA.

El desenvolupament que hem formulat és purament macroscdbpic, i per tant
és vhlid per a qualsevol mena de fluid simple, sense restriccif a cap mo-
del microscdbpic. Tammateix, el valor de la teoria macroscdbpica augmenta-
ra si podem justificar-ne les hipdbtesis per arguments de teoria cinktica,
restringits, aquests darrers, a gasos moderadament dil.lults. En aquesta
seccld comparem la formulacié macroscdpica amb el desenvolupament de tretze

moments de Grad(19) de la teoria cindtica.

Una forma d'obtenir solucions de 1l'equacié de Boltzman &s suposar que
la funcid de distribucié f(s,x) és una funcié de les cinc variables hi-
drodindmiques v(x), p(x) 1 u(x) o T(x). Les solucions que obtenim d'aques
ta forma sén denominades solucions normals i poden é&sser obtingudes pel md
tode de Hilbert o pel de Chapman—Enskog. En aquests procediments, el flux
de calor i el tensor de pressions viscoses poden ésser expressats directa-—
ment en funcié de gradients d'ordres creixents succesius de p, v 1 T. En
introduir aquestes expressions en les equacions de balang macroscdpiques
(1)-(3) hom obté una sequincia d'equacions autoconsistents. Com a succesi
ves aproximacions hom obté les equacions d'Euler, les de Navier-Sotkes 1
les de Burnett. E1 pardmetre del desenvolupament és relacionat amb el guo
cient del temps de col,lisif dividit per un temps macroscdpic de recupera-
ci6. En tots els graus d'aproximacié, 1l'estat del fluild resta determinat
per p, v 1 T i 1llurs derivades espacials, és a dir, en funcié de les varia

bles hidrodintmiques clhssiques de qu& hem parlat a la Seccid 2.

D'altra banda, &s possible de desenvolupar la funcié de distribucié en
la variable g (velocitat d'una particula) en les proximitats d'una distri-
bucif maxwelliana local. Agquesta expansié es basa en un desenvolupament
en polinomis d'Hermite, els coeficients dels guals seran funcions de x i
de t 1 poden ésser considerats variables d'estat. La descripcié resultant
és una interpolacié entre una descripcif macroscdpica, determinada per un

petit nombre de coeficients dels polinomis d'Hermite, i1 una descripcié mi-

croscbpica, en el gual cas hom prendria molts termes del desenvolupament
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esmentat. La funcié de distribucié f(g,x,t), i a(n)(i,t), on les no-

ves variables sén encara per especificar. Quan aquest desenvolupament

és 1ntrodutt en 1l'equaci§ de Boltzman i igualem els respectius coeficients,

obtenim una sequincia infinita d'equacions que donen dp/dt, dv/dt, dT/dt 1

oa(n)/ot. Aguestes equacions estan acoblades i, aixi, pa d /ot és funcib

de tots els a m). Per tal de tenir una aproximacié fins a un ordre deter-
(m) = 0 per a m?n.) Fins a segon ordre, 1 en 1l'apro

19

ximacié de tretze moments, f té la forma .

minat n, hom suposa que a

Farl® fhy PijCiCJ(ZPHT)—1 - a;e; (oAT) ™" [1-(c%/5AT] kA

on #p) #s la distribucié localment maxwelliana donada per

-3/2

f(O) = p(2nRT) exp{-cZ(ZRT)-1| (s2)

amb ¢ = £ - v la velocitat d'una moldcula respecte a la velocitat mitjana
v. Com que el sistema resta completament descrit per f, hom comprova en
(51) que el seu estat macroscbpic resta determinat, en aquest ordre d'apro
ximacié, per p, v, T, ay b § PiJ (components de EV), tal com haviem suposat
en la formulacié macroscbpica. Veiem, per tant, que la teoria macroscbpi
ca s més a prop del desenvolupament de Grad en 1l'aproximacié de tretze
moments, que no pas del desenvolupament de Chapman—Enskog en 1'aproxima-—
cié de Burnett.

61 prenem la definicié microscépica habitual de 1l'entropia
py = R /gflnf dg (s3)

i hi introdutm (51), obtenim

o 582)  0a0) | (apr)p - 2(soRT) g0y (54)

13P13

que presta suport a la hipdtesi de 1'equacié de Gibbs (34) si identifiquem
(0) 1

amb 1l'entropia de 1'equilibri local i g = —4O(SDRT)-1 i 020.-pp- .

D'altra banda, a partir de 1'expressié microscdpica del flux d'entropia

S

J

d, tot = R /Ef1nF g (s8)

i del desenvolupament (51) hom obté per a la part purament conductiva del

flux d'entropia 1'expressié
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(2) -1 -1
ge'i - T qi-4($7) P, .

1595 (s6)

que estd d'acord amb la hipdtesi macroscdbpica (35), identificant
500 = T—1 i 510 = -4(5pT)_1. En cap d'aguestes expressions no apareix

la pressié viscosa, ja que ens limitem a gasos monoatbmics(zo).

Un dels objectius de la teoria de tretze moments és, tal com en la
nostra, 1'obtencié de les equacions d'evolucié de g i de gv' que hom
aconsegueix introduint (51) en 1'equacib de Boltzmann i igualant els
coeficients de c,c, i de Sy respectivament, als dos membres de 1'equa—

i

cié resultant.

Les equacions que s'obtenen sén semblants a les equacions macroscd-
pigques (45)—(43), perd no sén equivalents ja que les microscdpiques
no s6n objectives i, per contra, les macroscdpiques hem imposat que ho
fossin. Per ara, el problema de la comparacif entre expressions micros
chpiques no objectives i expressions macroscdpiques objectives és una

questié oberta de gran interbs(21' 22)

, que es refereix a la validesa d'un
principi tan general com el d'objectivitat. Per tant, no farem una com-
paracié detallada de les eguacions d'evolucié respectives, i remetrem

qui hi tingui interdts a l'article de Lebon(a). Aci hem preferit de li-

mitar-nos a la justificacié cinttica de les hipdtesis macroscbpiques.

6. COMPARACIO AMB ALTRES EXTENSIONS DE LA TERMODINAMICA DE PROCESSOS
IRREVERSIBLES.

Pel que sabem, la primera extensié de la termodindmica de processos irre

versibles fou formulada per Muller(s)

, qui proposd una eguacié de Gibbs
del tipus (34) i un flux d'entropia (35). A partir d'un terme de produc-
ci6é d'entropia equivalent a (36) (sense els gradients de Bij)' i que en

una forma abreujada pot ésser escrit.

v oy
o =gy, +pYy+PuY, (57)
)
obtingué les equacions constitutives lineals per a g, pV i EV
v ov
q = &Y, R TN A (s8)

amb les restriccions dbvies que les gi siguin positives o nul.les.
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(6,7)

pertorbacions termiques en un sdlid rigid isdtrop, partint d'una equa

Lebon i Lambermont estudiaren el problema de la propagacid de

cif de Gibbs generalitzada que inclola una depend&ncia de 1'entropia
respecte al flux de calor. Posteriorment, Lenon(e) estengué la teoria

a un fluid viscés conductor de la calor, amb una equacié de Gibbs(34)

1 un flux d'entropia (35). Una acurada comparacié de les equacions
constitutives macroscdpiques amb les equacions de Burnett de la teoria
cinttica féu que Lebon considerés les formes objectives de (58). Emprant
les derivades temporals convectives, pogué obtenir en les equacions ma-
croscbpiques alguns termes que mancaven en la comparacié amb les expressions
microscdbpiques, i també diversos temes no lineals, exclosos de la formula-
cié de Muller.

Gyarmati proposb(10), inspirant-se en idees d'Onsager i Machlup(15),
alld que ell denomina aproximacié ondulatdria a la termodindmice de pro-
cessos irreversibles. Tot i considerar una equacié de Gibbs generalitza—
da (34), conserva per al flux d'entropia la forma cllssica (13) i les se
ves lleis lineals sén encara més restringides que les de Muller. A més,
pel que veiem a la teoria cindtica, la utilitzacié d'una equacié de Gibbs
(34) sembla implicar la necessitat de considerar un flux d'entropia (38)

més que no pas la seva forma clhlssica.

La teoria que hem presentat difereix en diversos aspectes de les que
acabem d'esmentar. La interpretacié de les equacions constitutives gene-
ralitzades com a equaciéns d'evolucié dels fluxos sembla més consistent
que no pas d'intentar obtenir equacions per als mateixos fluxaos, que se su
posen, d'altra banda, variables bhsiques de la teoria. En la nostra Formu
lacié, g 1 EV estan en un mateix nivell que u, v i v, amb la difer®ncia
basica, tanmateix, que les equacions d'evolucié d'aquestes darreres magni-
tuds corresponen a simetries bhsiques de les lleis fonamentals respecte a
trasllacions temporals i aspacials(23), mentre que les equacions d'svolu-
cié per als fluxos sén, al contrari, especifiques del sistema que hom con-

sidera,

Des d'un punt de vista més formal, la nostra formulacié resulta més
general i unificada, en emprar teoremes de representacid per a 1'obtencié
de les equacions d'estat, del flux d'entropia i de les equacions d'evolucié
dels fluxos dissipatius. Aixd permet de tenir en totes aguestes equacions
termes no lineals generals fins a 1l'ordre d'aproximacié previst, é&s a dir,

fins a segon ordre, mentre que la teoria de Muller inclou termes no lineals
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en el flux d'entropia, perd no en les equacions constitutives generalitza-

des. La teoria de Lebon, més general que la de Muller, presenta en el flux
d'entropia termes no lineals generals, perd en les equacions constitutives
generalitzades només conté els termes no lineals que provenen de la forma

concreta de la derivada convectiva i és, per tant, més limitada que la nos

tra.

7. CONCLUSIONS.

Hem presentat una extensié fins a segon ordre de la termodinamica de
processos irreversibles classica, que permet de resoldre d'una manera
senzilla 1 natural la paradoxa de velocitats infinites que apareix en estu
diar la propagacié de pertorbacions t&rmiques 1 viscoses en la teoria clbs

sica 1 en la termodintimica racional.

Les hipdtesis d'aquesta formulacié macroscbpica es veuen recolzades
per resultats de la teoria cin®tica dels gasos, en el desenvolupament de
tretze moments de Grad, que és bastant semblant en filosofia a la nostra

teoria, perd que es restringeix a 1l'estudi de gasos moderadament dil.luits.

La comparacif de la nostra teoria amb altfes extensions previes de la
termodindmica de processos irreversibles sembla favorable, ja que aclareix
el paper de les funcions constitutives generalitzades com a equacions d'evo
lucié dels fluxos dissipatius, i simplifica i generalitza les versions an—
teriors emprant sistemdticament teoremes de representacié de funcions ten-

sorials 1isdtropes.

Finalment, cal fer constar que el camp d'aplicacif de la teoria abasta
aquells casos en qud el temps de relaxacié del sistema &s apreciable, bé
perqud, en sistemes classics, la precissié de les mesures augmenti fins a
fer-se comparable amb el temps de relaxacif, o bé perqud les caracteristi-
ques del sistema facin que aquest temps sigui particularment llarg.

Aix1, les equacions constitutives generalitzades inclouen diversos tipus
de fluids no newtonians, que avui dia s6n estudiats amb tant d'interds, 1
poden ésser aplicades a dominis experimentals avangats com és ara la pro-

pagacié d'ones aclstiques en gasos a baixes pressions.
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