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RESUMEN

En este trabajo se presenta un método numérico para la resolucién de un problema de
elastoplasticidad con endurecimiento mixto no lineal. El método consiste en un algoritmo
basado en técnicas del lagrangiano aumentado combinado con un método de elementos finitos
mixto. La tensién y los pardmetros de endurecimiento se aproximan por funciones constantes
a trozos y los desplazamientos mediante funciones lineales a trozos.

SUMMARY

In this paper we present a method for the numerical resolution of a elastoplasticity problem
with nonlinear mixed hardening. The method is based on Augmented Langragian thechniques.
We use a mixed finit element method: stress and hardening parameters are approximated by
piecewise constant functions and displacements by piecewise linear functions.

INTRODUCCION

La idea de endurecimiento mixto fue sugerida por Prager en 1935 y consiste en
combinar los conceptos de endurecimiento isotrépico y cinematico. Esta especialmente
indicado en la modelizacién de procesos de endurecimiento en los que no puede
prescindirse del efecto Bauschinger, como sucede por ejemplo en casos de carga ciclica.

El modelo que se considera en este trabajo se enmarca en la teoria infinitesimal y
viene definido por: superficie de fluencia de Von Mises, regla de flujo de Prantdl-Reuss,
endurecimiento isotrépico por deformacién y regla de endurecimiento cinematico de
Prager.

Este modelo ha sido analizado por Axelsson y Samuelsson', donde se formula el
problema mediante la construccién de la matriz elastopldstica. Para su resolucién
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aF
=1
| do
se tiene
_dh, _39F
dn On
y para la ley de Prager
1 . OF
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ca da

obteniéndose entonces que las ecuaciones (4)—(5)—(6) pueden expresarse como

1 . (0F QF 8F
i) - ()
(GP’ P () A 8o’ 8a’ O
A>0, F<0, FA=0
lo que indica que el vector (ép ,—Lla, —h’(n)h) es normal saliente a la superficie de

fluencia en el punto (o, a,7n).

A partir de esta relacién y para el caso de endurecimiento isotrépico lineal,
Johnson'? formula variacionalmente el problema y obtiene resultados de existencia
y unicidad de solucién. Para el caso no lineal el tratamiento del problema resulta
mas complejo tanto en el aspecto tedrico como practico. En este trabajo se introduce
un cambio de variable que simplifica la condicién de normalidad anteriormente
mencionada. Sea

. n (dh\ %
v = g(n) siendo g{(n) = /0 (—(E) ds

Mediante estas relaciones la ley de endurecimiento isotrépico puede expresarse
como

—y = ,\%% con F(o,a,v) = F(a-,a,g—l(rl))

De esta forma la evolucién de las variables plasticas queda definida por
1 . (OF OF OF
& —-a, - = A —,—,—
( T ") (30”6&’8:/)
A>0,F<0,F\ =0 (10)

o también,

(ép,—%d,—ll)~(T—0’,ﬂ—a,p,——1/)50 V(T’ﬂall‘)EB
B={(r,B,u) e My x M, x R : F(r,B8,u) <0} (11)

Esta inecuacién permite obtener ficilmente una formulacién variacional del
problema.
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FORMULACION VARIACIONAL

Se consideran los espacios de funciones

H = L*(w,M,x M\, xR) , | - |m

V = {we(H' () : wr,=0} , | - v

Por la desigualdad de Korn, para w € V, |¢(w)| (norma en L%(f, M,) induce sobre
V una norma equivalente’ a la natural de V.
Se supondra que

e L, T () y g€ L0, T5(H #(D)))
y se define sobre V el operador lineal continuo®®

Liw) = (f()w) + (g(t)whr, weV

(+,-) producto escalar en (LZ(Q2))®
(-,-)r, dualidad en (H%(r))s

Se introduce el conjunto de equilibrio

E(t) = {(r,B,p) € H: (1,6(w)) = L(w) VYweV}

y el subconjunto convexo y cerrado de H

P = {(r,B,p) € H:F(r,(2),8(z),4(z)) <0 cpd. Q}
Finalmente se considera la forma bilineal
a(o,7) = / Ajiknoii(2)Ter(2)dz | para o,7 € L*(Q, M,),
aQ
el operador Ao = a(o,.) y la norma asociada | - |,. Obsérvese que esta norma es
equivalente a la natural de L%(§, M,) debido a la hipétesis (2b).

Denotando por v la velocidad de desplazamiento, el problema puede formularse
variacionalmente como:

Hallar (o,a,v,v):[0,T] - H XV verificando ¢.p.d. en [0, T]

(o(t),a(t),v(t)) € PN E(t) (12)

a(o(t), 7 — o(t)) — (e(v(t)),7 — o(t)) +

+ (%d(t),ﬁ — a(t)) + (#(t)e — v()) 20 V(r,B,p)EP (13)
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a(0) = 0, a(0) = 0, v(0) = 0 (14)
La existencia y unicidad de solucién ha sido demostrada en [10] bajo las hipétesis:
H1. PNE(t)# ¢ c.p.d. en [0, T]
H2. Ix:9x[0,T}— M, tal que
(xX(t),e(w)) = Lfw) VYweV  y|¥<C  cpd (0,T)xQ, j=1,2
H3.  f,f € L0, T; (L3(2))%)

PROBLEMA DISCRETO

Se supondra en lo que sigue que § es un abierto poliédrico. Se considera una familia
regular de elementos finitos (tridngulos o tetraedros):

Q= , T
TeT,

y se introducen los espacios de dimensién finita

Hh {(T’ﬂu“‘) €eH : TITxﬁlT € (PO(T))Q 3 /1'1T € PO(T) s T e Th}
Vi = {veV : ve(C@))® , »lre (RA(T))%}

donde P,(T') denota los polinomios de grado n sobre 7. Sean ademds,
En(t) = {(r,B,p) € Hr : (m,e(w)) = Ly(w) VYweV}
P, = PN H,,
Se formula el problema aproximado (discreto en la variable espacial):

Hallar (op, ap, v, v8) : [0,T] > Hp X Vi, verificando c.p.d. en [0, T]

(on(t), anlt), va(t)) € Pn N Ex(t) (15)

a(on(t), T = on(t)) — (e(va(t))s™ — on(t)) +

(Za(1), 8- ) + GaDa-m(®) 20 WrAuER  (16)

0‘;;(0) = 0, ah(O) = 0, X/h(O) =0 (17)

La existencia y unicidad de solucién se obtienen de forma analoga al problema en
continuo si se dispone de hipdtesis del tipo H1, H2, H3 para el problema aproximado.
Con este objeto se prueba siguiendo a Johnson'?®, el lema:
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LEMA: Sea I}, la proyeccién ortogonal de H en Hy. Entonces
IOa(P N E(t)) C (PrN(En(?))
Demostracién

Sea (7,B,u) € PN E(t). Su proyeccién sobre Hy, viene dada por:

(Thyﬂhyyh) = Hfz(T7ﬂ7y) = |T|/(T ﬁa

TeT,
(T} medida del elemento T')

Puesto que €(w) es constante en cada elemento T,
(rye(w)) = L(w) = (mh,e(w)) = L(w) YweV,

y por tanto (7h, OBk, vn) € Ex(t)

Por otra parte, puesto que 7 = g~ 1ok es céncava, la desigualdad de Jensen conduce a

i = BRiel < 7 /(, _ P)dz| <
|T|/IT ~ BPldz <

< l_;T/fl‘r(V)dz <r (l_’ﬂfrm) = ()

lo que prueba que (74, Bn,vn) € Ph.
La convergencia del método de elementos finitos queda establecida en el siguiente
teorema:

TEOREMA. Existe una constante C independiente de h tal que

I(Uh;ah)l/h) - (G? a, V)|2,H S C lnf {lv - w|2,V y W € Lz(O,T) Vh)}

(| . |]aw normaen L?*(0,T;W))
Demostracién

Introduciendo la solucién del problema aproximado en (13) y la proyeccién de la
solucién del problema en continuo en (16), y sumando ambas expresiones se obtiene

a(o(t) = on(t),o(t) — on(t)) + %(d(t) — an(t), a(t) — an(t))+

+(w(t) — valt), v(t) — va(t)) < (e(v(t)) — e(vn(2)), o(t) — onlt))
de donde
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% o0 - O + Satt) - b +15(0) - (0] <

< le(o(t)) - ()P + |o(t) - on(t)f? <

y por la desigualdad de Korn

<Clo)—wiy+o(t)y-ont)? VweW
(C cte positiva)

obteniéndose la estimacién del teorema aplicando el lema de Gronwall y teniendo en
cuenta la equivalencia entre la norma de L2(Q,M,)y | - la-

Finalmente, para obtener el problema discreto en la variable temporal, se introduce
un método en diferencias finitas:

Sea N un ndmero natural y k = T/N; paran = 0,1,..., N se denota

u™ — un—l
t, = n-k,u” = ult,), fu* = % Ep = Ep(t,)
y se plantea el problema discreto:
Hallar (¢}, a},v}) € Hy y vpeV para n=0,1,...,N, verificando
(ok,aR,vr) € PaN ER (18)

8oy, 7 = ok) = (e(v), T = oR)+

1
+(z6a2,ﬁ —ap)+ (S, u—-vp) >0 VY(r,B,u)€ Py (19)

o) = 0,a) = 0,1 =0 (20)

Este problema equivale a la minimizacién sobre el conjunto convexo y cerrado
P q
Pr 0 E} del funcional convexo y coercivo

3 (o0 (Gana)+ 0)] - alon o) - (G 0) - (77 )

Para asegurar la existencia del minimo es suficiente probar que el conjunto convexo
no es vacio y esto se obtiene a partir de las hipétesis H1, H2 °*°. La convergencia del
problema discreto al problema aproximado se realiza mediante la técnica standard de
“estimacién a priori” "%,
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METODO ITERATIVO

Antes de introducir el esquema iterativo se expresara la inecuacién (19) mediante
el concepto de subdiferencial de la funcién indicadora del convexo de elasticidad. Con
este objeto se introducen algunos resultados del analisis convexo (para mas detalles ver

[6])-
Sea W espacio de Hilbert y K un subconjunto cerrado y convexo de W. Se define
la funcién indicadora de K por:

_ JO0 si z€eK
IK(x)~{+oo si z¢ K

Identificando W con su dual, se dice que z estad en la subdiferencial de I en z si:

(z,6y—2)<0 Vye K ysedenota z€ dIk(z) (21)

La aproximante Yosida de la subdiferencial de la funcién indicadora viene expresada
por:

(8Ix)x(z) = %(I—IIK)(:::) L VA>0 (22)

donde I denota aplicacién identidad y Il la proyeccién de W en K.
Teniendo en cuenta (21) el sistema (18)—(19)—(20) puede expresarse como:

Hallar (o}, a},v}) € Hp y vpeV para n=01,...,N, verificando

. 1
(e(vy) — Abop, —zﬁaz, —duy) € OIp, (o, o, vp) ‘ (23)
(o, e(w)) = Lt (w) Yw eV, (24)
o) = 0,a) = 0,2 =0 (25)

La ecuacién multivoca (23) marca el cardcter altamente no lineal de los problemas
de plasticidad y su tratamiento constituye un punto crucial en la resolucién numérica
del problema. Diversos métodos basados en técnicas de penalizacién-dualidad han sido
desarrollados. Citemos por ejemplo a Mercier'* y Bermudez Viafio® para problemas
de plasticidad perfecta y a Johnson!!, Samuelsson-Froier'® y Bermtdez—Viafio® en
plasticidad con endurecimiento lineal. El algoritmo que aqui se desarrolla aplica este
tipo de técnicas a problemas con endurecimiento mixto no lineal, siendo las velocidades
de la deformacién plastica y de los parametros de endurecimiento las que juegan el
papel de multiplicador de Lagrange.

Designando con (p}, g, s) el elemento de la subdiferencial que realiza la igualdad
en (23), esta ecuacién puede expresarse como

n 1 n n n n n
(Abay — €(vy), Zﬁah,cfuh) + (ph,ap,sh) = O (26)
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(Ph»ah,sk) € O1Ip,(oh, ap, Vi) (27)

Estas ecuaciones permiten introducir el siguiente esquema numérico (se suprime el
subindice k en la notacién):

Sea (po, o, So) arbitrario. Conocidos (p}, ¢, Sy,) se determinan o}, o, vy, vy,

resolviendo

1 1
<AU,'; — ke(v}},), =0, V;) + k(pr s Gy Sm) = (Aa"'l, —a"_l,v"”l) (28)
¢

(om,e(w)) = Ly, (w) YweV (29)

m)

El nuevo multiplicador se calcula mediante

n n n 1 n n n n n _n
(pm+1’qm+1’sm+l) = X(aIPA))\((Um’am) Vm) + A(pm,’ Qmasm)) (30)

Se observa que el sistema (28)-(29) es basicamente un problema de elasticidad
lineal, cuya matriz de rigidez es constante en todas las iteraciones, y donde el
multiplicador plastico juega el papel de un segundo miembro variable en cada iteracién.
En la resolucién de la ecuacién (30) hay que realizar el calculo de la proyeccién; puesto
que la tensién y los pardmetros de endurecimiento son constantes por elemento, ésta se
reduce a una proyeccién en R® x R® x R.

El sistema (28)—(29)-(30) queda incluido en el marco funcional abstracto desarrollado
en (3], en el que ha sido analizada su convergencia.

EJEMPLO NUMERICO

El método numérico anteriormente descrito ha sido implementado utilizando la
biblioteca de elementos finitos MODULEF-INRIA, siendo necesaria la construccién de
un nuevo médulo. Como ejemplo numérico se ha analizado la propagacién de la zona
plastica en una placa de aluminio entallada (Figura 1), que tiene un comportamiento
elastoplastico con endurecimiento mixto no lineal. Para un test de tension uniaxial, la
relacién tensién-deformacién en el rango pléastico es del tipo Ramberg-Osgood:

o + 3o ( o )”‘1
€ = — — | —
E TE \o¢7

Los valores ‘de la tensién de fluencia, 0p7 y m han sido analizadas en [2],
considerandose en este caso 320 MPa, 366 MPa y 37 respectivamente. Las constantes
elasticas son E = 70000 MPa y v = 0.2.

En la Figura 2 se representa la malla utilizada que consta de 71 nodos y 105
tridngulos.

En la Figura 3 se representa la evolucién de la zona plastica segiin los valores de
la carga.
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Figura 1. Probeta entallada. Figura 2. Malla de elementos finitos.
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Figura 3. Propagacién de la frontera plastica.
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