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Observadors accelerats en relativitat restringida

Josep Graells Casanellas i Carme Martin Torres#
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Introduccid

Hi ha comparativament pocs estudis que tinguin com
a objectiu analitzar sota un punt de vista general i
metodologic la fisica minkowskiana, que descriuen i
mesuren els observadors accelerats. Aquests treballs
s’autolimiten, la majoria, a descriure l'espai-temps pla,
sota una optica matematica, o bé tenen com a linalitat
servir d'introduccid a la relativitat general. A més, és
una tematica que atrau U'interés de pocs fisics, llevat dels
quantics, atesa la relacié gue té per a la formulacié de la
quantica de camps en preséncia de camps gravitatoris.
No obstant aix0, considerem el tema intrinsecament in-
teressant i potencialment fecund, ja que amaga moltes
sorpreses per als qui s’endinsin en aquest domini de la
fisica classica.

Aprofitarem les ensenyances de la relativitat gene-
ral i intentaremn aprofundir dins el mdén de la fisica
minkowskiana observada i mesurada per observadors
accelerats. Per tant, capgirarem els objectius usuals.
Com que aquest treball vol tenir un caire académic i
didactic, per fixar les idees escollirem primer els obser-
vadors uniformement accelerats. L'extensio a qualsevol
tipus d’observador és senzilla.

El diagrama 1 sintetitza I'ambit general del treball.
Els quadres gruixuts indigquen per on ens mourem.

En tractar amb observadors accelerats s’evidencia
la necessitat de diferenciar entre referencials i sistemes
de coordenades associats als referencials. Els sistemes
de coordenades queden relegats a emprar-se com a
etiquetadors dels esdeveniments. El seu objectin és
basicament topologic, per exemple es poden emprar per
precisar les nocions de proximitat i d’estructura dife-
rencial. En canvi els sistemes de referéncia o referen-
cials han de ser capagos de poder representar el registre
de mesures, aixo és, han de portar idealment associats
aparells de mesura (rellotges, regles, accelerometres,
voltimetres, etc.).

En Pespai-temps minkowskia els sistemes de coorde-
nades inercials globals també sén referencials inercials,
atés que representen la familia dels observadors iner-
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cials. En particular, les coordenades inercials tenen un
significat metric evident dins el context de la relativitat
restringida. Les transformacions del grup de Lorentz
permeten, conegudes les mesures que ha efectuat un ob-
servador inercial, determinar les que efectuaria qualsevol
altre.

En els problemes practics quasi sempre intervenen
cossos que possecixen una dinamica no inercial. Molt
sovint és preferible resoldre els problemes en el referen-
cial no inercial associat al cos, ja que, per exemple, les
relacions constitutives de 'electromagnetisme o bé les
propietats elastiques del cos es mesuren en el referencial
del cos.

En aquest article no sera necessari recorrer a un
model de referencial accelerat, ja que el tipus de pro-
blemes que ens plantejarem poden ser resolts fent s
exclusivament del que es podria anomenar principi de
la mesura d’Einstein-De Donder. Aquest principi su-
posa que les mesures que els observadors accelerats
efectuen en un punt, son mesures efectuades en el refe-
rencial inercial instantaniament comobil amb 'accelerat
en l'esdeveniment de la mesura. Ara bé, quan interve-
nen camps, per exemple U'electromagnetic, si que s’ha de
construir un model de referencial. En aquest cas, sota
el punt de vista dels autors, el model més prometedor
és el que es basa en el fibrat vectorial ortonormalitzat.

Moviment hiperbolic

La transformacié de Lorentz que relaciona un sistema
inercial ¥ amb un altre ¥’ que es mou respecte a ¥ amb
velocitat @ = wvi, sent els eixos de ¥ 1 ¥’ parallels, i
havent sincronitzat a zero els rellotges quan els origens
coineidien, és:

t' = qy(ct—ovz/c)

/

= ~vz—t), Y=y ==z (1)

sent v = (1 —v2/c?)~1/2 i ¢ la velocitat de la llum en el
buit.

Si @ = ddx/dt i @ = did/dt sén la velocitat i
l'acceleracié d'una particula respecte a ¥, aplicant (1)
immediatament es dedueix el seu valor per a ¥':

U~
1—vu/c?

. d_:n’_ de —vdt
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Espai-temps pﬂ
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Inclusié de massa-energia —

Connexi6 igual a zero
Riemann igual a zero

Referencials inercials. Coordenades galileanes

Transformacié a un referencial accelerat
Connexi6 diferent de zero
Riemann igual a zero

Diagrama 1

; du i vdu/c?
du' = —+(u )——(1 —ouj )2 (2)

1 —ovu/c?

En relativitat restringida es defineix un moviment
amb acceleracié constant si aquesta ho és en els sistemes
inercials momentaniament en repos amb la particula, els
anomenats sistemes comobils. Si ¥/ n’és un, llavors es
verifica: v = u, sent dt’ = dr = interval de temps propi.
Substituint en (2) resulta que

du
— [
U/ — 07 du' = 1_—u2—/§ (3)

i tenint en compte que dr? = (dt')? = dt* — d7?/c?,

d’on es dedueix: dt’ = dt\/1 —u?/c?, d/dt' = vy(u)d/dt,
I'equacio (3) esdevé:
L A
dt’

du
3
NP 8 —
1—wu?/c? dt 7 )dt
Per tant, si centrem l'interés en un moviment uniforme-
ment accelerat a’ = o = constant
: du
3
a=y"(u)— 4
P )

La integracié de 'equaci6 (4) és immediata si es té en
compte la igualtat v3(u)du/dt = d(y(u)u)/dt. Escollint
les condicions inicials segiients:
=) u(0) =0 z(0) = xq
resulta que
at

W= s )

Gravitacio
Espai-temps corbat

Referencial en caiguda lliure
Connexi6 igual a zero
Riemann diferent de zero

Referencial general
Connexié diferent de zero
Riemann diferent de zero

) =n+ SVIFPEE-1) O

Equacions de les quals s’infereixen les conclusions
segiients:

1. el referencial ¥ és el mateix de la particula per a
t=10,

2. el factor y(u) de 'equacié (4), que és el que marca
la diferéncia amb el mén newtonia, té per objectiu
basic limitar la velocitat de la particula a valors
inferiors a ¢ (sols tendeix a ¢ per a t — £00) i

3. si en l'equacié (6) introduim la c i efectuem un
desenvolupament en serie, quedant-nos en primer
ordre, retrobem el limit newtonia:

g a? 1 5
x(t)za:o—l—g( 1+c—2t2—1)~$0+§at

que en el pla (t,z) estd representat per una
parabola en contraposicié a la hiperbola, (6), del
cas relativista:

2

. . 2 2,2 _ C
(l—(lo-g)) —E =

Les dues asimptotes de I'hiperbola
tct =2 — (0 — /)

divideixen l’espai-temps minkowskia en quatre regions
que, respecte a la particula-observador, tenen les carac-
teristiques segiients (figura 1):
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Figura 1: Univers de Rindler. Regié D de I'espai-temps

1. la regié F en qué ¢t > |z — (29 — ¢*/a)| no pot
enviar senyals a l'observador, pero si que en pot
rebre d’ell;

2. a la regié P en que ¢t < —|z — (zg — /)|

passa el contrari, aquesta regié pot enviar senyals
a Iobservador perd no en pot rebre d’ell, i

3. la regié E, compresa entre les dues acabades
d’analitzar, i on a més = < ¢?/a, esta causalment
desconnectada de l'observador. Per aquesta rad a
les dues asimptotes se les anomenen horitzons de
succesos. Matematicament sén el limit de la linia
d’univers d’un observador quan o — oo, i ates
que son trajectories fotoniques, sota aquest punt
de vista es pot adscriure a un foté una acceleracié
propia infinita.

L’equacié parametrica de la linia d’univers de la
particula, emprant com a parametre el temps mesurat
per I'observador inercial original ¥, és

2

3(t) = 30 + = (v/1+ P/ ~ 1)
y(t) =yo, 2(t)=z20, t=t (7)

Es habitual i 1til, tant des d’un punt de vista
practic com teoric, emprar el temps propi 7 en lloc
de t com a parametre. La relacié entre ambdds es
calcula facilment, ja que sols cal substituir en dr =

V1 —u?/c2dt, Vequacid (5), 1 integrant s’obté:

t(r) = ésinh at/c (8)

on la constant d’integracié s’ha escollit de forma tal que
per a t = 0 sigui 7 = 0.

Per tant, 'equacié parametrica de la particula, em-
prant 7 com a parametre, és:

2
z(T) =29 + cg(coshcw/c -1)

y(1) =wo, 2(1) =20, tr)= gsinhcw/c (9)

La formulacié quadrivectorial s’obté senzillament:
1) Linia d’univers de la particula (b=0,1,2,3)
2® = (ct(r), x(7), y(r), 2(1)) =
2 2

(c—sinhaT/c, o + C—(coshaT/c— 1), Yo, 20)
a a

2) Velocitat

d b
ub(1) = di = (ccoshart/e, csinhart/e, 0, 0)
T

3) Acceleracid

b du® .
a’(t) = — = a(sinhat/c, coshar/c, 0, 0)

dr

Si s’empra la metrica minkowskiana de signatura +2,
Nap = diag(—1, 1,1, 1), trivialment es comprova:

ab(T)ab(T) = o?

Revista de Fisica / 1r semestre de 1993



Recordant que lexpressié general de u® esti represen-
tada per

dt d¥

di, _dt duds
“ardr

b _ i il
BTl =4 dr' dr dt

=

) = (ev(u),y(u)d)
es dedueix que pel moviment hiperbolic es verifica que:
v(u) = coshar/e, @ =ictanhart/c (10)

Cosa que permet la rapida determinacié de la con-
gruéncia uniparametrica de les transformacions de
Lorentz que passen als sistemes inercials comobils de
la particula observador:

~y —yu/c 0 0
/ —yu/c 0 0
MY (n) = 70/ o 10 |7

0 0 0 1

coshar/c —sinhar/c 0 0

—sinhar/c  coshar/c 0 0 (1)
0 0 10
0 0 0 1

Que en aplicar-les a u’(7) i a®(7) trivialment es recu-
peren les components de la velocitat i de 'acceleracié
respecte als referencials inercials comobils:

u” (7)= Algl (T)ub(T) = C(Sg/, a®’ (r)y= Agl (T)ab(7) = aéfl’/

Exemple

El professor M. G. Bowler, del Departament de Fisica
Nuclear de la Universitat d’Oxford, proposa en el seu
llibre (vegeu la bibliografia) un problema que, segons
explica, li varen plantejar quan feia una estada a la Di-
visié6 de Fisica Teorica del CERN. L’anecdota és que
la meitat dels fisics de la Divisié van equivocar-se en
solucionar-lo. El problema és el segtient:

Dues naus espacials, en repos respecte a un refe-
rencial inercial, estan connectades mitjangant un
fil lleuger, que no és ni infinitament elastic ni
infinitament fort. Ambdds vehicles son identics,
equipats amb idéntics motors i accelerometres. Els
seus ordinadors es programen de forma tal que en-
cenguin els motors simultaniament en el referen-
cial ¥ en qué resten en repos. Ambdds vehicles as-
soleixen la mateixa acceleracié propia o, segons la
recta que uneix les dues naus. La pregunta que ens
fa el professor M. G. Bowler és: Arriba a trencar-
se la corda que uneix les dues naus?

Suposem que les dues naus espacials, 1 i 2, estan situa-
des abans d’encendre els motors en les posicions zy i
T respectivament, en el seu sistema propi X. Per tant,
la longitud de la corda respecte a aquest referencial és
L= o — I1.

En ¢t = 0 ambdues naus engeguen els motors i as-
soleixen idéntica acceleracié propia & = «ai. A partir de
t = 0, les linies d’univers de les dues naus, negligint el
transitori de I’encesa dels motors, ja que és identic per
a les dues naus, sén:

nau 1 : { z1(t) = 21+ E/a(y/1+ o222 — 1)

yi(t) =0, z(t)=0, t=t

(12)
nau 2 : { o(t) = m3 + /a(y/T+ a2/ — 1)
L) =0, 2)=0, t=t
(13)

De (12) i (13) s’infereix immediatament que la separacié
de les dues naus resta constant respecte a X, és a dir,
respecte al referencial inercial original, ja que

L(t) = z3(t) — 21 (t) = 3 — x1 = L = constant  (14)

Resultat logic, ja que, en ser identiques, ambdues
naus mantenen la mateixa velocitat respecte a 2:

at

o) = wall) = w0) = TramprET

= ctanhat/c

(15)
Bé, s’ha deduit que L = constant, pero, que li passa a la
corda? Sempre és adient d’estudiar el fenomen no sols
respecte a X3, sind respecte al sistema propi de les naus,
aixo és respecte als sistemes inercials comobils, perque
com a minim, la resposta elastica de la corda i la mesura
de les seves caracteristiques mecaniques és més senzilla
respecte als referencials propis.

Per calcular la longitud propia Lo(7), respecte a
I'inercial comobil X(7), a partir de la longitud L res-
pecte a 3, sols s’ha de tenir en compte la contraccié de
Lorentz, ates que 3(7) es mou amb velocitat v(¢(7)) =
ctanh a1 /c respecte a X

L= Loy/1—u?/c? = Lo

coshat/c

En conseqiiencia:
Lo() = L cosh O‘—CT (16)

La longitud propia de la corda ha d’incrementar-se
segons el cosh ar/c i, per tant, ha d’arribar a trencar-se.

Aquest xocant resultat queda explicat si es té en
compte la relativitat de la simultaneitat. Un cop enge-
gats els motors la longitud L es mesura, respecte al sis-
tema original ¥, determinant la posicié de les dues naus
simultaniament, és a dir, en un mateix instant to = t;
del referencial . Si es transforma el vector diferencia
dels dos esdeveniments que permeten mesurar L al sis-
tema propi 3(7), per la qual cosa sols cal aplicar (11),
resulta que:

C(tz — tl) \
Iy — I

0

0

coM~NOo
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coshar/c —sinhar/c 0 0 c(th — 7))
—sinhar/e¢  coshar/c 0 0 Lo
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

Que condueix a les dues equacions:
c(th —t})coshar/c — Losinhar/c=0  (17)

— c(ty — t})sinhar/c+ Lo coshar/c =0 (18)

Substituint la primera, (17), que no és siné la quan-
tificacié de la relativitat de la simultaneitat, en la se-
gona (18), es retroba la (16): Lo(t) = Lcoshar/c.
Ara bé, és logic que 'observador X, que sempre mesura
una distancia constant L entre les dues naus, es pre-
gunti per qué es trenca la corda. Quin fenomen pot
explicar-ho, a més a més de l'essencialment cinematic
de la relativitat de la simultaneitat? Sols cal que recor-
dem que en l'estructura del mén fisic no hi ha senyals-
interaccions que es puguin propagar a velocitat superior
a c, i per tant, el centre de la corda, per exemple, encara
restard en repos respecte a X quan les dues naus ja hau-
ran canviat de posicié. Aixo ha d’implicar la generacié
d’unes tensions elastiques en la corda que poden arribar
a trencar-la.

Aquesta explicacié esta directament relacionada amb
el problema, no solucionat, de la rigidesa dels solids en
el mén relativista. Un enfocament senzill considera que
un solid efectua un moviment rigid, si durant el movi-
ment cada element de volum del solid es contrau en la
direccié del moviment segons el factor de Lorentz instan-
tani, respecte al referencial inercial en que s’estudia el
moviment. Per tant, cada element de volum preserva les
seves dimensions en els sistemes inercials comobils. Cosa
que demostra que la definicié de rigidesa és intrinseca,
és a dir, independent del referencial, i que durant el
moviment no es generen tensions elastiques.

Com a aplicacié d’un moviment rigid unidimensional
considerem una variant del problema acabat de resoldre.
En lloc de dues naus, considerem-ne sols una, pero de
grans dimensions, com les de les novel.les o pel.licules
de ciencia-ficcid, bé que els resultats i conclusions seran
ben reals.

Es necessari que la nau disposi de motors en diver-
sos llocs. Per simplificar I’enfocament inicial suposem
que tingui motors al darrere (motor 1) i a la capgalera
(motor 2).

Pel que s’ha deduit respecte al moviment rigid, els
ordinadors de la nau hauran de programar la crema
de combustible de forma diferent per a cada motor,
de manera tal que la diferéncia entre les acceleracions
propies permeti a la nau d’efectuar un moviment rigid.
D’aquesta manera no es generaran tensions mecaniques,
que podrien arribar a malmetre la nau. El problema es
pot plantejar de la manera segiient:

Donada la longitud propia Lo de la nau i 'acceleracié
propia a; del motor 1, jquina acceleracié ha de tenir el

motor 2 perque, quan s’engeguin simultaniament en el
referencial de la nau, aquesta efectui un moviment rigid?

Després d’engegats, les linies d’univers dels motors 1
i 2 vénen donades per les equacions (12) i (13)

1) z1(t) = 2 /ar/1 + a?t?/c?
yl(t) = 07 Zl(t) = 0, =
(19)

2) { za(t) = Lo + ¢*/aq +c?/aa(v/1 + a3t?/c? — 1)
ya(t) =0, 20(t) =0, t=t
(20)
On, sense perdua de generalitat, s’ha escollit I'origen de
coordenades de forma tal que z1(0) = ¢*/ay.
Les corresponents velocitats respecte al referencial
original sén

) ot et (21)
v = —_————— —
W Traarje ()
- szt
wll) = e
2
t
= ‘ (22)

$2(t) = (L() + 02/a1 — CQ/OéQ)

Com ja s’ha repetit, perque la nau efectui un
moviment rectilini rigid, tots els referencials inercials
comobils han de mesurar la mateixa longitud propia Lg
que mesura l'inercial propi ¥ abans d’engegar els mo-
tors. A més a més, el moviment d’un punt de la nau ha
de determinar el de la resta de punts, ates que es tracta
d’un moviment rectilini; per tant, si ' = constant és la
simultaneitat d'un referencial comobil arbitrari, s’ha de
verificar respecte a 3 que

v1(t1) = va(ta) = velocitat dels punts de la nau (23)

sent (t1,a1), (t2,22), (t,x) esdeveniments que pertanyen
a la simultaneitat ¢’ =constant.

Analitzant les equacions (21) i (22), es dedueix que
(23) es verifica si

) 2
c c
Lo+———=0
(65} (07
Aillant as resulta que:
(651
ag=—-—— <« 24
2 1 + a1L0/02 1 ( )
En conseqiiéncia,
2 2 2
t t c“t
I S . (25)

T T T

Les succesives simultaneitats de la nau sén, en el pla
(t,x), rectes que passen per l'origen, i totes les linies
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d’univers de les particules de la nau sén hiperboles que
tenen el mateix horitzé de succesos @ = =+ct. La part
de D'espai-temps minkowskia observat per aquests astro-
nautes és 'anomenat univers de Rindler, que posseeix
caracteristiques comunes amb l’espai-temps generat pels
forats negres de Schwarzschild.

Sols resta comprovar que es tracta d’'un moviment
rigid. Per fer- ho, determinem la longitud de la nau en
un referencial comobil arbitrari ' : L' = x4 — . Si
ara passem al referencial 3, tenint en compte que L es
mesura per un t' = t, = t}, s’obté que:

1
L' =z4— 1) = —(z2 — 1) (26)
&

i sols cal calcular o 1 21, tenint en compte les equacions
(19), (20), (24) i (25)

4
¢
:L‘% — czt% =— cty = vxy
0.1
A
13—ty = — Pty = vTo (27)
&%

on es dedueix que zo = yc?/ag i 11 = vc?/aq. Substi-
tuint en (26) s’obté el resultat esperat

1 1 1
L' =g — 2} = =yc®*(— — —) = Lo = constant.
Y Qz Qg

Per finalitzar aquest article determinarem com es
comporten els rellotges dels astronautes.

L’interval temporal ¢; transcorregut, respecte a 3,
fins que el motor 1 assoleix la velocitat v, es pot deduir
de lequacié (27)

e
=

tq

Analogament, per al motor 2 es verifica que

to = 1Y
5}
Diferenciant-les,
d d
= 400 dGw)
€51 g
Referéncies

s’obtenen els intervals infinitesimals perque v s’incre-
menti en dv. Per tant, la relacié entre aquestes sols
depen de les acceleracions propies:

dt o
e (28)
dtg (8]

Els corresponents intervals propis, p.e., mesurats
pels astronautes, son

dTl = dtl\/ 1-— U2/02
dry = dtar/1 —v2/c?

Substituint-les en (28) i tenint en compte (24), s’obté
que:
d’7'1 1
—_— ——— <
drs 1+ Loai/c?

El rellotge del darrere va més lentament que el de
capcalera. Els astronautes de la part posterior de la
nau s’envelliran més lentament. (En els futurs viatges
espacials segur que hi ubicaran els viatgers de primera
classe o els VIP).

Si la nau és suficientment petita perque sigui valida
I’aproximacié ay ~ oo = g, llavors

1 (29)

dry = dr1(1 + Log/c?)

Aquesta expressié es retroba a la relativitat general quan
s'estudia l'efecte d’'un camp gravitatori sobre el ritme
d’un rellotge.

Deixem per a un altre article 'analisi dels fenomens
electromagnetics descrits i mesurats per observadors ac-
celerats. Anticipem que ens trobarem amb sorpreses i
malentesos que malauradament encara perduren.

Nota

Aquest pretén ser un treball que 'apreciat i recordat
per tots els seus companys, Dr. Jaume Aranda Oliveres,
ens va suggerir que escrivissim, poc abans de deixar-nos.
Desitjariem haver merescut la seva aprovacid i que fos
del seu grat; almenys hem procurat ser fidels a les seves
indicacions quant al nivell i al contingut.
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