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1. INTRODUCCI ON

La detecadbn de seales aleatorias en ruido Gaussiano blanco es un problema amplia-
mente estudiado en la literatura debido a su gran utilidad en laaléela Comunica-

cion Estadktica (ver, por ejemplo, Van Trees, 1971y Poor, 1994). En este problema se
parte de un conjunto posible densé€s aleatorias y el objetivo es decidir a partir de la
medicidn o recepah de un proceso de obsenatijue involucra a la s&l y a unruido
perturbador, qU sefal del conjunto ha sido emitida. El casassencillo que se puede
presentar es decidir entre la presencia o la ausencia de naladeriominado caso bi-

nario simple (Van Trees, 1971). Un ejemplo de este caso es el problema de detectar la
presencia de un submarino usando un sistema de sonar. Sin embargo, existen otro tipo
de situaciones picticas, por ejemplo en astron@ndonde el nmero de sedles a de-

tectar es, en muchas ocasiones, superior a dos. Por esta eheStudio del problema

de detecan miltiple (M seafales) es importante. Este problema puede ser modelizado
por medio del siguiente conjunto de bipsis:

H:Y(®) =S +N@t), 0<t<T, i=1,... M,

donde las sedles{S(t);t € [0, T]} son procesos Gaussianos, centrados y continuos en
media cuadafica y {N(t);t € [0, T]} es un ruido Gaussiano blanco conaragtro de
varianzaNp/2 y que es independiente de todas lasases.

Dado que el ruido blanco no puede considerarse rigurosamente un verdadero proceso
aleatorio, el anterior problema puede ser transformado en otro equivalentesadeav”

un proceso de integrami’'de las observaciones (Poor, 1994)., Abtenemos el modelo
siguiente:

1) Hi:X(t):/Ots(T)dHW(t), 0<t<T, i=1...M,

siendo{W(t);t € [0, T]} el proceso de Wiener con ametroNo/2 e independiente de
las seiales.

El objetivo de este problema consiste en determinarsgél de entre lad posibles,
S(t),i=1,...,M, ha sido la realmente emitida a partir de la recepciél proceso de
observaah X(t). Matendticamente, pretendemos obtener una partidél espacio de

las funciones muestralégt), S4,...,8m, de manera que 3i(t) € Sk entonces se elige

la hipdtesisHg. Para determinar esta partoiexisten diversos criterios matatitos

como son el criterio de Neyman-Pearson, Bayes, etc. Debido a la sencillez que ofrece
desde el punto de vistagmtico, usualmente se utiliza el criterio de minimizar la pro-
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babilidad total del errorP(¢), dadas unas probabilidades a prioki i = 1,...,M*L.

Mediante esta regla de dedsiobtenemos aquella partici’que hace mima la pro-
babilidad del error asociada, es decir, que minimiza

@) P(e) = 1~ ﬁaip.(so,

siendoP, la probabilidad correspondientd-a. Puede demostrarse (Kadota, 1965) que
bajo esteultimo criterio, la partiobh 6ptima(8s1,...,8m) para (1) viene determinada
por

Sk = {X(t);akg—gg(x) >a

ig—:;)lo(X),i < k}

N{xiade o0 > a g 00> k.

conPy la probabilidad inducida paN(t) y %(X) la derivada de Radon-Nikodym de

P con respecto By. Adends, en Kadota (19%5) puede encontrarse una nueva forma de
expresar esta regla de deoisptima que resulta asltil en la pectica. Esta nueva
forma equivalente viene dada por

«elegir la hiptesisHy si I (X) = max 1i(X)», (C1)

i=1,...,

donde

3) Ii(X):Iog@(X)Hogai, i=1,...,M.
dPy

Desde el punto de vista de la implementegiés necesario una forma de calcular las
derivadas de Radon-Nikodym que aparecen en el sistema de datect€rior. Una

de las herramientasas’utilizadas para este pagito es el desarrollo de Karhunen-
Loeve de un proceso eststico (Poor, 1994). Sin embargo, esta metodalpgésenta

el inconveniente de qu§1,'f’—('J (X)y, por tanto, el estadfico de detecoril;(X) dependen

de los autovalores y autofunciones del operador integral involucrado y no existe un

1Estas probabilidades a prian reflejan la informaah que se tiene acerca de cadaohgsis antes de
realizar el experimento.
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método esihdar para calcularlos. Por ello, se utiliza una forma alternativa de represen-
tar el estadsticol;(X) denominada representaniéstimadora-correladora (Van Trees,
1971). Esta nueva forma edbasada en el estimador lineal cawgairho de la seél y

es de gran utilidad cuando el estimador puede ser obtenidces tlalfiltro de Kalman.

Sin embargo, para poder aplicar tal algoritmo de estiamees necesario que larsd”™
verifique una ecuaoii de estados, hippésis que en muchas ocasiones no se cumple.

El primer objetivo que nos planteamos en este trabaja sestrar que el desarro-
llo modificado de un proceso eststico (Ruiz-Molina y otros, 1999) permite obtener
unas solu@h al problema de deteasi’(1) evitando los problemas presentados por el
desarrollo de Karhunen-lewe. El desarrollo modificado de un proceso esstico es
una representaai aproximada tipo Karhunen-ege que posee propiedadesrieas
similares aeste pero que no presenta dificultades desde el punto de \asticprAs;

se obtiene una solumi para el problema de deteani(1) que esdctilmente implemen-
table y que no requiere edlzulo de los verdaderos autovalores y autofunciones.

Por otro lado, el segundo de los objetivos que nos planteamagsggorcionar una
segunda forma alternativa pardX) que aproxima a la representaciestimadora-
correladoray que esthiasada en un estimador sphifmo derivado a partir del desarrollo
modificado. La principal ventaja de este estimadoogtibio radica en su facilidad de
calculo ya quesste puede obtenerse recursivamente de forma similar al filtro de Kal-
man, no precisando que larse Verifique una ecuami’ de estados (Navarro-Moreno y
otros, 2000).

1.1. Desarrollo Modificado

A continuacon hacemos un resumen del desarrollo modificado introducido en Ruiz-
Molina y otros (1999). Se@X(t);t € [0,T]} un proceso de segundo orden definido so-
bre el espacio de probabilida€@, B,P), centrado, continuo en media cuatica y con
funcion de covarianz&x (t,s). Los autovalores y autofunciones asociadd?xdt, s)
sedin denotados pofAj}i_; y {¢;(t)}]_,, respectivamente. Es bien conocido que el
procesdX(t) puede ser representado a #awel desarrollo de Karhunenwe

X()= S Xo0, telT]
=

donde la anterior serie converge en media catéch uniformemente enc [0, T], y las
v.a.Xj se definen de la forma

T .
4) Xj:/ocpj(t)X(t)dt me,  j=12,...
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Desde un punto de vistagmtico, el desarrollo de Karhunen-we presenta la difi-
cultad de que no existe unatodo general para eblculo de los autovalores y auto-
funciones deRx (t,s). Una alternativa consiste en utilizar procedimientos eticos:
el método de Rayleigh-Ritz (Baker, 1977). A partir de un conjuntdkdanciones,
{d1(1),0,(1),...,0,(1)}, pertenecientes a un sistema completd &, T] arbitrario,
este netodo permite obtener las autofunciones aproximadas

k

Epjk(t) :_;ajiq)i(t)) J :15"'5k7

donde los coeficientes;i y los autovalores aproximaddsk se obtienen a partir del
problema de autovalores

Aaj=AjBaj,  j=1,....k

siendo los elementos de las matrides: (Aj) y B = (Bjj) de la forma

T ,T

AJZ/O /O Rx(t,9)0;()9;(t)dtds,  i,j=1,... .k,
T . .

Bu:/o oi(H)d;(Hdt,  i,j=1,....k

y los autovectoresaj = (aj1,...,ajk) , j = 1,...,k.

Los autovalores y autofunciones aprOX|mados obtenidos tienen las siguientes propie-
dades: 0< Ajk < Aj, Ajk = Aj y |@;(t) —@u(®) ||, = 0, cuandok — oo, dondel|-||2

denota a la norma definida €%[0, T]. Adends, el sistema de funmoné&pjk( )}J 1

es ortogonal eh?[0, T], por lo que a partir de ahora, consideraremos que tmdsd
ortonormalizado. As’se verifica

T T - - ~
| [ Rt 990 dtds = Kis.

Basadas en estas autofunciones aproximadas, en Ruiz-Molinay otros (1999) se propone
un desarrollo aproximado tipo Karhunenéwe denominado desarrollo modificado. Tal
desarrollo se obtiene proyectando el proc¥$t sobre el subespacio de?(Q, B, P)

1

generado por el conjunto de variables aleatorias ortonorr{nif@%ijk}’j‘zl, n <k, don-

de las variable§(jk se definen de forma similar a (4) pero utilizando las autofunciones
aproximadas en lugar de las verdaderas, es decir,

~ T~
Xjk:/(pjk(t)X(t)dt mc,  j=12,...
0
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El desarrollo modificado tiene la expresi”

(5) z Xikpy(),  te[0.T],

donde

B(t) / Re(t.9Pu(9)ds,  te[0T].

Se demuestra en Ruiz-Molina y otros (1999) que las funcidp}g(s;), denominadas

autofunciones modificadas, se aproximan mejor a la verdaderas que las aproximadas.
De hecho, se tiene quifip; (t) — @;,(t)
supremo eti0, T]. Adengs, se verifica

Lk 0, donde|| - || denota a la norma del

||°0

ntoo

|X(t) - —0,

I =
uniformemente en e [0,T], dondel|Z||y = (E[Z]?)Y/2, conZ € L?(Q,B,P).

Nota 1. Aunque existen otros desarrollos en serie de un procesassitmrdiferentes

al desarrollo de Karhunen-kewe, esteultimo esdptimo en el sentido de que mini-
miza el error en media cuaatit¢a con una representanifinita del proceso. De esta
forma, el desarrollo (5) permite aproximar con la prewisieseada al desarrollo trun-
cado de Karhunen-lave enn terminos; es decir, para caddijo podemos elegir un

k suficientemente grande de manera que se cumat) —X t)||H <¢g cone>0
arbitrariamente peque’y Xy (t) = 37_; Xj@;(t). Asi, a traws del netodo propuesto se
puede controlar ercierta medida la propiedad de optimalidad bajo truncamiento que
posee el desarrollo de Karhunendve:.

Nota 2. Con objeto de abreviar la notaci, a partir de ahora omitiremos el sntlicek
en(pjk( ) (pjk( ) Jknyk

2. DETECCION DE M SENALES GAUSSIANAS
En esta secoii se aborda el problema de deteccplanteado en (1). Las funciones

de covarianza de |d¢ safales,Si(t), se denotam porRs (t,s) y sus correspondientes
autovalores y autofunciones se denatqnbr{)\ij }Tfl y {cgj (t)} - respectivamente.
= i

Se supondrque el sistem%cgj (t)}_ ) es completo pare=1,...,M.
J:
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Como se ha indicado en la seacianterior, si se utiliza el criterio de minimizar la
probabilidad total del error entonces la regla de deni§jjtima viene determinada por

(C1). El principal handicap desta es la implementai del estaticol ; (X) (3) debido

a que es necesario calcular la derivada de Radon-Nikodym correspondiente. Esto puede
ser solventado utilizando, por un lado, el desarrollo de Karhunewd.dé cada sel

=S, telT], i=1..M,
=1

consgj = foT(nj (t)S(t)dt (m.c.) y por otro, que el proceso de Wiener admite la repre-
sentaadh en serie (Poor, 1994)

0 t
=jzw[)¢j<r>dr, te[0T],

en el sentido de la media cuatica, con{¢(t)}{_; un sistema ortonormal completo

enL?[0,T]y V\/J fo (O dW(t) (m.c.). As, puede demostrarse (Poor, 1994) que el
problema (1) es equivalente a

© t
6) Hi:X(t):lexij/o(gj(r)dt, 0<t<T, i=1,...M,

dondeX;j = [y @;(t)dX(t) (m.c.).

Como consecuencia, se demuestra (Poor, 1994) que

dpR, 1 Nij © N -
|gdPO __EZ (1+2 ) NOJZ].)\I]“‘NOX”, i=1,...,M,

siendo la convergencia de la serie en el sentido de la mediaaticadiPor tanto, el
estadsticol;(X) (3) toma la forma

1o A .
@) |ix:—§Z (1+2 .,) Z)\” G +logar,  i=1...,M,

2

siendo la convergencia de la serie en el sentido de la mediaaticadr”

Desde el punto de vistagetico, est’solucon presenta la dificultad de su dependencia
explicita de los autovalores y autofuncionesRig(t, s). Para solucionar este problema
se haa'uso del desarrollo modificado de cadaale”™
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con§j = [0@;(S(t)dt (m.c.).

Teorema 1. Bajo cualquier hipbtesisHi, i = 1,...,M, setiene que

S

iy e
||X(t)—J 1X.J/0(HJ(T)dT||H 3o,

donde Xij = [g@; (t) dX(t) (m.c.).
Demostracion
En primer lugar, observar que

Xij = Sj +Wj,

Xij = §j+Wj,
conW; = [ @; (1) dW(t) y Wij = fo @;(t) dW(t).
Asi, tenemos que

1% =il < 1155 = Sl + (W5 — W |

® < (vTIsell /8 I~ ael, 5o

donde se ha aplicado el Teorema del valor medio.

Por otro lado, se tiene que

[x© -5 % [a,@a],

@ <xo-3% fao], 3
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El primer 8rmino de (9) es convergente a cero por (6). Para demostrar que el segundo
tambin tiende a cero, obsvese queste puede ser acotado de la siguiente manera:

2 EJ/Ot(ﬂj(T)dT—iij/ot(hj(T)dtHH
< SRSl [y 0]+ SIRi1] fa@ar— [amar
Sﬁ.i”%j_;(‘_'J'”H_'_Kl_i‘/otcﬂj('[)d'[—/ot{ﬂj('[)d'[ ,

donde laultima desigualdad se ha obtenido teniendo en cuenta que

‘/(g Ddi| < (/qﬁ dr)x/_\/_

1
vl N T No\ 2
||>ﬁj||H=<M+ 2°> </0 Rg(t,t)dt+7o> — Ky <.

Finalmente, por (8) y por las propiedades de convergenciézj (te, cuandok — oo,
podemos elegir para cadaun valor suficientemente grande klede manera que (10)
sea arbitrariamente pequ con lo cual se demuestra el resultado. O

La consecuencia as importante que deducimos de este resultado es la posibilidad de
aproximar el problema original (6) por el siguiente:

n _ t,
= 0
para el cual el criterioptimo es
«elegir la hiptesisH si i (X) = _max ﬁn(x)», (Cla)
donde
10 Ay 1o N .
= 1+2— + — )Q +loga;, i=1,...,M.
2 Z ( ) NO JZ]_)\” + J I
Teorema 2. Bajo cualquier hipbtesisH;, i =1,...,M, setiene que
H| ) — fin(X H % o,

423



Demostracion

con

1 )\|J 1 n )\” o2
.A]_—H||(X)+§gllog(l+2N—o)—N—Ogl)\”_'_%x”—log(hu s
n A 12 N & N e
Ar==5 llog(14+2=L) —log(1+2=L ‘+— Lox2 — 4 x2| .
2;1 ( ) ( o) Nogl Aj+ SN+ Yy

El términoA, converge a cero por (7). Por otro lado, puesto que las variables aleato-
rias Xjj — Xij y Xij + Xij son normales, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz
obtenemos que

1
X 2
I

1% =2, = (E[(EJ —Xij) (%) +5ZJ)]2)

FNI

< (E[X; =% "E[X%; + %)
(12) = V3% = Xl 1%+ % I
<KX =X 4
dondeK, = 2v/3K;.
Por tanto, utilizando (8) se tiene que
%5 = X3l < 0.

Ademas, como se verifica que

A R | e

‘ IJNO_” IJNo o,

)\ij+7 )\ij+7
obtenemos que

)\|J v X'J "“2 kToo

s — = Xsl| — 0.
H)\ijﬁ-% . )\ij+% g\

Asi, A, tiende a cero y el resultado se cumple. O
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Por tanto, podemos concluir que se puede utilizar el criteri@€dmo soluadh alter-
nativa a la regla de decwsidptima (C1) en aquellos casos en los cuales no sea posible
la obtencdn de los verdaderos autovalores y autofunciones.

Por otra parte, en Van Trees (1971) se demuestra, utilizando el estimador filtrado de la
saial, que el estadficol;(X) (3) puede escribirse de la forma

2 [T 1 [Ta2 .
Ii(X):—/ S(t)dX(t)——/ §%t)dt+logai, i=1,...,M,
No Jo No Jo
denominada forma estimadora-correladora, dofde = f; hi(t,T) dX (1) es el estima-

dor causal de la s&l S(t) obtenido a partir de la sal perturbada por ruido blanco
(bajoH;). La funcidn de respuesta a impulsiegt, 1) satisface la ecuaaii integral

t N
/ hi(t,s)Rs (1,5) ds+ 7°hi(t,r) =Rs(T,t), 0<T<t<T.
0
La resoluodh de esta ecuami’es difcil en general, lo que imposibilita la obtenoidel

estimadomptimo. Por ello, a continuasii se propone un nuevo esistito [i,(X) que
aproxima al verdadero, basado en el estimadoosiiimo

t
0= [ ntdx()
0
dondeﬁm(t,r) es la soluan de la ecuaon integral

/h.nts s (T s)ds+—h.n(t 1) =Rg (T,1), 0<T<t<T,

conRg (t,s) la funcion de covarianza d§in(t). Esta soluah tiene la expresii

. 2
hin(t,T) = NCDfn [ /Cbm ds cDin(r), 0<T<t<T,

siendodin(t) un vectom x 1 con entradg-ésima la autofunoii modificadag; (t) y Ain
una matriz diagonal con elementos los autovalores aproximagosonj =1,...,n

En Navarro-Morenoyy otros (2000) se demuestra que estadindeifespuesta saptima
converge a laptima en el sentido

ntoeo

[hi(t,-) = hin(t,) ||, = O,

uniformemente eh € [0, T]. Utilizando este hecho, en Navarro-Moreno y otros (2000)
se prueba tambii que
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ntoo

IS®) —Sa®) |, — O,

uniformemente ene [0, T]. Tal estadtico, iin(X), se define de la forma

fin(X No/s t)dX(t ——/szn Jdt+logai,  i=1,...,M.
Teorerma 3. Bajo cualquier hipétesis Hi, i = 1,...., M, se tiene que
-0, 5o
Dermostracion
100 =T,
= < 2] 500 - [Swars
(13) el [ g0a- [ Szn(t)dtHH.

La norma en (12) puede ser acotada de la forma

|f[swoo- [[siwone

(14) <H/ §(t) dw(t /sn £) dW(t
(15) [ s<t>(é(t>—sn(t>)dt\|H-

Para (14) tenemos que

H/S ) dw(t /S t) dw(t :\/'\T" /||S n(t)||ﬁdt)l/2@>o,

porque|S(t) — Sn(t) ||, ™% 0 uniformemente ene [0, T].

Puesto qué& (t) y §(t) — Sn(t) son variables normales para cadaaciendo un razona-
miento similar al realizado en (11) y utilizando el Teorema del valor medio obtenemos
para (15)
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|['s®&E0 -8 at], < [ 8O0 - 8u0) |yt
<VAlS )y [ 180 -8, "5 o0

y entonces (12) tiende a cero.

Finalmente, tamleih es inmediato comprobar que

I§® -0, "o

uniformemente e € [0, T], con lo cual (13) tiende a cero, yia& sigue la afirma-
cion. O
Como consecuencia obtenemos un nuevo criterio para resolver el problema (1),

«elegir la hiptesisH si [ (X) = _max fin(X)>. (Clb)

3ty

Nota 3. Las soluciones () y (Clb) generalizan a las obtenidas en Ruiz-Molina y
otros (2001) para el caso binario simple.
3. EJEMPLO

En la péctica, el @lculo deP(g) (2) que se comete con el criterio (C1) esdlfpuesto

gue no existe un etodo general para determinarla. Normalmente se utilizan acotacio-
nes o aproximaciones @sta. As por ejemplo, sbi1 = 02 = 1/2 en Van Trees (1971)
puede obtenerse para el caso binario simple la siguiente aprogimaci”

P(e) g% exp (u(sm) + %ﬂ(%)) (1_ ® (S‘“‘/M))

(1—sm)?

(16) .
3 exp(u(Sm) + Tu@«ﬂ) (1- o (@-snVism)),

con® la funcién de distribuah de una normal estidar y

1o (a2
17) =5 Z 71% , 0<s<1,
= + 25t
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siendo{Aj}7_, el sistema de autovalores correspondieriRe(@,s) y sm es el punto tal
. d
queyi(sn) = %G| =0.
S$=Sm

En el caso de considerar el desarrollo modificado (5) derlal $&) entonces la expre-

sion (17) queda de la forma
Y
14 2iy(1-9)
g (% ) 0 S S S 17

2(1-9)Aj
No

Por tanto, si denotamos péﬁ(s) a la probabilidad total del error que se comete con el
criterio (Cla) obtenemos que

Ao =550 Bn(5n) + Tii(sn) ) (1- (e )

(&) + A5 _Sm)\/%>>:

(18)
1

2
=
ém

N

|_\
|
©

N
—~

H
J

cons,y, verificando quei, (5n) = 0.

A continuacon, se ilustra el funcionamiento deletodo propuesto comparando la
aproximaooh (16) con (18) en un ejemplo gutico. Para ello, vamos a considerar
que {S(t);t € [0,1]} es un proceso Gaussiano, centrado y con iimcié covarian-
zaRg(t,s) = min(t,s) —ts. Adengs, supondremos qW(t) es el proceso de Wiener
estndar.

En GutBrrez y otros (1992) puede encontrarse que los autovalores verdaderos para esta
saial son de la formaj = jﬁ,j =1,2,... Por tanto, aplicando (16) obtenemos que

P(e) ~ 0.48579.

Por otro lado, en Gutitez y otros (1992) utilizando una base de funciones trigo-
nometricas y otra de polinomios de Legendre é¢os 5 se obtuvieron los siguientes
autovalores aproximados:

Aut. aprox. | Base trigon. | Base de polin.
A 0.10111 0.10132
Ao 0.02533 0.01667
A3 0.01100 0.01111
A 0.00633 0.00264
s 0.00289 0.00135
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Figura 2. p(s) (linea continua) ys(s) correspondiente a la base de polinomios de Legendre.
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De esta manera, aplicando (18) se obtiene Bi(@) ~ 0.48584 para la base trigo-
nomeétrica yPs(€) ~ 0.48609 para la base de polinomios de Legendre.

Finalmente, en las Figuras 1y 2 se represepfany {i5(s) para las dos bases.

4. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha propuesto una nueva swiysara el problema de deteonide

M safiales Gaussianas en ruido Gaussiano blanco. Haciendo uso del desarrollo modifi-
cado de un proceso es#stico se ha obtenido una regla de decistlptima que no
presenta la dificultad debtculo de autovalores y autofunciones.

Por otro lado, se ha propuesto una segunda smiumproximada basada en un estima-
dor sulmptimo obtenido mediante el desarrollo modificado. Este estimadopsoin
supone una alternativa al filtro de Kalman cuando no es posible obtener unaoacuaci’
de estados para larsd”

La principal ventaja de estas dos soluciones es su facilidad de implenoentzside
el punto de vista computacional y aunque ninguna proporcione la soldptima, sin
embargo, se puede controlar el error que se comete en la aproxmaataoptima
sin mas que elegir adecuadamentewehefo de ¢rminos que conforman el desarrollo
modificado.

Para finalizar, comentar que aunque el criterio utilizado haya sido el criterio de mi-
nimizar la probabilidad total del error, los resultados obtenidos pueden adaptarse sin
dificultades a otro tipo de criterios, como es el criterio de Bayes. La importancia de este
trabajo radica en las aproximaciones proporcionadas de la derivada de Radon-Nikodym,
ya que€sta es la pieza fundamental a la hora de determinar las diversasogtiiaass”

que proporcionan otros criterios. La ceede haber realizado el estudio de detaaci”
multiple utilizando el criterio mencionado se debe a su facilidad de implementaci”
por lo que es usualmente utilizado en la literatura.
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1. INTRODUCTION

In this paper we treat the problem of detectMgGaussian signals in additive white
Gaussian noise. This problem can be formulated in the following way: suppose there
areM stochastic signals(t), i = 1,...,M, with a priori probabilitiesa;, 0 < a; < 1
andy™, aj = 1, for transmission. The observation procégs consists of one of these

M signals and an additive white Gaussian ndigg), i.e.

HioY() =St +N({t), O0<t<T, i=1....M,

where the signal§S(t);t € [0,T]} are Gaussian stochastic processes with zero-mean
and continuous in quadratic mean, g§Mdt);t € [0,T]} is a white Gaussian noise with
spectral heightp/2 and independent of each signal. Denotdfy(t, s) the covariance
function ofS(t).

Since the white noise does not exist as a mathematical random process in the ordinary
sense, we convert the above model to one that is better posed by integrating the obser-
vation process (Poor, 1994). Thus, we obtain the following model:

t
1) Hi:X(t):/S(T)dT+W(t), 0<t<T, i=1,....M,

0
where{W(t);t € [0, T]} is a Wiener process with spectral heifjat/2 and independent
of each signal.

Our objective is to observe the observation proegss$ and to decide which one of the
M Gaussian signal§(t), i = 1,...,M, must have been received.

Kadota (1965) proposed the optimum receiver by using the minimum error-probability
criterion in the following way:

«to choose the hypothedik if I (X) = _max li (X)»,

T

where
Ii(X):Iog@(X)Hogai, i=1,...,M,
dPy

with 3—5,’(‘) (X) the Radon-Nikodym derivative & (probability measure described bly)
with respect tdP (probability measure correspondingit)).

From the practical standpoint, a method is necessary to compute the Radon-Nikodym
derivativeg—FF,’(')(X). One of the most widely used methodologies to solve this difficulty
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is the Karhunen-Leve expansion of a stochastic process (Poor, 1994). Thus, by de-
noting the corresponding eigenvalues and eigenfunctiomsdt,s) by {Ajj }Tzl and

{cgj (t)}Tzl, respectively, it is shown in Poor (1994) that

o N °
Z g(1+2 ”)+,\TOJZM”

where the convergence is in the mean-square sens&pmdfgcgj (t)dX(t) (ing.m.).

) Li(X)= X3 +logai,  i=1,...,M,

I\)II—\

No
2

The drawback of this methodology is that the detection statigfic) depends explicitly
on eigenvalues and eigenfunctions of the covariance kernel involved and there is no
standard method to compute them.

Therefore, the statistig(X) is usually rewritten in the following form called tlestimator-
correlator representation (Van Trees, 1971):

@) X No/s t)dX(t /s (t)dt+logai, i=1,...,M,

where§(t) = /S hi(t,T)dX(1) is the causal estimator & t) from signal plus white
noise (undeH;). The impulse response functibi(t, 1) satisfies the integral equation

/0t hi(t,S)Rs (1, 5) ds-+ %hi(t,r) —Rg(Tt), O0<T<t<T.

However, there is not a general method to solve this integral equation and due to this,
(3) is usually impractical to compute.

The first objective of this paper is to show that the modified approximate Karhunen-
Loéve expansion of a stochastic process (Ruiz-Moéinal., 1999) which is based

on the approximate eigenvalues and eigenfunctions calculated from the Rayleigh-Ritz
method, allows us to obtain a solution to the detection problem (1) circumventing the
above difficulties. Such a solution is easily implementable on a computer and does not
require the calculation of true eigenvalues and eigenfunctions.

On the other hand, it is proposed an alternative form toedtienator-correlator re-
presentation which is based on a suboptimum estimator obtained from the modified
approximate Karhunen-lave expansion. The main advantage of this suboptimum esti-
mator is that it can be derived through an efficient algorithm similar to the Kalman filter
(Navarro-Morenaet al., 2000).

For that, in the next subsection the modified approximate Karhuneme_expansion
of a stochastic process introduced in Ruiz-Mol@al. (1999) is summarized.
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1.1. Modified Approximate Karhunen-Loéeve Expansion

Let {X(t);t € [0,T]} be a stochastic process defined on the probability s{facs, P),

with zero-mean, continuous in quadratic mean and covariance furRtigh s). Let
{AJ}T:1 and{fpj (t) ?:1 be its corresponding approximate eigenvalues and eigenfunc-
tions calculated from the Rayleigh-Ritz method (Baker, 1977). The modified approxi-
mate Karhunen-Leve expansion of the procexst) is defined in the following way
(Ruiz-Molinaet al., 1999):

xn(t) = )ZJ j(t)a te [OaT]a

where

& (1) zx—lj/oTRx(t,s)Epj(s)ds, te[0,T]

andX; = [g @ ()X (t)dt (in g.m.), withE[X;X] = A;5;.
This expansion satisfies
IX(1) = %),y T30,

uniformly int € [0, T], where||Z||y = (E[Z]?)Y?, with Z € L%(Q, B, P).

2. THE RESULTS

As we have already mentioned, the major drawback of (2) is its explicit dependence on
eigenvalues and eigenfunctionsR¥ (t,s). This difficulty can be resolved by using the
modified expansion o (t)

with §; = fgfﬂj(t)S(t)dt (ing.m.).
Theorem 1. Under any hypothesisH;j, i =1,...,M, we have

nfoo

100 =T, "3 o,

435



where

with %j = fongj (t)dX(t) (in g.m.).
Hence, we obtain the following approach to the problem (1):

«to choose the hypothedi if Tin(X) = max fin(X)>.
1=1,...

(R

On the other hand, we propose here an alternative statistic tg{3j), which is based
on the suboptimum estimator (Navastcal., 2000)

t.
0= [ Fn(t)dX()
0
wherehiy(t, ) verifies the integral equation
/h.nts ! rs)ds+—h.n(t =R (1), 0<T<t<T,

whereRg (t,s) is the covariance function & n(t). Such a statisti€n(X) is defined in
the foIIowmg way:

1,...

~ T/\ T/\
00 = [ &ax® - [ S0 ct+iogar i

Theorem 2. Under any hypothesisH;j, i =1,...,M, we have
ntoo

H| ) — fin(X H "M o,

Hence, it is obtained a new criterion to solve the problem (1):

«to choose the hypothedi if lin(X) = _max fin(X)».
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