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1. INTRODUCCI ON

Los procesos estasticos de difusin han sido profusamente empleados en las dos
Ultimas décadas para analizar el comportamiento dereerios ecomhicos, socia-

les, bioBgicos, nedicos, etc. [ease, p.e., los libros de Bharucha-Reid (1960), Bartolo-
mew (1973), Wong-Hajek (1985), Sobczyk (1991), Todorovic (1992), Ricciardi (1977),
Malliaris and Brock (1982), Sengupta (1986), Gutierrez-Valderrama (1994), McShane
(1994), Kijima (1997), etc.]. En particular, los procesos de difi$dg-normales, uni-
dimensionales y multidimensionales, se han aplicado en el estudio y mod®iizizci”
variables ecoormicas. Tintner and Sengupta (1972) consideran este tipo de procesos
como gobernadores de aquellosdam®nos en que podemos suponer que la tendencia
media de la evoluoih de la variable en periodos cortos de tiempo (media infinitesimal
del proceso) y la desviami'cuadatica media de la variable en periodos cortos de tiem-
po (varianza infinitesimal del proceso) son proporcionales al valor de la variable. As
Tintner and Thomas (1963), Tintner and Patel (1966), Tintner y Bello (1968), Tintner
and Sengupta (1972) y Moreno Bas (1974), por ejemplo, presentan el proceso defini-
do por su funah de densidad de trangici ‘o por sus coeficientes de tendencia y de
difusion.

Por otra parte el modelo estmtico de Gompertz ha sido utilizado para el estudio del
crecimiento de ciertas poblaciones o de la ddnsile innovaciones tecragjicas y de
nuevos productos en el mercado [ver Skiadas, Giovanis and Dimoticalis (1993)].

La presentaacin de los modelos estasticos de difusin a partir de los coeficientes de
tendenciay de difusii precisa de un atisis acerca de la existencia de un tal procesoy,
sobre todo, de la confirmami'de que la funcih de densidad de transici puede obte-
nerse como soluoii de alguna de las ecuaciones de Kolmogorov asociadas al proceso.
Por otra parte, las ecuaciones de Kolmogorov, ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales de tipo parahico, son en general de dificil resoloaiy se requieren a menu-

do tcnicas especiales de aproximacioneserizas [ver Bouleau (1988) o Todorovic
(1992), p.e.]. En realidad estas ecuaciones han sido resueltasitarpdnte slo en

unos pocos casos simples [ver Bharucha-Reid (1960), Arnold (1974), Bhattacharya-
Waymire (1990)0"Sobczyk (1991), p.e.]. A este respecto hay que destacar el trabajo
de Ricciardi (1976) sobre la posibilidad, en determinados casos muy particulares, de
reducir las ecuaciones de Kolmogorov a las de un proceso Wiener, y el der€zgt

al. (1997) acerca de la construonide funciones de densidad de trarmicile ciertas
extensiones no necesariamente hoemagis de un proceso de difusi En cualquier

caso, el conocarriicamente los momentos infinitesimales del proceso o ladordg”
densidad de transiz, limita las posibilidades de estudio del proceso.

En este trabajo consideramos un proceso de difpile es una extersi de los mode-
los logartmico-normal (o de crecimiento exponencial o Malthusiano) y de crecimiento
de Gompertz, a tras de la soludih de una ecuaeii diferencial estastica de b~ De

394



esta manera, hacemos todo el estudio del proceso a partir exclusivamente de la expre-
sion analfica de la solu@h de la ecuaon. En particular, obtenemos las expresiones

de los momentos de las distribuciones finito dimensionales del proceso, a diferencia de
los trabajos 1A ecuaciones de Kolmogorov, que no disponen de la expresi pro-

ceso y slo dan los de la distribueii unidimensional o variable general del proceso.
Una recopilaah de estos modelos, para poblaciones, puede verse, entre otros muchos
trabajos, en Ricciardi (1977) y (1986). Entendemos que este estudio de una generaliza-
cion de los procesos lognormal y de Gompeat@tuaciones dedthejora en cuanto a

rigor de n€todo y amplitud de resultados a los que se han realizado anteriornente v’
ecuaciones de Kolmogorov. El trabajo se completa con un estudio de las potencias de
los procesos log-normales, generalizados y estrictos, utilizando igualmente la E.D.E.
que satisfacen, del que no tenemos conocimiento que existan tratamientos anteriores
similares.

2. PLANTEAMIENTO DE LA E.D.E. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE
SOLUCIONES

Sea la ecuaoii diferencial estastica (E.D.E.) de &t”

. dX (1) = [a— blogX ()] X (t)dt+ oX (1) dW(t) t € [0,e0)
1) conX (0) = Xp € R*; a,b, 0 constantes

dondeX (t) es un proceso con valores @ho) = R* y, naturalmentéV (t) un proceso
de Wiener unidimensional estdar.

Se tiene aqypues, que las funciones coeficientes drift y de martingala de la ecuaci”
son, respectivamente

m(t,x) = m(x) = (a— blogx) x o(t,x) =0a(x) =0ox

En la E.D.E. (2.1), parh = 0 aparece la E.D.E. Malthusiana, que rige el proceso lo-
gantmico-normal, y para = O se tiene el modelo estastico de Gompertz [ver, p.e.,
Skiadas, Giovanis and Dimoticalis (1994)].

Los coeficientes de la E.D.E. (2.1) cumplen las condiciones que permiten plantear esta
ecuaocdn [ver, p.e., Wong and Hajek (1985)], ya Qe € [0,) VX € (0, ) tenemos

T T
/|m(t,x)|dt:/ la—blogx] [ dt = |a— blogx| [X| T < «
0 0
T 2 T
/ lo(t,x)] dt:/ 022dt =0%°T < o
0 0
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En cuanto a probar la existencia de sabumcilobalunica para (2.1), observaremos
primero que esta ecuacies afica en el sentido de que su coeficiente drift,x) =
(a—blogx)x sdlo es# definido para< > 0, y no sabemos si se le puede aplicar el
resultado @sico del teorema de existencia y unicidad de soluciones, donde siempre se
suponen(t,x), o(t,x) : [to, T x R = R, [to, T] C R}, medibles, etc. Por tanto, en vez

de aplicar directamente dicho teorema a (2.1), procederemos aplicando a est@necuaci’
una transformacin decambio de estadfver, p.e. Bhattacharya-Waymire (1990), pg.
3826 lkeda-Watanabe (1989), pgs. 197 y siguientesi, definimos la variabl¥ (t) =

logX (t) y aplicando el lema dedtdbtenemos

dX 1 /dx\?
dY_Y‘é(?)

que junto con (2.1) nos da
1 2
dy = a—io — by ) dt+odwW

pues(d%)2 = [(a—blogX) dt+ ocdW]? = ¢?dt (aplicando las reglas deaiculo es-
tocastico). Entonces, paxa(t) tenemos la E.D.E.

2.2) dY = (p—bY)dt+odW conu=a— %02

con c.i.Y (0) =logX (0) =Yp € R

Para esta ecuami’(2.2) es sencillo comprobar la verificagitle las condiciones del
teorema de existencia y unicidad de soluciones de una E.D@&ha@ut o tiempo-
independiente [ver, p.e. Arnold (1974), pgs. 152-153]gasg existe una soluaii glo-

bal GinicaY (t) de (2.2) que es un proceso de difisiResulta de esto que(t) = e¥®

es un proceso de difumi’(teorema de cambio de estado) que, evidentemente, verifica
(2.1). Probamos asa existencia de procesos de difusisolucon de la E.D.E. (2.1).

La unicidad de las soluciones de (2.2) determina la de las soluciones de (2.1). (Vemos
que la aplica@h de la transformaoiiY (t) = logX (t) antes de saber Xi(t) existe de-

be entenderse en sentido condicional, es decir suponiend$ (@uexiste, lo que ser’

cierto siy ®losiY (t), soluctn de (2.2), existe).

Llegamos, pues, a que la E.D.E. (2.1) tiene unizd soluadh global{ X (t),t > 0} que
es un proceso de difusi’con coeficientes de tendencia y de difusi”
Aq(t,x) =m(t,x) = (@—blogx)x y Az(t,x) =0 (t,X) = 02

respectivamente, y cuya fulci de densidad de transici p’ (x,t/Xo,to) verifica, y es
sutinica soluadh, la ecua@h atrasadde Kolmogorov [ver Ikeda-Watanabe (1989), pg.
215]:
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ap’ (x,t/Xo,t0)

ap,(xat/XO:tO) 1 2 Zazp/(xat/x():to)
3o T 209 a2

% 2 o 0

+ (a— blogxo) %o

(2.3) p'(X,t/X0,t0) = &(X—Xo) ,t > to

3. ESTUDIO DEL PROCESO SOLUCION DE LA E.D.E.

Para estudiar el proce$X (t),t > 0} solucdn de (2.1), resolveremos primero la ecua-
cion (2.2)
1o
dY = (u—bY)dt+odWconp=a-— 50
conc.i.Y (0) =logX(0) =Yp e R

[Parap=0y b > 0 es la llamada ecuawi’deLangevin y el proceso soluoii el de
Uhlenbeck-Ornstein ver, p.e., Bouleau (1988)], cuyanica soluadh {Y (t),t > 0},
como hemos visto antes, es una difuston coeficientes de tendencia (o coeficiente
drift) y de difusin, respectivamente

ALty) =p—by Aty =0

y cuya funcon de densidad de transicip(y,t/yo,to) verifica la ecuadh atrasadde
Kolmogorov

ap(y,t/yo,t ap(y,t/yo,to) 1 ,0%p(y,t/yo,t
P(y.t/Yo, 0)+(p—byo) PO:t/Yoto) | 1 20°P(y.t/Yoto) _

oto Yo 2 oy3

(3.1) conp(y,t/yo,to) =8(y—Yo), t > 1to

Consideraremos ahora una ecoacsimilar a la (2.2) pero con condiciones iniciales
mas generales, tomando un putye [0, ) arbitrario:

1
dY = (u—DbY)dt+ ocdwW =a— =02
(3.2) (M )dt+ odW conp=a 50

con c.i.Y (tg) =logX (tg) =C

dondeY (tp) = C es una variable aleatoria no degenerada e independieNEtJe-
W (to), t > to. La solucon de esta ecuam nos permiti@ encontrar directamente la
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funcion de densidad de trangici'del procesdY (t),t > 0} solucidn de (2.2), y nos
proporcionaa’tambén la soluadh de cualquier otra con condiciones inicialessnpar-
ticulares, como la propia (2.2).

Establecemos la relami’(parab # 0)

d{et-ol [y (1) - ‘5‘] } =ty (1) - E] dt + -0 gy (t)

(3.3) = Pt=1) {dY (t) + [bY (t) — W dt} = e’ adw (1)

que podemos expresar en su forma integral

t
(3.4) SO [y t)-L] =Y (to)— F + [ o Dadw(s)
b b
o bien
M bt—to) H t (s—to)
(3.5) Y(O)=p+e ™0 Y ()~ +o s dw(s)
fo

Si utilizamos ahora el resultado [ver, p.e. Ikeda-Watanabe (1989), pgs. 214-2&5, *
nold (1974), pgs. 146-148] que establece que la probabilidad de tandiel proceso
solucidn de (2.2) es la ley de probabilidad del proceso soludié la ecuaoii que se
obtiene al sustituir en (2.2) la condici inicial porY (to) = yo, obtenemos de (3.5) que
la densidad de transai’'p(y,t/yo,to) de{Y (t),t > 0} es la funcdh de densidad de la
variable general del proceso

t
(3.5) Y (t,to,y0) = § +eP(-10) {yo -E+ 0/ eb(StO)dW(s)}
fo

por lo queY (t,to,Yyo) es la variablé (t) del proceso soluori de (2.2) condicionada por
Y (to) =Yo: Y (t) /Y (to) = Yo.

t t
Puesto que la variablgd €S )dw(s) esN (O, / eZb(S‘O)ds) [ver propiedades de
to fo

la integral estoastica, p.e. en Arnold (1974)], resulta de (3.)eY (t,to,Yo), €s una
variable Gaussiana con

(3.6) E[Y (t,to,Yo)| = E[Y (1) /Y (to) =Yo] = E+efb(t7t°) (yo - E)
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Var(Y (t,to,yo)] = Var[Y (t) /Y (to) = yo] = e (%) 02 e,2bs tog

2
— 9 o2it—to) [2blt—to) _

(3.7 o 2b {ez ] 2b

Asi que la funcdh de densidad de transici p(y,t/yo,to) del procesq(Y (t),t > 0},

solucn de (2.2) sex”

[1 e—Zb(t—to)]

P(Y:t/Yo,t0) = fy (¢ (Y/Yo) =
Uy (to)
2
1 _b |:y_ E _ (yo _ E) e*b(t*to):l
I exp 02 i e—th()t—to)]
\/ "b [1—e 2(t-0)]

con

1 2
(3.8) H=a--0%yYo € R; t > to; fyy) (Yo) >0

dondefy,) es la funcon de densidad deé(to).

Si en (3.5), (3.6) y (3.7) le damosta el valor 0 y tenemos en cuenta q¥¢0) =
logX (0) € R, tenemos que la solumi’{Y (t),t > 0} de la E.D.E. (2.2) es un proceso
Gaussiano con

(3.9) Y(t) = ‘B‘Jre—bt [Y (0) - E+o/otebSdW(s)]
(3.10) ENV@®] =+ (Y(0)-1)

(3.11)
Cov[Y (t),Y(s)] = e Pt+9Coy [o/oteb”dW(u), G/OSeb“dW(u)}

02C0v< / Udw (u / Uaw (u >]

min(t,s)
o2 / gyl = e-b+s) (ezbmm(ts )
0 2b

— @ bt+s)

— e—b(t+s)
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(3.12) varlY (t)] = o {1 —th]

y cuya funcon de densidad de transici esél dada por (3.8).

La funcion generatriz de momentos de las distribuciones finito dimensionales del pro-
cesofY (t),t > O}es, para cada coleauifinitaYy, , Y,,..., ¥, (t1 <to <--- <ty)

(3.13)

k
F (Ul,Uz,...,Uk) =E eXp( u'Yti>
o3

conE(Y;) y Cov(Y;,Y; ) dadas por (3.10) y (3.11) respectivamente.

K k
:exp[_zlui (%) + 3 > uy Cov(¥;,Y;)
1= |7J=1

En particular, para la distribumi unidimensional o variable general del proceég),
se tiene

@14)  FpW= EXD{U [Ere (v -B)] 4w {g; (1- e2bt)} }

El proceso{X(t),t > 0}, soluctn unica de la E.D.E. (2.1) emtdespas$ del estudio
precedente, log-normalmerdistribuido (X (t) =X (0)e'®-YO X (0)=e"® ¢ R)y

su funcon de densidad de transicip’ (x,t/Xo,to) €S, sixp = €, aplicando ladrmula
del cambio de variable para densidades condicionadas yeedpy(3.8):

fyw)/v(to) (109%/10g%,) =

1
P (%,t/X%0,t0) = fxt)/x(tg) (X/%) = ‘;

= %p(logx,t/ logxo, )

2
1 —b [Iogx— H_ (Iogxo — E) e—b(t—to)]
- 2 exp 02 [ e—2b(t—t?)]
X\/ n [1- e 2(t-10)]
b
(3.15) VX, X0 € R t > to; fx (1) (X0) > 0,dondeu=a— %cz

Los momentos de las distribuciones finito-dimensionales del proceso log-normal gene-
ralizado{X (t),t > 0} se deducen ahora de lazifiulas (3.14) y (3.13) de la furan’
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generatriz de momentos de las distribuciones unidimensiokaimensionales de su
proceso Gaussiano sopofté(t),t > 0}. Son particularmente interesantes

EX ()] = E(&0) =Ry(1) =

1

(3.16) = exp{ [ e (lax (0 })] + 5

CZ’_; (1- e—th)] }

E[X©?] = E(V) =R =
eXp{z [E+e (logx(0)- £)] +2 [g—; (1- e—th)} }

E(XXs) = EfexplY () +Y (9]} =F(L,1) =

(3.17)

exp{EY(t) +EY(s)+ %VarY (t)+ %VarY(s) +CoVv]Y (1),Y (s)]} =
(3.18)

_ ZF“ + [IogX (0)— %1} (e—bt _|_e—ts) + CZIE [2_ e 2bt _ o-2bs | oa-bi(t+s) (ezb min(t,s) _ 1)]

de donde se pueden obtener inmediatamente la varianza y larfiucmyarianza del
proceso.

(Observamos que si bien el proceso lagmico-normal propiamente dicho es un ca-
so particular, paré = 0, sus caractesticas estadticas, y en particular su furmi'de
densidad de transioi [ver, p.e., Capocelli and Ricciardi (1974) y para el caso no ho-
mogeneo Buendi Moya y @mez Gar@ (1995)]

(3.19)

2
P(X,t /%o, to) = [logx —logxg — p(t —to)] } conp= a— 1

e 152
Xy/2N (t —to) eXp{ 202 (t —1tp) o

2
no pueden obtenerse de las del proceso saud& la E.D.E. (2.1) haciendn= 0, en
cuyo caso la ecuami (2.2) es la E.D.E. del movimiento Browniano artic0o).

4. LAS DISTRIBUCIONES DE EQUILIBRIO Y LA ESTACIONARIEDAD

Como hemos indicado en el apartado anterior, par® el procesd (t) =logX(t) que,
como sabemos, verifica (2.2):
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dY = (u—bY)dt+odW conp=a— %02
Y (0) = Yo = logX (0) € R

es una extenerii del proceso de Uhlenbeck-Ornstein, que aparece como@oldeila
E.D.E. anterior para=0yb > 0).

De (3.7) se obtiene:

Parab < 0, estﬂmVar[Y (t) /Y (to) = yo] = . (Sucede igual para = 0, como pue-

de verse en las referencias anteriores para ese caso). En contrasbe>faeunque
2

. . . o
VarlY (t) /Y (to) = Yo] tambiEn crece con, se tlenetﬂm\/ar[Y (t) /Y (to) =yo] = 5"
H
b
Si ahora aplicamos que una sucesde variables aleatorias norma¥s~ N (L, 0n),
con r]Ii_>m My = HY rI][)n On = 0, converge en distribuaii a una variable norma ~

Similarmente, parla > 0, en (3.6) observamos que HEY (1) /Y (to) = Yo] =

N (i, o) (basta considerar las funciones generatrices de momentos de las vafiables
obtenemos de (3.10) y (3.12) en particular, pgara 0, que{Y(t) ,t > 0} y por tanto
{X(t) t >0} (lafuncibnX (t) = e conserva la convergencia en distritarmj tienen
una distribuadn de equilibrio no degenerada, que es independiente de la aomdici”
inicial. Esto es

2

(4.1) Y~ N (E’%b) independientemente §€0).
h, o
4.2) X ~ Log-normal, corE (X) = exp (5 + I))

que es, pues, independientexi®).

Se tiene, por tanto, de lo precedente, como en (3.8) y (3.15), para las densidades de
probabilidad de transioii a las distribucionesriite

b(y—Y)?
(4.3) P(Y;Yo,to) = Zexpl—Lzb)]
% o
b
b (logx— &)?
(4.9) p(x.t0) =~ exp| - 2(°9%b)
xy/ T o

gue son independientes gg(6 dexo) y de to.
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Podemos determinar las condiciones en las que el pracg$osoluctn de la E.D.E.

dY = (u—bY)dt+odW conp=a— %02
Y(0) =C

dondeC es una v.a. dada no degenerada e independieM&te t > O, es estaciona-
rio.

(4.5)

Su solucdn, como en (3.9), es

b b

Entonces, sY (0) es Gaussiana, se tiene dué) es un proceso Gaussiano con

(4.6) Yit)=H et [Y (0)— E+G/Otebde(s)]

(@.7) ENY (M) = ¢ +e ™ {EMN (O]}

(4.8)
Varly (] = & 2 {varly (0] +? [ #ds| —e 2 {varlv (0] + < (@1 }

= gt {Var [Y (0)] + g—; (e®t— 1)} —e {Var [Y (0)] - czy_;} + g_;

(4.9) t S
CovlY (1),Y (9)] = e—b<t+s)c:ov{v(0)+o /0 AW (), Y (0)+ 0 /0 eb”dW(u)}

e blt+s) {Var[Y (0)]+Cov [Y 0), 0 /0 Seb“dW(u)] +
+Cov {Y(O), o /0 teb“dW(u)] +

+oZCov[ /O "W (), /O teb“dW(u)] } -

— bl {Var[Y o) +o2[
_ bl {Var[y(o)] +g_; (emits _y } _

2 2
T {Var[Y(O)] _ "_} L et
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De modo que si

2
(4.10) wamﬂz%sy Ewmﬂzg
se tiene
CoVvlY Y — o’ —bjt—s|
ovY (1),Y (s)] = €

(4.11)
Ewaﬂzgzde

y el procesdy (t), soluctn de la E.D.E. (4.5), esstacionario en sentido ampl[wer,

p.e., Wong (1971)], y puesto que es Gaussiand (§) es una variable Gaussiana),
esestacionarioComo es soluadn tinica de una E.D.E. es un proceso de Markov, pero
independientemente de esto, las condiciones (4.10), que nos damnasas (4.11),

y el cadcter Gaussiano determinan la conalicide Markov, pues la expresi‘de la
covarianza verifica la condimi necesaria y suficiente para que un proceso Gaussiano
sea de Markov. Puesto que la funicovarianza de un proceso Markoviano, Gaus-
siano y estacionario es necesariamente de la f@®a) = Ce~K'=S [ver, p.e., Pa-
poulis (1980)], y las funciones media y covarianza determinan completamente todas
las distribuciones finito dimensionales de un proceso Gaussiano, concluimos que este
proceso con la condiciones (4.10), y que ademlede considerarse separable, es el
Unico Gaussiano, Markoviano y estacionario no centexdiempo continuo. Es de-

cir, dado un proceso Gaussiano, Markoviano y estacionario, corofudeicovarianza
R(t,s) = Ce KlIt=S' y mediam, su ley coincide con la del proce¥osolucin de (4.5),
tomandd = K, 0> =2KCya= (m+C)K.

(Parap = 0 es centrado y se trata, entonces, del procedd-@epropiamente dicho,
como es bien sabido).

Obviamente, las condiciones (4.10), ¢6(0) = logX (0), y el cagcter Gaussiano de la
distribucdn inicial Y (0) determinan tamlein la estacionariedad de nuestro proceso log-
normal y de Gompertz generalizados, sabmaile la E.D.E. que resulta de modificar en
(2.1) la condiodh inicial:

dX(t) = [a— blogX ()] X (t) dt+ o X (t)dW(t) t € [0,c0)

12
.12 X (0) =K

donde ahor& es una v.a. no degenerada e independient® d¢,t > 0.
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5. POTENCIAS DE LOS PROCESOS LOG-NORMALES
(generalizados y estrictos)

Consideramos de nuevo la ecuacdiferencial de 17(2.1):
dX = (a—blogX)Xdt+oXdW te [0,)
X (0) =X € R™; a,b,0 ctes.

donde hemos puesipor X(t) y W porW(t), como haremos frecuentemente en ade-
lante para simplificar la notam’

Sea ahora el proceso dado por

Q(t) = At) [X (1)
A(t) #0, y(t) #0

dondeA(t) y y(t) son funciones reales derivables para dad40, ).

(5.1)

Aplicando el lema de &;"de (2.1) y (5.1) obtenemos que la ecoadiiferencial de "
paraQ es

dQ = (AXY+yAXYlogX) dt+ AyXY~1dX + %Ay(y— 1) X¥=2 (dX)?

(AXY+yAXYlogX) dt+ AyX¥~1 [(a— blogX) X dt+ oXdW|

%Ay(y— 1) X¥Y=2g2X?dt =

+v <a+ @cﬁ + (y—yb) Iogx} AXYdt + oyAXYdW

+y<a+ (V; D 02> + (% - b) ylogx] Qdt+ oyQdw

+y<a+ @oﬁ + <¥— b) (IogQ—IogA)] Qdt+ oyQdwW

(5.2)

I> B> > >

A dA o dy
CONA=F VY= G-

SiAy yson constantes, de (5.2) cdn=y = 0, tenemos

dQ = {v [a+ @02} +blogA— bIOQQ} Qdt+oyQdw

(5.3) = (& —blogQ) Qdt+ o’'QdwW
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dondea’ =y

-1
a4 (y - )02] +blogAy ¢’ = oy son constantes.

Comparando (2.1) con (5.3), vemos que la estructura de la E.D.EQpesda misma
que paraX, excepto para los valores de los aa€tros:

Las variables aleatorias potenciasd@rocesos log-normales generales) tienen la mis-
ma familia distribucional qu¥.

En el casd = 0, que corresponde a un proces(i) log-normal con E.D.E.

dX =aXdt+oXdW, t € [0,)

(5.4)
X (0) =Xp € R"

la ecuaadn (5.3) puede escribirse

dQ=2a'Qdt+ o’ QdW, t € [0, )

(5.5)
Q(0) =Qo € R*

Q satisface la ecuami’ (5.4) cambiandag pora’ y o por a’. Por tanto, las potencias
(exponente constante) de procesos log-normales sondaiiagi-normales.

Como la soluadh de (5.4) es [ ver, p.e., Malliaris and Brock (1982)]

(5.6) X (t) = X (0)exp[ut+oW ()], t >0 conu=a— %02

de aqu'y de (5.5), obtenemos

Q(t) = Q(O)exp[ t+0'W (t)] = Q(0)exp

(a’ - %o’z) t+ G’W(t)}
(5.7) = Q(0)exp [y <a— %02> t 4 yow (t)}

y se tiene para la esperanza del proceso [ver, p.e., Skiadas, Giovanis and Dimoticalis
(1994)]

(5.8) E[Q(t)] = Q(0)exp(a't) = Q(0)exp [y <a+ y;loz) t
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que pardd =1 da

(5.9) E{X®)]'} =[X(0)]"exp [y <a+ y;zloz) t

y en el caso especigl= —1 obtenemos

(5.10) E [i} =L o(-arod):

OBSERVACIONES

1. Estos procesos que hemos estudiado como soluciones de ecuaciomwetsetet”
funcion de transi@h estacionaria, son homeggos. Esto es natural porqueagst”
regidos por ecuaciones andmas o tiempo-independientes. Entonces, la &umci”
de densidad de transiri puede ponerse en la formét; xo,x) [0 p(t;Yo,Y)], pues

p(X,t/Xo,t0) = P(X.t —to/X0,0) = p (X,t'/X0,0) = p(t';X0,X)

y cambiandad’ port podremos escribip(t;xo,X). Pero en ese caso, en las ecua-
. i , . .. 0p (x,t/Xo,t
ciones atrasadas de difagi(2.3) haba'que sustituir eldfmino w por

ot
0p' (t;%0,X) op(y.t/yo,to) | 9P(t:¥0.Y)
at A P at

2. Sien la E.D.E. (2.1) que rige el procesos log-normal generalizado, sustitaimos
por —a, el proceso soluoii de la nueva E.D.E. resultante tiene, evidentemente, el
mismo coeficiente de tendenda(t,x) = (a— blogx) x y el mismo coeficiente de
difusion A(t,x) = 6®x? que el anterior, por lo que tiene el mismo generador infini-
tesimal, que determina wocamente la funoii de transi@n, y la misma fun@h
de densidad de transigi‘que la solu@h de (2.1). Como son procesos Markovianos
con el mismo espacio de valores y la misma distribngiiicial, los dos procesos
tienenla misma leyY lo mismo puede decirse de la sologide la E.D.E. (2.2) si
sustituimoso por —o. A esta misma conclusii se llega sin &s$ que considerar que
cambiarc por -0 en las E.D.E. (2.19 (2.2) equivale a cambi&¥ (t) por -W (t),
gue tamb&n es un movimiento browniano astlar.

yenla (3.1) elérmino
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1. INTRODUCTION

The log-normal stochastic diffusion processes have been extensively applied in the
analysis of various economic variables. Their study, when taking as starting point the
transition density function or that of the diffusion and trend coefficients (using Kolmo-
gorov equations in this case) poses certain difficulties as well as huge limitations. We
study herein a more general type of process and we start exclusively from the analytical
expression of an S.D.E. solution.

2. S.D.E. APPROACH. EXISTENCE AND UNIQUENESS OF THE
SOLUTIONS

Let the 1© S.D.E. be

dX (t) = [a— blogX (t)] X (t) dt + o X (t) dW (t)

(2.2) _

with X (0) = X € R*; a,b,c constant
whereX (t) is a process with values i, ©) = R". In this S.D.E. (2.1), fob = 0 the
Malthusian S.D.E., which governs the logarithmico-normal process appears, and for
a = 0 we have the Gompertz stochastic model.

The equation makes sense and since its drift coefficiEéhtx) = (a— blogx) x is only
defined forx > 0, it is atypical. Thus, in order to prove the existence of a unique global
solution for (2.1), we will apply atate change transformatida this equation [see, e.g.,
Bhattacharya-Waymire (1990), pg. 382]. Thus we definertttg¢ = logX (t) variable,

and from the lblemma, together with (2.1), we obtain

1
dY = (u—bY) dt + odW with p=a— =g?
(2.2) (H=hY) H 5

with Y (0) = logX (0) =Yo € R

which has a unique solutiofY (t) ,t > 0}, which is a diffussion with drift and dif-
fusion coefficientsd] (t,y) = u— byandA, (t,y) = o2, respectively [see, e.g., Armold

(1974), pgs. 152-153]. As a result of the abm{@g t)=eWt> O} is a diffusion

process, the unique solution of (2.1), and with drift and diffusion coefficieritsx) =
(a—blogx)x anda?(t,x) = a2x, respectively.
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3. STUDY OF THE S.D.E. SOLUTION PROCESS

First we will consider an equation similar to (2.2) but with more general initial condi-
tions and taking an{e € [0, ) point:

1
dY = (u—bY)dt+ odW conp=a— =02
(3.1) (H—DbY) H 5

conc.i.Y (tg) =logX (tg) =C

whereY (tg) = C is a random variable which is non degenerated and independent of
W (t) —W (tg), t > to. From the solution of this equation

3.2) Y () = E + e bto) {Y (to) — :—)‘ +o tteb<sto>dW(s)}

we deduce that the transition dengitgy, t /yo,to) of {Y (t),t > 0}, the solution of (2.2),
is the density function of the general variable of the process [see, e.g. Ikeda-Watanabe
(1989), pp. 214-215].

t
(3.3) Y (t,to,Yo) = E+ e o) {yo - E+ o / eb(s‘“’dW(S)]
fo

Thus, we have

(3.4)

1 o -b [y— E - (YO - E) e‘b(t—tO)] ?

021 _ e 2t 1o)
\/$ [1— e 2-10)] [ ]

p(y,t/yo,t0) =

Also from (3.2), if we give the value 0 and we take into account thi&0) = logX (0) €
R, we obtain that the solutioflY (t),t > 0} of the S.D.E. (2.2) is a Gaussian process
with

(3.5) Y(t) = ‘B‘+e—bt [Y (0) - E+0/otebSdW(s)]

whose transition density function is given by (3.4). [ko= 0 andb > 0, (2.2) it is
the Langevin equation and the solution process is the Uhlenbeck-Ornstein one: see,
e.g., Bouleau (1988)]. From (3.5) we obtain the statistical characteristics of the process
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{Y (t),t > 0}, in particular the generatrix function of moments of the finite-dimensional
distributions. The{X (t),t > 0} process, which is the solution of the S.D.E. (2.1) is,

after the preceeding study, log-normally distruibu(@d (t) =X (0)e’®-YO X (0) =
=e'0 ¢ ]R) and its transition density functiopf (x,t/Xo,to) is deduced immediately

from (3.4). The moments of its finite-dimensional distributions are obtained from gene-
ratrix function of moments of the one-dimensional &dimensional distributions of
the Gaussian proce$¥ (t),t > 0}.

4. THE EQUILIBRIUM DISTRIBUTIONS AND THE STATIONARITY

De (3.5), forb < 0, tIi_)rro10Var[Y (t)] = » is obtained. (The same occurs for= 0).

2
Forb > O,Jign VarlY (t)] = g_b andtimE[Y ()] = E It is concluded, fob > 0, that
{Y(t) .t > 0} and, therefore{X(t) ;t > 0}, have non degenerated equilibrium distribu-
tions (convergence in distribution) which are independent of the initial condition. That

2
iSY ~ N<“ o

b’ 2_b> andX~Log-normal.

Now let theY (t) process, the solution of the S.D.E., be

1
dY = (u—bY) dt + odW with p= a— =02
@.1) (h—=bY) W 5

Y(0) =C

whereC is a given non degenerated r.v. and independeW (if) , t > 0. The solution
de this S.D.E. is

(4.2) Y(t) = E+e*bt [Y (0) - E+G/Otebde(s)]

Then, if Y(0) is Gaussian, it holds that (t) is a Gaussian process. If, moreover,

2
Var[Y (0)] = g_b andE[Y (0)] = :—)‘ we obtain

2
(4.3) CovY (1),Y (5] = cz’—be—blt—S‘ and E[Y(t)] = E — cte
and theY (t) process, the solution of the S.D.E. (4.1) stationary[see, e.g., Wong

(1971)]. Itis the only Gaussian, Markovian and stationary process which is not centred
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on continuous time. (Fgu= 0 it is centred and we have the U-O process). The same
conditions withY (0) = logX (0), also determine the stationarity of our generalised log-
normal and Gompertz processes.

5. POWERS OF THE LOG-NORMAL PROCESSES

If {X(t),t >0} is the solution of the S.D.E. (2.1), we consider the process given by

— (®)
- {Qm—AmmaW

A(t) #0, y(t) #0

with A(t) andy(t) being real derivable functions for eatke [0, ). By applying the
Itd lemma, of (2.1) y (5.1), we obtain theoltifferential equation foQ(t), that for
constantA andy is

(5.2) dQ= (a’ —blogQ) Qdt+ o' QdwW

(y-1)

2
o)
2

wherea’ =y |a+ +blogA ando’ = gy are constant.

Thus we have that the powers of log-normal, generalised or strict fc@3@rocesses,
are of the same type.
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