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1. INTRODUCCI ON

El objetivo de todo aalisis estadstico es obtener conclusiones fiables a partir de los
datos resultantes de una experimermaciPor tanto, la fiabilidad de las observaciones
del proceso es de especial ierya que el alisis se realiza sobre codificaciones del
fendmeno natural en estudio y lasctiicas estasdficas que se apliquen pueden verse
fuertemente afectadas por algunas de las observaciones realizadas. Este problema ha
originado un gran mrmero de retodos enfocados, bien al desarrollo de nuex@asitas

gue no se vean influenciadas excesivamente por la modelizdel fermmeno natural,

bien al arlisis de la calidad de los datos, o bien al estudio de aquellas observaciones
gue afectan considerablemente a los resultados déken En este tercer enfoque se
han propuesto un conjunto deetndos englobados en lo que genamente se conoce
como elAnalisis de Influencia

La gran mayao@ de laséCnicas propuestas para ehésis de influencia eati basadas

en la aproximacaih gererica realizada por Cook y Weisberg (1982): para medir el efecto
que sobre un aspecto de irgsdel aalisis (estadtico, estimaah,...) tiene una obser-
vacion o un conjunto de ellas, se introducen petaseferturbaciones, que las afectan
de alguna manera, y se cuantifica el cambio producido. Es decieclaisas surgen de
conjugar adecuadamergerturbacibn del modelo ycomparacbnde resultados. Cook
(1987) trata de unificar el problema bajo la siguiente formolagéneral:

Sea un conjunto de dat@®s un modelavl postulado a priori, un resul-
tadoR(D, M) seleccionado de unargésis de los datos y el modelo, y sea
w un vector de perturbaciones, perteneciente a un confl® perturba-
ciones relevantes, siendi(w) el modelo perturbado, de forma que

Iwo € Q / M~ M(wp) .

Asi, el Anélisis de Influencia consiste en comparar los resultRIDsM (w))
yR(D,M).

En consecuencia, son cuestiones claves la eleag! esquema de perturbaciy el
método de comparaai. De cada forma distinta de conjugar el binopésturbacion-
comparacbnresultag una €cnica para el alisis de influencia.

En cuanto al primer elemento del binomio, ehsnitilizado es el esquema de pertur-
bacon de la omigih de las observaciones a las que se le pretende evaluar su impac-
to. No obstante, la anterior formulaci general del problema permite otros enfoques.
Diversos autores, como Lawrance (1991) y Escobar y Meeker (1992), han propuesto
clasificaciones de los distintos tipos de perturbaciopegurbaciones en los datos,
perturbaciones en las higesis del modelo, perturbaciones en ponderaciones de casos.
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Esteultimo esquema es utilizado en el denominadalsis de Influencia Local (Cook
(1986)).

Una vez seleccionado el esquema de pertudna&s$ necesario elegir el esistito o
resultadaR(D, M) del arglisis y el n€todo de comparami de resultados. La primera
cueston queda a criterio del investigador, en fuorcdel objetivo principal del alisis.
Como ilustracdh de la gran variedad deatodos de comparami propuestos, pueden
citarse los siguientesCurva de influencia muestrgCook y Weisberg (1982), Bels-
ley y otros(1980));Razdn de vollimenes de regiones de confianaaando el resultado
R(D,M) seleccionado es una regide confianza (Andrews y Pregibon (197&%zon
entre determinantepara la estimaori de matrices de varianzas y covarianzas (Barnett
y Lewis (1994), Belsley otros(1980)); Distancias entre las distribuciones muestra-
les de los estimadoresomo la distancia de Rao (MoZ-Pichardo y Fearidez-Ponce
(1997));Desplazamiento de verosimilitucomo netodo de comparami respecto a los
contornos de la log-verosimilitud del modelo postulado (Cook y Weisberg (1982), Cook
y otros(1988)), o bien del modelo perturbado (Billor y Loynes (1993)). Brown y Law-
rance (2000), a tras de la verosimilitud, estudian estpito en regresii miltiple
sobre una amplia gama de esquemas de pertamaextendiendo el estudio de la in-
fluencia a diferentes tests de bipsis de intex$ en este modelo.

Mufoz-Pichardoy otros (1995) proponen el concepto de sesgo condicionado como
enfoque geefico, \dlido en un granurnero de lasd¢nicas y modelos estaticos. Tras

la introduccon anterior sobre el problema de la influencia, en este trabajo se pretende
realizar una revisin de las distintas aplicaciones del sesgo condicionado (siczdras’

su relacdh con otros conceptos eststios.

En la Secah 2, se recoge la relami’con la curva de influencia muestral y la curva de
sensibilidad. En la Seami’ 3, se recoge la aplicaci‘del mismo a los modelos linea-
les, apordhdose una estimami'de la varianza del estimador del sesgo condicionado.
A continuacon, se aplica al alisis de componentes principales (Seack) y en el
muestreo en poblaciones finitas (Secch). Finalmente, se concluyers¢dndo otros
campos en los que se puede abordar aelisis”de influencia bajo la perspectiva del
concepto de s.c..

2. EL CONCEPTO DE SESGO CONDICIONADO Y EL AN ALISIS DE
INFLUENCIA

Partiendo del Lema de Descompositide Efron y Stein (1984), que expresa un es-
tadstico T sobre una muestra aleatoria simple como una suma finita, cesofts
son funciones de las esperanzas condicionadasidelas las observaciones muestrales,
Mufoz-Pichardy otros(1995) definen el concepto desgo condicionadpproponen

su aplicaadn en el Ardlisis de Influencia. A continuami, se recoge el lema citado,
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la definicon del concepto de sesgo condicionado y la justifmacié su aplicaoi al
problema de la influencia.

Lema 1. (Efrony Stein). Toda variable aleatoria §1, Xy, ...,X,) funcion de n va-
riables aleatorias independienteg Xo, ..., X, puede expresarse como

S(X1... %) = E[ﬂfzﬂq[)ﬁ:ﬂtzz Bij [X,Xj; S +
i= J<T=n
+3 > > GilX X XS +---+HX1... X0 S,

1<i<)<k<n

donde la2" — 1 variables aleatorias del miembro derecho de la exgyadienen es-
peranza nulay eéh mutuamente incorreladas, siendo:

AX;9 = E[SIXi =x]—E[Y], «i-ésimo efecto medig
Bij[%,Xj: S = E[S|X =X, Xj = x| —E[S]X =x] -
—E[S|Xj =x;]+E[S, «(i,])-interaccon de 2 ordem,

y ad sucesivamente.

Dado un estadticoT, = T,(V1 ... Ys) definido sobre una muestra aleato¥ig,. . Yy, y su
descomposicin en Erminos del resultado anterior, se observa Ay ; Tn] cuantifica

la desviaadn que la realizaor muestraly; = y; provoca en el valor esperado Tg.

Por tanto, puede considerarse como una medida de la influencia que dicha @alizaci’
muestral ejerce sobrg,. Asi, Mufioz-Pichardg otros (1995) proponen la siguiente
definicion:

Definicion 1. SeaY...Ysunam.a. de unav.a. Y, sea¥ Tp(Y1...Yy) un estadistico
y seay...yn una realizacon de la muestra. El sesgo condicionado (s.c.) deldda
la i-ésima observadin se define como

S(yi;Tn) =E[Ta Y = yi] — E[Ty].

Sobre esta definioii se pueden realizar diversas consideraciones. En primer lugar, el
s.c. depende de la distriboci del estactico Ty, y del valor observadg;. Por tanto, al
contrario de la curva de influencia muestral, que se define a partir de una realideci”
toda la muestra, el s.c. mide la influencia del valor observado sobre eistis@dn
términos de la esperanza de su distribnanuestral, y por tanto, es independiente de
cualquier realizacih muestral concreta de los restantes elementos de la muestra. Por
otra parte, no presupone ningesquema de perturbanj’salvo el condicionamiento
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previo impuesto por el conocimiento de la obsereadiajo estudio. Adeas, es un
pardmetro cuya dimenaii coincide con la dimensi' del estartico, al igual que ocurre

con la curva de influencia muestral, por tanto, para cuantificarlo se ha de proceder a
utilizar normas semejantes a las aplicadas sest@ Finalmente, su dependencia de la
distribucon deT,, puede provocar que el desconocimiento de alguna@swpetros de la
misma implique la necesidad de su estimaci”

La definicon 1 puede generalizarse como sigue:

Definicion 2. En las condiciones de la defin@m 1, el s.c. de Tdado el conjunto de
observacionesyi, ...Yi, } se define como

Q) S(yil -« Yim: Tn) = E[Tn]| i =VYiy---Yip = Yim | — E[Tn]-

En consecuencidl) puede considerarse como una medida de la influencia conjunta de
las observacionegyi, ... Vi, } sobreT.

De las dos definiciones anteriores se obtienen las siguientes expresiones:

2 Bij[Vi.yi: To] = SO Tn) — {S¥iTn) + Sy Ta) }
CiiklYi,Yj, Y Tnl = S(¥i,Yj, ki Tn) —
—{SWLY;Ta) + S Y Tn) + S (i, Vi Ta) } +
®) H{S W T) + Sy Tn) + SV Th) } -

Por tanto, el efecto interaasi’de segundo orden debido a las observacigygey; ),
segin (2), es lainfluencia conjunta de ambas observacionesEgbrenos la influencia
individual de cada una de ellas. &lpgo comentario se puede realizar observando la
expreson (3).

Otras propiedades del s.c. son las relaciones con los conceptos de curva de sensibilidad
y curva de influencia muestral. Hampel (1974), con el objetivo de estudiar la conduc-
ta infinitesimal de funcionales estaticos, propone el concepto de funiinfluencia

sobre un funcional definido sobre el espacio de las distribuciones de probabilidad. A
partir de dicha definicih se han propuesto diversas versiones muestrales. Una de las de
mayor integs es lacurva de sensibilidadyropuesta por Tukey (1970): da¥a. .. Yn—1

una muestra aleatoria de una.wala curva de sensibilidac€C® de T,, asociada a una
realizacon muestray; ...yn—1 se define como

CS-1(YiTa) = n{Ta(y1,---,¥n-1,¥) — Tn=2(Y1,.- -, ¥n-1) }.

Cuando el objetivo es el estudio de la influencia de observaciones individuales sobre
algiin estadstico, se propone otra veosi muestral, lacurva de influencia muestral

267



(CIM): dadaY;...Y, una muestra aleatoria de una.Wa,y T, un estadstico definido
sobre la muestra, la curva de influencia muestral de un iestadT,, asociada a la
i-esima observaorii de una realizaoii muestray/1, ..., yn, viene dada por

CIMi(Th) = =(n—= 1) {T) = Ta(y1,---,¥n) } »

siendoT;y = Tn-1(Y1,---,Yi-1,Yi+1,---,Yn) €l estadstico obtenido bajo la omisii de
lai-ésima observaori.

Generalizando la definioii anterior, se define la curva de influencia muestral gle
asociada a un conjunto deobservacioneB como sigue:

CIMB(TH) = _(n_ m) {T(B) —Th (YL- e ,Yn)},

siendoT g, el estadstico obtenido bajo la omisii de las observaciones contenidas en
B.

La curva de sensibilidad puede considerarse comoduaraigatoria, asociada a la mues-
traYr...Yi—1Yir1... Yo

CSn,l(y; Tn) = n{Tn (Yl .. .Yifl,y,YH,l .. .Yn) — Tnfl(Yl Yl Yi+1 .. .Yn)} .

Asimismo, la curva de influencia muestral puede considerarse comoifuaedtoria,
asociada a la muestya. .. Yy:

CIMi(Tn) = —=(N— 1) {Tne1(Y1... Yic1 Yie1... Yo) = Ta(Ya... Yo)} .

Bajo estas consideraciones, se pueden enunciar los siguientes resultados:

Teorema 1. Sea Y...Y, una muestra aleatoria, seaE Tn(Y1...Yy) un estadstico y
Ti) = Tn-1(Y2...Yi-1 Yit1... Ya), y supngase que Hy| = E[Tj;)].

1. La curva de sensibilidad, asociada a la muest{a.YY;_1 Yit1... Yy, verifica
1
(4) HE [CS-1(yi; Tn)] :S(yi;Tn)-
2. La curva de influencia muestral, asociada a la muesira YY;, verifica

© —LE[CIMI(T) I = 1] =S o).

La igualdad (4), adeas de la relacin entre los dos conceptos, viene a profundizar en
el interés del s.c. como herramienttil para el a@lisis de influencia, y la igualdad (5)
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puede para fundamentaot&éamente el concepto de curva de influencia muestral como
esquema de comparaaiidlido para el aalisis de influencia.

Por ello, Muioz-Pichardy otros(1995) proponen el siguiente estimador insesgado del
s.C.

~

SyiT)=Ta(M.. Yo,y Yiea . Yo) = Toa (Ve Vs Yiga . Yo) = Ta =Ty,

y en general,

SWiy - YimT) =Ta—T,
que puede denominarsesgo condicionado estimage.c.e.). Conviene hacer notar
gue en muchas ocasiones paraadtuolo del s.c. y su estimador no es necesario conocer
la distribucon subyacente al modelo, algo que le ocurre a otastas de diagrstico
de influencia como el desplazamiento de verosimilitud o la distancia de Rao.

i1,5im) >

Mufioz-Pichardy otros(1998) aplican este concepto al&isis de Influencia Local, en
particular en el Modelo Lineal General. Un planteamientcegien de dicha aplicaord,
siguiendo las pautas marcadas por Cook en su desamigel problema de la influencia,
puede ser el siguiente:

Sea un modeld/ postulado a priori, se¥; ...Y, una muestra alea-
toria de la(s) variable(s) que intervienen en el mismo, sea unisttad”
Ta(Y1...Ya; M), w un vector perteneciente a un conjuftale perturbacio-
nes relevantes, siendd(w) el modelo perturbado, de forma que

Iwo €Q /MaMW) Y Tn(Ya... Y M) = Ta(Yz... Ya;M(Wo)),

y seay; una realiza@h muestral de l&ésima componente de la muestra
aleatoria. El estudio de la furtm’dew € Q :

Sw(yi;Th) = Emw) T Vi =Vi]— Emw) MTa],

en un entorno de/g permitira realizar el aalisis de influencia local que la
realizacon muestral; = y; ejerce sobr@,, siendoEy ) [—] la esperanza
en el modelo perturbadd (w).

Para este planteamiento general, salidas las consideraciones realizadas anterior-
mente sobre el concepto de s.c.. En particular, en ocasiones se tgredbuscar un
estimador, pudindose considerar el estimador insesgado:

~

Sw(yi;Tn) =Ta(Yi.. .Y, ¥, Yiea . Yo M(W)) — Toe1(Ya .- Yie1 Yiga - Yoy M(w)).

Parailustrar la utilidad de lo expresado hasta ahora, a contoryae recoge una apli-
cacon simple: el s.c. y diagrsticos de influencia sobre el es&tdo media muestral.
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2.1. Una aplicacbn ilustrativa: estadistico media muestral

SeaY:...Y, una muestra aleatoria de una v¥, conE[Y] =p y VarlY] = g’y
consideremos el estimador BLUE gdeel estadstico media muestral, =Y. Puede
obtenersedtilmente el s.c. de dicho estatiico dada la-ésima realizacn muestray;:

S(yi;Y) = %(yi—u)-

Por tanto, comad@icamente se paaintuir, la influencia de una observanisee mayor
cuanto na’s diste de la media poblacional. #agamente,

S Yui¥) = & _gl(yi,. .

En ambas expresiones se observa su dependencia deigien|l, por lo que es nece-
sario obtener las correspondientes estimaciones:

(6) Swi¥) =~z V)
y

~ o 1 m . _
(1) S (Yig -+ Yim: Y) = mgl(y'j -Y),

respectivamente. Para evitar el problema del signo, a efedosqms, como medidas
de influencia pueden considerarse los cuadrados de las expresiones (6) y (7):

RN Y

Con el objetivo de estudiar la influencia local sobre el BLUR1d®e puede considerar
el modelo perturbado determinado por:

EMd =1 VK
(8) VarlYy] = 02, Vk#i;Var¥]=0%/w, w>0.
ElI BLUE dep en el modelo especificado en (8) viene dado por:

_ 1 w
Yw= Y, Yi
W n—1+Wk; I‘+n—1+w"

y por tanto,

SO (yi V) = — 2 (yi—p)

S0i)

- n—-1+w
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(El superndice (i) se utiliza para indicar queok la i-ésima observacii es pertur-
bada).

Se puede observar que el s.c. en el modelo perturbado es proporcional al s.c. en el
modelo postulado, siendo la @zde proporcionalidad:

a(w)

. nw
T n—14w’

En cuanto al estimador del s.c., se obtiene:

al) 1 nw

9 Sw (yi;Yw) = n_in—1+w

i-Y)=——SwY) .

%) n—1+w (%:Y)

Considerando nuevamente su cuadrado para evitar el signo, se puede utilizar con medi-
da de influencia local la funaii dew:

Fw) = {aw)}*.
La siguiente igualdad redunda en la relevancia de larrae proporcionalidad(w):

(10) 3\(,:,) (Vi Yw) :a(w)g(yj;\_() +(1—a(w))§(yj;7(i)), j=1...n

Paraw € (0,1), dicha raph verifica 0< a(w) < 1, y en consecuenciﬁ?\(,:,) (vi; Yw)

es combinadif lineal convexa entr& (vi;Y) yg (vj;:Y (i), donde los coeficientes no
dependen de las observacion€sima nij-ésima, tan alo del tamad muestral y del
factor de perturbaoii considerado.

Dado el papel relevante que juega estanadé proporcionalidad, Miwgz-Pichardy

otros (1998) la denominapotencial de influencia local de lai-observacion, inter-
pretindola como la proporaii de influencia de cualquier obsen@tisobre el BLUE

dep en el modelo perturbado (8), explicada por la influencia que ejerce dicha observa-
cion sobre el BLUE d@ en el modelo postulado.

3. SESGO CONDICIONADO EN EL MODELO LINEAL GENERAL
MULTIVARIANTE

En esta secori estudiamos el s.c. sobre el Modelo Lineal General Multivariante
(MLGM), con objeto de tratar de forma unificada ekésis de influencia en los di-
versos modelos que se obtienen como casos particulaeds Medelos de Regresi’
(multiple y multivariante), Modelos de Adisis de la Varianza (univariante y multiva-
riante), Modelos de Aalisis de la Covarianza (univariante y multivariante) ahsis de
Perfiles, Arlisis de Medidas Repetidas, etc.
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El modelo MLGM es# definido por la igualdad matricial = XB+E& , dondeY es la
matriz (n x g) de respuestas{ es una matriZn x p)conocida, con rango(r < p <
n), B es una matriZp x q) de padmetros desconocidos§/= (g;,) es la matriz de
perturbaciones aleatorias que verifica:

E(ek) = 0, 1<i<nl1l<k<q,
CoMeik,€js) = Oks&ij,  1<i,j<nl<ks<q,

siendod;; la delta de Kronecker.

SiAB es una funan linealmente estimable (f.I.e.), sienlaina matriz de dimensiones
d x g, de rangad, y B cualquier estimador de imimos cuadrados, Mwz-Pichardgy
otros (2000) obtienen el s.c. del BLUBRAB, asociado a la-ésima observaoii de las
respuestag;, R

S(yi;AB) = AS™x; (y| —x/B)
dondex| ey] son lasi-ésimas filas d& e Y, respectivamenté&s=X'X y S~ es una
inversa generalizada & El s.c.e. puede expresarse en los siguieet@sitios:

(11) S(yi:AB) = %VHAS‘xie{ ,

donde€| es lai-esima fila de la matriz de residuBs=Y — XB = (I = V)Y, siendovi
el elementa-ésimo diagonal de la matriz de predmeV = X'S™X .

En el modelo univarianteg(= 1), Y = XB+¢, (MLG), dondeE|[g] = 0, Var[g] =a2lp,

siA'Besunaf.l.e., els.c.e. B, dada la-ésima observaotii, viene dado por (Muwz-
Pichardoy otros(1995))

L

'Sy (v —%'B
1_\/“)\8 Xi (Vi —XiB).

S(Yiﬂ\'ﬁ) =

Con objeto de analizar la preaisi de dicho estimador, a continuagise obtiene su
varianza y una estimami de la misma.

Teorema 2. En el MLG, se verifica

Var [g(yi;)\’ﬁ) Yi = yi] = 1!—”W(A’S*xi)202 :

La igualdad recogida en el teorema se obtiene de forma directa, dado que

walSad 5] - A v



En consecuencia, en el MLG un estimador de la varianza del s.c.e. viene dado por
IS ammyviv ol Vii la—y 252
Var[SyNB) Vi =y | = Toue NS %)
donde&ﬁ) es el estimador insesgado dé en el modelo bajo la omisii deli-ésimo
caso.

3.1. Diagrpsticos de influencia en el MLGM

En el modelo multivariante, la dimeisi de la expresii (11) ed x g. Por tanto, para
cuantificar la influencia que laésima observacii ejerce sobre el BLUE de la f.l.e.,
AB, se ha de considerar una norma matricial.

Muhozy otros(2000), como generalizam de la norma propuesta por Cook y Weis-
berg (1982) y Belsley otros (1980), proponen la siguiente: dada una maijzde
dimensionesd x q),

_ 1/2
(12) IAll e = [tr(A'QAC Y]V,

dondeQ y C son matrices sietficas d.p. de dimensionegx q) y (d x d), respectiva-
mente.

Como casos particulares, se proponen las siguientes distancias comusti@de
influencia:

e Dj-distancia asociada a laésima observaoii: Q = (AS A')"ty C =ds (donde
2= n—}rE’E es un estimador insesgadoXe- (Oys)),

~ ~ ~ 12
08~ [Ssin®) g
AB) = || StirB)| s
Esta distancia debe considerarse como una generalizdeila distancia de Cook
(Cook y Weisberg (1982)), propuesta para el Modelo de Regréd(iltiple, pos-
teriormente extendida al Modelo de RegoesMultivariante por Hossain y Naik
(1989) y por Barret y Ling (1992).

e W-distancia asociada a leésima observaoii: Q = (AS A’')"1y C :f(i) (estima-
dor insesgado dE en el modelo bajo la omiaii de lai-ésima observaoii),
W(AB) = |Syi:AB)|
[(AB) = H i )H((AS’N)*l,f(i)).

Analogamente, esta distancia es una generatinad€ distancia de Welsch-Kuh
(Belsleyy otros (1980)), propuesta tamdmi” en el modelo de regresi miltiple y
posteriormente extendida al modelo de regnestiultivariante por Hossain y Naik
(1989).
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e C-distancia asociada a igsima observacii: Q = (AS A')~1y C :ﬁi(i),

~ = ~ 12
i(AB) = i»/\B .

Ci(AB) = |S(yi:AB)| A A )

Esta medida de influencia es una general@adié la distancia modificada de Cook,

propuesta por Atkinson (1981) para el modelo de regresiiltiple.

La generalizaah de estas medidas para el estudio delisis’de influencia conjunta
de una colecain de observaciones es simple y directa.

3.2. Influencia Local en el MLGM

Sobre este modelo tandi‘se puede utilizar el s.c. para ehsis de influencia local.
Mufoz-Pichardoy otros (1998) proponen medidas de influencia local en el modelo
univariante ¢ = 1). Posteriormente Moreno-Rebolootros (2000) extienden dichos
resultados al modelo multivariante.

Se considera el modelo perturbado, MLGM(), bajo el esquema de ponde@tide
casos, en el quek el caso bajo estudio es ponderado con un pesd), es decir,

b2 j=1,....n; j#i
Cov(gj):{wz J i | #

dondeg’; es laj-ésima fila def.
En MLGM(i,w), el s.c. del BLUEAB,, de una f.l.e. viene dado por:

(13) S\(AI/) (Yi;/\gw) = L/\S’xi (yi — X;B)

B 1+ (W— 1)Vii S (yi;/\g) ’

B w
T 14 (W— 1)Vii
En (13) puede observarse la proporcionalidad entre el s.c. del BLUE de una f.l.e.
en MLGM y en MLGM(,w), de forma semejante a (9). En este caso, lamaig
proporcionalidad viene dada por

e w
g (W) T 1+ (W— 1)Vii ’

gue no depende de la f.l.eqle del elementa-ésimo diagonal de la matriz de predic-
cion.
Analogamente, el s.c.e. mﬁw dada lai-ésima observacioy) viene dado por:

al)

Sy (yi;/\ﬁw) =a;(w) g(yi;Aﬁ) .
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Dado que estas funcionesweon vectoriales de dimemsid, Moreno-Rebollg otros
(2000) proponen las normas ya utilizadas en el modelo MLGM, y recogidas anterior-
mente, obter@hdose las siguientes igualdades:

Di(WAB) = [of (W)]*Di(AB),
W(wAB) = [of (w)]2W(AB),
C(WAB) = [of (w)]2G (AB).

En las tres expresiones anteriores se observa la proporcionalidad entre la medida de
influencia local y la medida de influencia, con@azle proporcionalidad, furmi de

w, idéntica para las tres, el cuadrado de laoradé proporcionalidad que relaciona el

s.c. (y su estimaoil) en MLGM y MLGM(i,w). El ardlisis de estas funciones en un
entorno dav = 1 permitid realizar el aalisis de influencia local de la obsenacibajo
estudio.

Finalmente, puede obtenerse una expresémejante a (10),

SV (y,—;A@W) =af(w)S (yj;Aﬁ) +(1—ai*(w))8(yj;A§(i)) ,Yw>0y j=1,...,n.
Paraw € (0,1), S\(,\i,) (yj;Aﬁw) es una combinaoii lineal convexa entr& (yj;/\ﬁ) y
S(yj;/\ﬁ(i)) . Sus coeficientes no dependen dg-esima observacion ni de la f.l.e.
AB. Asi, i (w) es la proporan de S (yj;Aﬁw) en la direcadh deS(yj;Aﬁ)
para cualquierj. Es decir, a(w) es la propor@h de S\(,\i,) (yj;AEW) expli-
cada potS (yj;Aﬁ) . Analogamente|l — o (w)] es la propor@h en la direca@h de

S(yj;Aﬁ(i)) . En consecuencia, podemos interpretg{w) como la propor@h de
influencia de cualquier observaai'sobre el BLUE de cualquier f.l.e. en el modelo
MLGM (w,i) explicada por la influencia que dicha obsereacgjerce sobre el BLUE

de la f.l.e. en el modelo MLGM. De forma semejante puede interpretarseda raz’
[1—aj(w)]. Como la raph de proporcionalidad entre las distancias son los cuadrados
deai(w) y [1— o (w)], Mufozy otros(1998) definerja; (w)]?> como el Potencial de
Influencia Local LIP) de lai-ésima observaoii:

LIP, (w) = <m>z

4. SESGO CONDICIONADO EN COMPONENTES PRINCIPALES

Dada la importancia de estectiica estadtica en distintasreas de investigami, se
han propuesto etodos para abordar el problema de la influencia en alligin’de
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Componentes Principales (ACP), basados en el esquema de pednrtbatd omisih
de observacionesy la curva de influencia muestral (Critchley (1985)).

Tambin este problema puede abordarse aesadél s.c.. Enguix-GoaEzy otros

(2000) proponen medidas de influencia para las estimaciones de los autovalores y auto-
vectores de la matriz de varianzas y covarianzas muestrales, resultados que se recogen
a continua@n.

Dado un vector aleatorip-dimensionaX ~ Np(l, Z), y una muestra aleator . . . Xn,
sea

~ 1 n —
=—= > X =X)(X; = X)",
n— 1;1

la matriz de varianzas y covarianzas muestrales, y denotemos ¢ (k=1...p), a
los autovalores y autovectores asociados, respectivamente.

Para una realizagi muestrak; ... xp, se obtienen los siguientes resultados
~ 1 5
S(xi, Ak) = == 1(%i, M) +0(n™),

S(xi,0k) = nT11 (i, 0) +O(n~2),

dondelAg y ak son los autovalores y autovectores asociados de la n#Etrizendo
I(x,Ak) el(x,a) las funciones de influencia de dichosa@agtros,

(X, Ak) = {aj(x— p)}z—)\k,

o (X — 1)
— (v _ J )
|(X,C(k) - C(k(X u)]; )\J _)\k aJ'

En base 45), se propone los siguientes estimadores(de,xk) y S(xi,0k),

dondeXl((I ) y a,ﬁ” son los autovalores y autovectores asociao%@ aAmbas estimacio-

nes pueden considerarse como estais de diagostico de influencia en el ACP. Para
evitar el problema del signo del s.c.e. en el caso de los autovalores, y el problema de
la dimensdn del s.c.e. en el caso de los autovectores, se pueden aplicar distancias, de

forma ardloga a lo realizado anteriormente en el MLGM1 /A% proponen:
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e Para un autovalor, el cuadrado del s.c.e., normalizado con la estimtb/ar [)\k] ,

e Para un autovector, se pueden aplicar las normas anteriormente definidas de acuerdo
a (12). En particular, dado que en este cdse 1, paraQ =1, y C la unidad, se

obtendra la norma euctiea del vectoS(x;, d).

Este enfoque del estudio de la influencia permite generalizar lossigtad de diag-
nostico anteriores para un conjunto de autovalores, o un conjunto de autovectores, se-
leccionando adecuadamente las matrices que determinan la norma.

5. SESGO CONDICIONADO EN EL MUESTREO EN POBLACIONES
FINITAS

Moreno-Rebolloy otros (1999) adaptan el concepto de s.c. como disgnd de in-
fluencia en el muestreo en poblaciones finitas. En particular, lo desarrollan para el
estimador de Horvitz-Thompson del total poblacional.

SeaU = {uy,...,un} una pobladn finita y { M, p(.)} un diseio muestral definido
sobreU, dondeM es el espacio muestralp(.) una distribuadh de probabilidad sobre
M. SeaY una caractestica de la poblaoi,Y = {Y1,...,Yn}, 6 = 6(Y) el padmetro
de inteEs y6 = @(s) un estimador d® basado ers € M. Se propone la siguiente
definicion.

Definicion 3. El sesgo condicionado sob@ causado por la presencia dq en la
muestra, se define por
S(li=1;0) =E[@|l; = 1] — E[f],

donde{(s) (i = 1...N) son las variables aleatorias

L J 1 siyes
I'(S)_{ 0 enotro caso.

Es decir, el s.c. mide la desviacien el valor esperado del estimador cuando ehdise”™
muestral se perturba, restriegidolo sobre las muestras que contienan a
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Yi
En particular, si se considera el estimador de Horvitz- Thompﬁoﬂ,_ Ss— = , del total

poblacional de la caracteticaY, T (Y) = TN, Y, se obtiene que
~ 1-T% Aij
li=1,ThT) = Y— Y —
S( i ) HT) i T +; JTI'iT[j )
donder; = Prl; =1], j =1,...,N, representan las probabilidades de indusife
primer orden asociadas al digemuestra{ M, p(.)} y Aij = Cou(l;,1j) ,i,j =1...N.

Dado que el s.c. es un ametro poblacional desconocido, se propone como estima-
dor del mismo el estimador de Horvitz-Thompson sobre ehdiseliestral restringido
sobre las muestras que contienan:a

II )

~ -~ 1-m
St =LTur) =Yi——+ ) Yj——
Tg TG TTj

donderg; = Prili = 1,1; = 1], son las probabilidades de inclasitle segundo orden en
el disaio muestral.

Un estimador insesgado de la varianza@lﬁ(li = 1;fHT) en el dis@d restringido
viene dado por:

A|]A|h|: T§ 1 L
jth,

Var| St (li = 1;Tur) 2
[ (i HT) ;; TiTGTh | TGj TGy Tl'ijh

dondergjn = Prli = 1,1 = 1,1, = 1], son las probabilidades de inclaside tercer orden

en{M,p(.)}.

Es evidente que tanto el s.c., como el s.c.e. y el estimador de su varianza dependen del
disaio muestraf M, p(.)}, por lo que la influencia de cada unidad muestral seleccio-
nada es funcin del comportamiento de dicha unidad respecto a la carstatarbajo

estudio y del dise6 muestral elegido por el investigador. La aplioacé cada tipo de

disaio es directa, sin a8 que determinar los anetros dependientes del mismo (pro-
babilidades y covarianzas de las variables aleatorias indicadores), aunque en ocasiones
pueda resultar compleja. No obstante, frente a la posible complejidad, el concepto de
s.c. posee la caractstica de su generalidad. El planteamiento arriba recogido puede
utilizarse en un amplio espectro del muestreo en poblaciones finitas, quedando abiertas
un rnimero considerable denEas de investigami’'y desarrollo.

6. CONCLUSION

Este trabajo recoge una rewvnidel concepto de s.c. y su aplicaial aralisis de
influencia en diversagthicas estasdficas. Su definioin gererica, su &cil interpre-
tacion y su @lculo no excesivamente complejo le permite tener un extenso campo de
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aplicactn y un amplio abanico de posibilidades en edlais de influencia y aalisis

de influencia local de cualquier estsiito en cualquier modelo. Muestra de tales afir-
maciones son los resultados anteriormente recogidos y los trabajosatei(i994)

y Jiménezy otros (1995) en elarea de lasetnicas de remuestreo, en particular en el
bootstrap, para detectar muestras bootstrap con un efecto considerable sobre los resul-
tados de las estimaciones.

Las medidas de diagsfico de influencia propuestas pueden generalizarsknénte
al ardlisis de influencia conjunto de dos @mdbservaciones. Algunos resultados sobre
tal aspecto eati recogidos en los trabajos citados anteriormente.

Profundizando por laitiea de los modelos lineales se puede abordar la influencia en
los modelos lineales generalizados (univariantes y multivariantesd)siarde supervi-
vencia, etc. En laitiea del ACP, pueden obtenerse resultados deemten” Arlisis
Discriminante, Arlisis Factorial, Aalisis Camhico, etc. Finalmente, en atéa del
muestreo en poblaciones finitas, como se recoge en el apartado anterior, queda un am-
plio campo abierto para seguir desarrollaretmicas de diagrstico de influencia, a8

aun cuando en estréa la problemtica de la influencia no ha sido, hasta ahora, tratada

en profundidad.
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From the Decomposition Lemma of Efron and Stein (1984)nbi~ Pichardcet al.

(1995) proposed the conditional bias (c.b.) as a general approach in Influence Analysis.
In this paper, we gather together some applications of this concept in several models
and statistical techniques.

Definition 1. LetY,...Y, be arandom sample of arandomvariable Y, lgET, (Vs ...
Yn) be a statistic and let ...y, be a sample realization. The c.b. of iven y is
defined as

S(yi;Tn) =E[TW Y =Vi] - E[Ty].

From Definition 1, we note that the c.b. depends on the distribution, &nd on the
observed valug;, and it assesses the influenceypfon T, in terms of its expected
value. Therefore, it not depends g, ..., yo. The perturbation considered it is due
to the knowledge of the observation under studyMoreover, if T, is g-dimensional
(9> 1), then a norm must be used in order to define an influence measu®(fra).
Finally, we note that, in generd(y;; T,) depends on unknown parameters, so it must
be estimated.

In Section 2 we relate the c.b. to the expected value of the sensitivity curve (Tukey,
1970), and the sample influence curve. From these relationsp#Richardcet al.
(1995) proposed

~

ST)=Ta(Y1. Y1, Y- Yo) = Taa (Y1 Y1 Yiga . Ya) = Ta— Ty,
as estimator d¥(y;; T).

Following the guidelines laid down by Cook (1987), MaF-Pichardaet al. (1998)
apply the c.b. in Local Influence Analysis through the study of the function

Sw(¥iiTa) = Emw) [Tn [Yi = ¥i]— Emw) [Tn ],
beingM(w) a perturbation of the postulated modi&l

As an illustration, in section 2.1 we obtain the c.b. and some influence measures on
the sample mean. Also, we study the local influence on the sample mean of a random
sample.

In section 3, we study the c.b. in the Multivariate General Linear Model (MGLM), in
order to handle in an unified way the influence analysis on the models that are obtained
as particular cases of it.

Given the MGLM, that is defined by the matrix identity= XB+&, with the usual hy-
potheses, and a linear estimable function (IAeB), it is obtained that (Modz-Pichardo
et al,, 2000)
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S(yi;AB) =AS™x; (y| —xB), S(yiiAB) = ﬁ’\s_xiq ’

being§ a least squares estimator®fx{ andy; thei-th rows ofX andY, respectively,
S=X'X, S~ an inverse generalized & €/ thei-th row of the matrix of ordinary
residuals, andj thei-diagonal element of the hat matik= X'S™X .

In order to assess the influenceypfon the BLUE,I\E, we apply matrix norms, obtai-

ning various influence diagnostics. The application of these diagnostics in the Multiple
Regression Model, make possible to obtain, as particular cases, some of the influence
measures defined in the literature. Moreover, we study the Local Influence Analysis in
this model.

In section 4, we study the influence analysis in Principal Components, under hypothesis
of normality. The c.b. of\y, 0k, k= 1...p, the eigenvalues and eigenvectors of the
sample covariance matrix are given by (Enguix-Galazét al., 2000) ,

> 1 5 1
SO, Ak) = —— 1%, Aw) +0(n"?) and S(x;, k) = g 10, ai) +0(n?),
beingxi ...x, the sample realization agx, Ax), | (x,ak) the influence functions oy
andoay, the population eigenvalues and eigenvectors,

, ) o, ajx—p
(%, A) = {atf(x— ) }> —A and [0 =~ =1 3. N —h O

FromS(xi,Ak) and S(x;,0x) several influence measure dpanddy are proposed.

Finally, in section 5, we show that the c.b. can be applied in sampling from a finite
population, when the inference is design-based. Moreno-Rebblb (1999)adjust

the definition of c.b. in order to obtain an influence measure in survey sampling. Let
U ={uy,...,un} be afinite population anfiM, p(.)} a sampling design defined bh

lettg, i=1,...,N, be the first order inclusion probabilities. L'ét be a characteristic

of the populationY = {Y1,...,Yn}, 8= 6(Y) the parameter of interest aBid= 6(s) an
estimator o®, forse M.

Definition 3. The conditional bias oﬁ, caused by the presence ¢finthe sample ss
defined by 8; =1;6) =E[B]l; = 1] —E[6],being |(s) = 1if u; € s, |; (S) = 0 otherwise.

. . . . ~ Yi . . .
Particularly, if the Horvitz-Thompson (HT) estimatdiyt = ZSEI" is considered, it is
obtained that 1 A

S =1Tr) =Y == 4 J YL
W& T
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beingAij = Cou(l;,1j) ,i,j=1...N,on{M,p(.)}.

Moreno-Rebollcet al. (1999)proposed to estimatg(l; = 1;fHT) by the HT-estimator

based on the restricted sampling design, on the samples contajning
a ~ 1-m Ajj
STli=LThr) =Y —+ 5 Y, —=1;.
T |Fi TG TT;

We note that both the c.b. and its estimation depend on the sampling design, that is a
distinctive feature of the influence measures in sample survey.
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