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1. INTRODUCCION

Sea una poblacién constituida por un nimero descond<ide clusters. Existe una
gran cantidad de trabajos en la literatura estadistica sobre los mé®astimacion
del nUmero de clusters, pero la mayoria han sido desarrollados enatdanidea de
que las probabilidades de observacion de los diferentes clusters sdesiguer, por
ejemplo, Lewontin y Prout (1956), Darroch (1958), Harris (1968hn$on y Kotz
(1977), Marchand y Schroeck (1982) Darroch y Ratcliff (1980), HolsB(}Yy Esty
(1985).

Existe un concepto que esta muy ligado con el de nUmeros de clustens g@lia-
cion, que es el cubrimiento muestral. Se define como la suma de las picdrds de
los clusters observados en una muestra. En el caso de clusters igualmbatdgs,o
el cubrimiento viene dado por el nUmero de clusters observados en unaanbDest
dividido por el nUmero de clusters que constituyen la poblaciomdfroch y Ratcliff
(1980) utilizaron exactamente la idea del cubrimiento muestral para estimar

Ahora bien, considerar la hipotesis de que las probabilidades deéstogab clusters

son iguales es, en principio, un caso muy particular y poco frecuente, ya blaeipe

nes con clusters constituidos por una misma cantidad de elementos esapnaatie
imposible. Por ejemplo, no existe una misma cantidad de animales para padees

en un ecosistema; no se repite con la misma frecuencia cada una de las diferentes
palabras que constituyen un texto; no se acufia la misma cantidad detilasglis
monedas utilizadas en un pais durante un centenario, etc.

La mayoria de los trabajos realizados para poblaciones heterogéneas (esodseir,
tituidos por clusters no equiprobables) adoptan un enfoque paramé&ocejemplo,
Fisher, Corbet y Williams (1943) asumen que para cada cluster, el nimetsdrva-
ciones en la muestra se distribuye segin una distribucion dedpoig el parametro

de dicha distribucibn se asume que sigue una distribucion Ganiiuehos otros
articulos sobre modelos de abundancia de especies en un ecosistema también h
cen consideraciones parameétricas. Ver, por ejemplo, McNeil (1973), Enged)(197
Efron y Thisted (1976). Esty (1985) estima el nimero de clustersnarpablacion
heterogénea mediante el concepto de cubrimiento muestral, aunque bajo elo mod
paramétrico. Chao y Shen-Ming Lee (1992) propone una técnica de estmmecpa-
ramétrica, utilizando también la idea del cubrimiento muestral. Pero hagufrayar

gue ninguno de los autores mencionados, como si hacen algunos autores @n el cas
equiprobable, estudian cuél es la distribucion asintotica del estmeg@oproponen.

La propuesta de este &ctulo es justamente el estudio de la distriliucasinbtica de un
estimador para K. Aunque el estimador que Bsgipropone es sesgado, lo importante
es subrayar la@&cnica empleada para llegar a dicha distribani la cual puede ser
utilizada proximamente para otros estimadores.
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Por tanto, considérese una poblacion cerrada en la cual las observacianesgest”
padas erK clusters. El significado de cerrada hace alusién a que durante el estudio
no se producen entradas o salidas de los clusters existentes. A partirrderda i
macion obtenida de una muestra aleatoria de tanmafe propone en el apartado
2 un estimador natural-sesgado p&aK. El calculo de su esperanza matematica
va a ser importante para calculos posteriores. Ver el apartado 2.1. duttaes

el apartado 3 el de gran interés. Se estudia la distribucion asintfglcastimador
propuesto, aplicando un método de Holst (1979). Se prueba quenehdsti se distri-
buye asintéticamente como una normal. En el Ultimo apartado se preseesiudio
realizado por simulacion para el estimador propuesto. Ademas se da uroejaETg

un conjunto de datos reales, el cual han sido aplicado por otros autores. igtaa v
de los resultados se proponen técnicas de reduccion del sesgo del estimador

2. UN ESTIMADOR NATURAL SESGADO

AsUmase que una muestra aleatoria de tamafom reemplazamiento ha sido extraida
de la poblacion, la cual esta formada porclusters. La probabilidad de observar el
K

clusterj esp; > 0,conj=1,...,Ky Z pj =1.
j=1
Un estimador natural, sesgado y que bajo-eskncaando éste es grande con respecto
K

anes:K =3 1j, donde
=1

1 si el clusterj es observado en la muestra.
0 en otro caso.

2.1. Momentos del estimador natural

Son presentados a continuacion los operadores esperanza y varianza del egtimado
El segundo no tiene mas interés que saber cual es la varianza del estinogd@spo.

En cambio el primero es de gran importancia por su utilizacién en el caleula d
distribucion asintotica d&.
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2.1.1. Laesperanza d§

Teorema. La esperanza del estimador natutélviene expresada por
K )
=y @-p)" =K [ (1-e7) dF(X),
= Jo

siendo Fx) una funcon de distribuabn.

Demostracbn. Se tiene que:

(1)

=

< :E(illj>:ilp(lj:1)=i [1-p(lj=0]=K-3% (1-p)".
1= 1=

=1 =1

A continuacibn se demuestra que (1) se puede expresar como:
K/ (1—e™) dF(),
0

siendoF (x) una funcion de distribucion, dada en la demostracion.
|

El interés que tiene dicha expresion es su utilizacion en el calculo disttédbucion
asintotica.

Considérese la expresion:

K
[1—(1—p)" Zlean

K
Z [1—e "Pi]

M-

K
donde O pj < 1y ; pj = 1. Ver el articulo de Harris (1968) donde se utiliza
J:

K
esta expresion, y demostrando ofEgK) = Z (1—e*”'°i). Para ello se aplica el

siguiente lema.

g

. . 1 & a ,z

Lema. Siga, b >0, i=12 ...,y :supg, entoncesB > ——. Entonces se
i O

b Zbi
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tiene que:

=

K
1-(1-pj) [1-e"Pi]
J Z e™M—-(1-p)" e"™-(1-p"

1—e™  1-em™

=1

K < sup
Y [1-e™)] P

j=1

donde p es justamente una de lg$splonde se alcanza dicho supremo.
Como (1— p)" = log(1-p) = e*”“ﬂng, entonces

np? ng?

—np—— —np o
em—(1-p"  e"—e "2 € (1 €’ )
< < .

I—em™ =~ 1-em I—enp

Considérese dos casos posibles paracuandop < 1/4/ny cuandop > 1/y/n
(n— o0 en ambos casos).

. 1
Sip > —, entonces

/n

e (1-p" e P Cdl
< < ;
l1-ew l—e 1_eVh

gue tiende a cero cuande— . Por consiguiente, y teniendo en cuenta la expresion
de partida, se tiene que:

=

(2) Z @)y [1-e™].

Il
.

. 1 -
Si p < —, considérese

N
n - np”
(1— p)" = elog(1-p) :efnprpz ~ o P anx2 0 < x < p).

Entonces:

—np- np?
e "P—(1-p)" e"P_e 201-(1/v)? B
1-e P = l—ep B
n 22
e P (1—e P an 1>2>
- 1—-e
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Llamandohy(p) a esta Gltima expresion, calculando la funcion derivada e igualando
a cero, se obtiene:

n2p2 n22 n2p2
_nenp<1_e2(ﬁl)2> e np <7p e2(ﬁ1)2>> (1_e*np)
2(

2
hl (p) _ \/ﬁ_ 1)
" (1—e)? (1—e)?
n2 p2 n2 p2
(e”p (1— e2vn 1>2> n(e“p)> —ne "P (1— e2vn 1>2> (1-e"P)
= +
(1-enp)? (1-enp)?
22 n? p2 n? p?
e "P(1—-e"P) nipzeZ(ﬁ 12 @ 1-e2vi-12 | g P
. 2(vAi—1) _

(L—e P2 - (1—e P2

n?p? n’2p
—ne"P|1-exvi1® | 4 e "P(1—e "P) — " _eavi-1?

2(yi-1)°

(1-enp?

n2 2

Dividiendo porne "P y sacando factor com{ine#vi-17

n2 p2
~14eEvn 1P <1+ — 1 (1- e”P)> -o.
(VA-1)
Tomando logaritmos,

2 K2

—n°p n -n
———— +log |1+ p—— (1—-e ") | =0.
TN T LV T )]
Como el segundo sumando se puede aproximar por
n
——(1-e"P),
VCETA
haciendo logl + p) = p— (p?/2) + (p/3) — --- = p+ 0(p), entonces
22
= 5 tP - z(1-e ") =0
2(yv/n-1) (V-1
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5, que es equivalente a decir

1 e P

Al resolver dicha ecuacion computacionalmente se obtiene que el maxiing ple
esp = (1, 6/n). Por consiguiente,

—2.56
16 e 16 <1— emz)
P (T) = 1—e 16 0, cuando n— .

De esta manera se llega a la misma conclusion que (2), es decir,

K
1-1-p)M=S (1-e").
=2

M-

Con esto,
K
%Z (1—e"Pi)

Supongase ahora que cuarily n tiende a infinito, con lap;’s distintas, la distri-
bucion empirica depy, npy, ..., np, definida como

1 X
RZ an\

converge en probabilidadr(x) sobre(0, «). 1(A) es la conocida funcion indicadora.
Entonces, se tiene que

Rzi/m X dF(x K/ (1) dF(x).

Se defineX; como una variable aleatoria que indica el nUmero de veces que se ha
observado el clustej en la muestra, cofj =1, ..., K; y considérese el siguiente
lema de Holst (1979).

Lema. P(X]_ = X1, Xo = X2, ..., Xk = Xk) = p(Y1:x1, Yo=Xo, ..., Yk=
K
= xk/ Zle = n) , donde{Y,} son variables aleatorias independientes de Poisson con
=

media np.
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Entonces:

E(K) = (Z x,>0> (le YJ>0> ZProb(Yj>O):
— Y [1-Probl(Y, = 0)] =
,Zl[ robl(Yj = 0)]

- 1[1enpj]gj21/0 [1- &™) dF(x) =

- K'/Ooo [1-e™] dF(x),

justamente lo que se quardemostrar.

2.1.2. Lavarianza d&

Se tiene que:
var(K) = E(K?) — EX(K).

La esperanza d& ha sido calculada anteriormente. Ahora queda por determinar
quién esE(K?).

:ii (li=h=1= ZZ{p D+plh=1)— p(lj0I|:1)}.

j=1=

Comop(lj=1)=1-p(lj=0)=1—(1—p))", y la probabilidad de elegir el cluster
j o el clusterl espj+p (j #1), entonces

p(lj=1) o (h=1))=1-Q1—(pj+pm)"), j#L1
Pero sil = j, entonces(lL=1) U (=1 =(j =1),y
p(h=1) o (h=1)=1-(1-pp"

Por consiguiente:

ER?) = 2Ky pli=1)- 35 {plj=D+pli=1}- plh=1) =
(B == =1
j #
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-~ (e 1)<K ne m) KK-D+ T3 @-p-p)'=
=1 =1=1
j#1
= Ke2K-1 S 1 > 1
( );1( pI) 2.2 (1-pj—p)
!
Por tanto,
var(K) = K2—(2K—1)i(1—p|)”+
I=1
K K K 2
1- (1- =
+ J;I;( pj — Z pJ]
j#1
= K- (K-DY (1-p)" zz (1-p,- )"~
I=1 j=1=1

Hay que notar que dicha expresion coincide por la dada por McNeil (1973)

3. DISTRIBUCION ASINTOTICA

A continuacion se prueba la normalidad asintoticadmediante el método de Holst
(1979) (ver también Esty (1985)).

Teorema. La distribucbn asinbtica de la expregin
K™Y2 (K —E(K))
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converge a una distribuén normal de media cero y varianzé, la cual esh dada en
la demostradn.

Demostracbn.  Notese queK = K — N, dondeNy es una variable aleatoria que
indica el nUmero de clusters no observados en la muestra que se definédNgemo

Z I (Xj =0) y E(No), utilizando la variable aleatoria indicatriz

i 1 si el clusterj ocurrei veces en la muestra.
@ 7=

J 0 en otro caso.

K
esigualay (1- p;)". Entonces:

Sea:

Se define )
Zy = f(xj), M < K.
" Zl

Obsérvese que &l es todoK,

K K

Z-27,- ilnx,-) =3 104) = (=P =No— 3 (1= p))"
2

j=1 j=1

K
Ahora, el problema consiste en encontrar la distribucion asintoéca=d Z f(Xj).

j=
Para ello se va a seguir el método de Holst (1979), demostrando q’uadm)n

caracteristica de
K
K—1/2 (NOZ (1— pJ )

converge a una distribucion normal de media cero y variarizaiada en la demos-
tracion. Para ello se prueba primero a continuacion cual es la digtibasintotica
deK %2z,.

Considérese de nuevo el lema enunciado en el apartado anterior:

K
P(X1 = x1, X2 = Xz, ---7Xk_Xk)_P<Y1_y17 Y2 = Yo, ---:Yk:yk/ZYj —n),
=1

426



donde{Y;} son variables aleatorias independientes de Poisson con mpgdieEn-
tonces:

71/2% f(Xj) 71/2% f(Yj)

- . - K
E{esk T —Elex T /Zvj:n (M < K).
=1

Considérese ahora el siguiente lema de Holst (1979).
Lema. SiSi(U, V) es un vector bidimensional con U entero, entonces
. 1 +T0 . .
S — - - u(U—n)+isvV
E(€°/U =n) 2nP(U:n)ln E(e' )du.

Entonces,

> (anpj)+iSK1/Zilf(Yj)
=

+7
! / E|e=! du.
> “n

K
2T[P<Z Yj=n
=1

K K
Ahora bien, comd (Z Y,-) = > npj=nynl=e"v2nnn', entonces
= =

n n" 1
P %Yj =n|=¢e" = )
= e nV2rtnn" /21N

Haciendo el cambio de variable= u./n,

1/22 f(X) )
E|lesx T /Zvjn =
j
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K M
itn 1/22 | —npj) |sK’1/22 f(Y

+T[n1/2
— 1 / s i =1 nfl/Zdt:
Tin

K

i 12 (Yj—np)) +isK 25 (V)

1 +Trn1/2E 4 4 g
_ = = t.
\/ZTT/—nnl/Z ©
Sea
1 +minY/2
() = —— [ e han(s Ohan(t)dt
donde .
_ jtn Y2(Yj—npj)+isK Y2 £(Y))
hin(s, t) = [ E (& (" j
Me( )
y
K Gl N -1)2
han(s, t) = E (et(ine)n ).
j:IJH ( )
Ahora, "
hon(t) = i g /2(m-npy) gnpy (NP
j=M+-1r=0 m!

L1 m
K i w (e"” /npj)
= g tn=7/“pj a—npj Z =
j=M+1 =0 m
K . . 1/2
— g in Y2 e Py gnpi e /
j=Mt1

(gt /2 1
- —itn*l/ij e*npj (e'n )

j=M+1
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Comoet 2 =1 4 (it /y/n) — (t?/2n) +0(n), entonces:

K K

—itn /2 pj n ngl pj (1+ (it/v/n) — (t2/2n) -1

han(t) = e I=MHL e =

K K

—itn 112 pj n pjitn Y2 —n % pj (t2/2n)
j=fr1

= e j: +1 e j:

K

- g pj (t?/2n)

— g I=M+1
Consideranddn(s, t), se tiene:
M

hin(s, t) = I_I (e'm Y2(Y;—npj)+isK M2 £(Y;) ) I_Ilgj S 1),

donde

gi(st) = E (eit" Y2(Y;—npj) +isk 1/2f(Yj)) _

Ahora bien, el primer factor es igual a:

E (eitn*1/2 (ijnpj)—k—isK*l/zI(Yj:O)) _

— gitn Y2pjtisk M2 gonpj

© AR ((dtn Y2\*
+e—itn 1/2101 e npj {FZ % _ 1} —
—0 .

. ) . in-1/2
—e e—ltnfl/2 pj (éSK*UZ B 1) + e—ltnfl/2 Pj @ NPj g Pj gtn=Y/

El primer sumando se puede poner de la forma:

nt? p? P
—Npj wn—1/2 . J ick—1/2 _
e P (1 itn=*/“p; 5 ) <|sK 2K> =

. & ts -
=€ npj{'SK HE - K T ni2Ki2 (npj)} O(K™).
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Y el segundo sumando se puede escribir recordando el desarroligi@g como
e(*pj/z)tzl

Por consiguiente,
E (eitn Y2 (Yj—npj)+isK 1/2|(YJ-:0)) _

2K iz
El segundo factor, teniendo en cuenta que

—e {isKl/2 LA (npj)} +el AT oK),

(17 pj)n — elOg(lpr‘)n =~ eirlpj7

. n &
g SK Y2(1-p)" 1 jgk—12e P > g 20 4 g(K1).
T +0(K™)
De esta forma,

gi(s.t) = e (Pi/2)t%

2 o (w12 S ts -
X {1+e(PJ/) e "Pi (ISK /R+W(npj)}x
. ~1/2 A—NDi 52 —2NpP; -1
X {1-isK Y2e M- — e P4 0(K

Haciendoe(Pi/2t* = 1+ 0(p;t?),

gi(s,t) = e(pi/z)tz{l—isK1/2e”pi—%e2”pj+e“inKsK1/2—

- —e*”"’i+tise*”"’i(np-)+e*2”'°iszK*1 =
2K nt/2K1/2 !
(o2 € op F _np, 15000
= e (p/?2) {14_?3 ine J+We i
Por tanto:
" 42/22 Pj
gJ(S= t) = € =X

M
22 P
M s & ~ts(npy) . J
_ 2 g p 2 a2np, 1 o npj { ~ =1
x Jljl{l KE T ® TNt e J}_e X
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M

$/2K) e " (£/2K) e 2] tsnp /nY2KY2) e "Pi
[(s°/2K) e —( +2 (s

<

x e =1 =1
Entonces:
K M
1 a2 t/2<z pj + pj) > (tsng/nl/ZKl/Z) e P
Hn(s) = —/ e =1 =M1 /e dtx
vV 2Tt) —nint/2
M
32/2{ 1/K) Z e "M - (1/K) Z ani}
X e =1 =1 =
M 2
Y npe"™
“12{t- S
+mnt/2 q
= ——e dtx
—nnt/2 /2TT
M 2 M
52/2{2 npj) € ”pi} /nK ~/2) Z (1/K)e"Pi — (1/K)e 2P}
X e =1 =1

Si el numero de clusters en la poblacion y el tamafio de la muestra sam®nte
grandes, tomando el limite dé,(s) cuandon y K tienden a infinito, se tiene:

M
> npje "

J
nl/2¢1/2

2

—1/2{ t— s
+mnt’2 g
lim  Hy(s) = lim —e dtx
nK-— o n() nK—> o /J_qnl/2 /27T

M

2
52/2{2 npj)e “PJ} /nK
lim e

X

nK-—> o«

sz/zz (1/K)e " — (1/K)e 2"Pi}
X e =1
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Aplicando el teorema de convergencia dominada:

M
> npe
J
—1/2¢t— Tz S
+mnt/2 4
lim —e dt=
nK-—> o/ _mnl/2 /27T
( i 7))
> npje"
J
—1/2¢t— Tz S
+1nt/2 1
= lim ——e dt=
/7nn1/2 nK—> o | /21T

B +mint/2 1 1o B
= ——€ dt=1
—mnt/2 \/2TT

Por consiguiente:
Klm . Hi(s) =

5

(~/2) S 1/K)e S 1/K)e 2" - S (1/nK) ((np;) e P 2}
= lim Z{Zi Z le rinp)e ) =

nK— oo

—(/2) nkom lim { i (1/K)e "Pi i (1/K)e e 2npj _ % (1/nK) ((npj)enpj)Z}

=€ =1

Asi, K-1/2Z7, se distribuye asintoticamente como M0, 62), con

5 1 18 o 1 [ ?
= i - —npj _ — —<npj _ e NP
o, nKlﬂ . Kj;e KZ JZlnpje }

K

Ahora bien,Z = Z, + Z., siendoZ,,c = ; f(Xj). Se puede probar exactamente
j=M1

igual queK 127, se distribuye asintoticamente segin i@, o2.), donde

2
1 & 1k SRS R |
2 —  lim = e = e P — npje " -
O—MC n7K I—) oo { K j:g-i-l KJ j:g—}—l nK j:;—}—l pJ

432



Asi,

K-1/2 (No -y (1- p,-)”)
j=1

dondeo? = a2 + 02, tal que

dondec?(K) = K o?.

Supobngase ahora, como se hizo en el apartado anterior, que la distrilengirica

denpy, NPy, ..., Npk, definida como

).
2 - L5 /we’XdF(x)—lK /me’ZXdF(x)—
o K-Z 0 KerO

=

(i) ()

a3 (K)
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Una cota superior aparente para la varianza asintotidé es:

’ </Ow 4= dFea- (K/O“’ (Kx)d F(X)> - (K./ooo (xe ™) d F(x)>2>

K'/Omxd F(x)

2

K/Ow (1-e%) dF(x) — (K/Ow (Kx)dF(x)) K (K/ow (xe ™) dF(x)) .



Sea la variabldN; que se define como el nUmero de clusters que se observan exacta-
mentei veces en la muestra. A partir de la variable aleatoria indicatriz definida en

©)

et =3 () ra-p

[l

Jilenloj (nil:!)J') o~ Jil'/ow (e—x%) dF(x),

HEN) = K [ (e7) dF (),

<
(@)
o
3
o
m
>~
14
e
o\
=
|
(D‘
=
o
ay
X
(%)
@D
o
O
[
D
>
@D
o]
[
o

Por consiguiente, un estimador d&K) es
83(K) =k— (n3/n),

al reemplazar las esperanzas por los valores observados.

4. RESULTADOS NUMERICOS

Antes de presentar los resultados numéricos es necesario indicar que, auolue el
jetivo principal de este articulo es la propuesta de presentar una télenatzencion

de una distribucion asintotica para un estimador del nUmero deeduen una pobla-
cion, es necesario y conveniente resaltar como corkegixisten técnicas jackknife

y bootstrap que corrigen y ajustan el estimador segln el sesgo cometideriefm
(1998, a y b) se presentan justamente estas técnicas como reduccion y correccid
del sesgo. También ha sido utilizadas por Burnham y Overton (1979¢ptnaar el
namero de individuos en una poblacién, o por Heltshe y Forresd&3jlpara estimar

el nUmero de especies en un ecosistema.

Ejemplo 1

Este ejemplo es propuesto por Fisher, Corbet y Williams (1943). Bb&pkcies
fueron cogidas en una trampa - muestra en la localidad de Rothamsted y clasificad
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por especies. Los datos se resumen en la siguiente tabla.

i 1 2 3 4 5 6 7 >8
n |3 11 15 14 10 11 5 139

Fisher, Corbet y Williams estimaron el nimero de especies en 2819240, y la

varianza es 5
s e 35
~2 2 ~
07(K) =k— (n7/n) =240—- —— = 240
Obsérvese que debe tender a infinito cuand¢ es sumamente grande. A conti-
nuacion se presenta un ejemplo por simulacion para ver la eficieniasggin las

probabilidades de observacion de cada cluster.

Ejemplo 2

Entonces para comprobar la eficacia del estimador proptes® ha evaluado me-
diante métodos computacionales por simulacion. La evaluacidt i sido llevada

a cabo simulando una muestra aleatoria o bien de tamafo 50 o bien de th@tan
de una poblacion de 200 clusters.

Las probabilidades de observar los diferentes clusters han sido considesagas-
cientes al intervald0.0020; Q01]. Se han considerado 6 casos posibles. En el primer
caso se ha considerado las probabilidades iguales. En el segundo los prih@ro
clusters tienen probabilidades 0.004 de ser observados y los 100 sgu@006.

Los siguientes casos se van considerando poblaciones mas heterogéneas. €ada cas
se ha simulado 50 veces y se han tomado el promedio de los resultados.

Los resultados obtenidos indican que:
— K siempre bajo estima el valor d€, siendo muy sesgado. Técnicas para
corregir el estimador han sido ya mencionadas.

— Para cualquier poblacion, el sesgo cometido igazuandon = 50 es siempre
mayor que cuanda = 100.

— El sesgo de cada estimador aumenta a medida que la poblacion es mas hete-
rogénea.

— Lavarianza d& cuandon = 50 es ma pequefia que cuamde 100. A medida
gue la poblacion es mas heterogénea, la varianza es ligeramente mayor.
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Tabla 1

Casos| n pj K 62 | E(K-K) | ECM. | V(K)
1 50 pj = 0.005 119 | 48.91 -81 6593.14 | 32.14
j=1-200
100 132 | 53.41 —68 4662.09 | 38.09
2 50 pj = 0.004 103 | 44.12 -97 9447.01 | 38.01
j=1-100
pj = 0.006
j =101- 200
100 118 | 48.43 —82 6768.80 | 44.80
3 50 pj = 0.0035 94 | 39.10 —106 11274.10 | 38.14
j=1-90
pj = 0.0045
j=91-180
p; =0.014
j =181- 200
100 107 | 43.41 -93 8694.04 | 45.04
4 50 p; =0.01 82 | 41.27 —118 13967.20 | 43.24
j=1-10
pj = 0.004
j=11-100
100 pj =0.003 97 | 46.92 —103 10657.10 | 48.12
j=101-190
pj = 0.023
j=191- 200
Continuacion
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Tabla 1 (cont.)

Casos| n pj K 82 | E(K-K) | ECM. | V(K)
5 50 | pj=0.0035 67 | 4412 | —133 | 17735.20| 46.28
j=1-50
pj = 0.006
j=151—100
pj = 0.002
j=101-125
100 | pj = 0.009 85 | 48.43| 115 | 13274.20| 49.21
j=126—150
pj = 0.005
j = 151— 200
6 50 pj = 0.006 56 | 48.91| —144 | 20785.20| 49.24
j=1-25
pj = 0.0025
j=26-50
pj = 0.009
j=51-75
100 | pj =0.008 69 | 5341 | —131 | 17216.30| 55.39
j=76-100
pj = 0.001
j=101-125
pj = 0.002
j =126—150
pj = 0.005
J=151-175
pj = 0.004
j =176—200
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A natural estimatorK, is propousted to estimate the number of clusters,
K, that there are in a heterogeneous population. A limit law norisal-
gorously proved foK. The proof utilizes a method of Holst (1979). The
performance of the estimator is investigated by means of Monte €&flo
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Assume that a random sample is drawn from a population with unkmawmmberk
o clusters. Denotg; the probability that any observation belong to ke cluster,
K

i=1 ..., K, Z pj = 1.
=

A natural estimator, with bias, and its value belongind@oK) is

~ K
j=1
where

| 1 if the clusterj is observed in the sample.
71 o otherwise.

The expectation oK is
-3 @-p)= K/ (1—e ™) dF(x),
& Jo

whereF(x) is a distribution function. This result is applied in the prooftatain the
asymptotic distribution. A lemma of Holst (1979) is very imgont to proof it. The
variance ofK is:

2
var(K leJ Zle, (Zlm),
i#1
which is similar obtained by McNeil (1973).

The principal goal is the limiting normality of the estimator biagedvhich is derived
using the method of Holst (1979). The result is important becausentbthod can
be used to obtain the asymptotic distribution of a estimator.

If assume thah — oo, then
K™Y (R ~E(K)) —— N(0, 03),
wherec% is given in the proof.

The performance of the proposed estimator is investigated by means ¢é I@arlo
simulations. Some alternatives are showed to correcting and adjustifay its
estimated bias.
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