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1. INTRODUCCION

La Descomposicion en Valores Singulares (DVS) de una madfiz de rangor
(< p< n) es un resultado descrito por primera vez por el matematico inglés Syvest
[20], que permite descompon&rcomo

1) X =VAU',

dondeA = diag(A1,... ,Ar) es una matriz diagonal dondé, ... ;A2 son los autovalo-
res positivos d&X'X, U =|u, ..., U] es la matriz de autovectores ortonormaleX ¢
yV =|v1,...,V] es la matriz de autovectores ortonormales{dé, correspondientes
a los autovalorea?, ... A2,

Su importancia estadistica se debe a Eckart y Young [3] y Household=urygY13],
gue mostraron que N1 > A2 > ... > A, el mejor ajuste en el sentido de minimos
cuadrados de la matriX por una de rangq < r viene dado por la matriz

) X@) = ViaNagY(q):

con A\ = diagAg, ..., Aq), Uig) = [Ur,-.. ,Ug] Y Vg = [V1,..., V], €s decir, X
minimiza -
IX=M[Z=5 5 (6; —myj)2.
P

Ademas, una medida absoluta de la bondad de este ajuste puede definilge
proximidad a 1 de

q r
3) Xal2/IXI2=S A2/ S A2.
a=1 a=1

La DVS, o la descomposicion espectral de una matriz simétrica que esaparésu-

lar de DVS, es el fundamento de muchas de las técnicas de reduccion y representaci”
de datos, como el analisis de componentes principales, que pueden versgnpor

plo, en Jolliffe [17] o Jackson [14], y el de coordenadas principales enr&si§2],
algunos modelos factoriales descritos, por ejemplo, en Reyment y Jof@Skagen
Jambu [15], el analisis de correspondencias, descrito por Greenacre [dEcnica

de representacion biplot, iniciada por Gabriel [7], entre otras.

En los Gltimos aflos pueden encontrarse numerosas referencias en laréitecdire
Analisis Cluster (Gnanadesikan [9], Gordon [10], Everitt [4]), a8 fjue se sugieren

el empleo de procedimientos geométricos de representacion de los dat@ndae,
mayoria de los casos, se refieren a alguna de las técnicas mencionadas arteeriomen
Aungue ninguna de ellas esta especificamente disefiada para indicasdagi de
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clusters, se utilizan para este prop0sito conjuntamente con otrosdimtientos de
obtencién de grupos homogéneos, no sbélo para indicar su presemnctarsibién para
prevenir ante pretensiones excesivas de grupos producidas por proceubnmers
complejos.

En este articulo pretendemos utilizar la DVS para proponer un procedargen-
meétrico que permita obtener clusters naturales dentro de un conjuntatake dEste
procedimiento esta inspirado en las representaciones geométricas quets}, lsipbre
todo, el modelo factorial, permiten hacer de cualquier conjunto de indigidu

2. EL MODELO DE REPRESENTACI ON BIPLOT

El biplot es un modelo de representacion basado en la descomposiciguélfje
introducido por Gabriel [7] y relacionado también posteriormente pee@acre [11]
con el analisis de correspondencias. Dada una matriz de ¥ago® individuos y p
variables), el biplot proporciona una descripcion conjunta, exacta aiapada segin
el rango deX, de losn individuos y lasp variables en dos dimensiones.

A partir de la descomposicion (1), puede definirse una matriz diaghaion 0<
a < 1, cuyos elementos seaf,... A%, y otra similarA}~® para formar las matrices

(4) G=VAY,  H =AM

Estas dos matrices permiten expre¥atomo

(5) X=G-H,

lo cual es equivalente a que cada elementXd& pueda escribir como

(6) Xij = o -hj, i=1....nj=1,....p

siendog; y h;j los vectores formados por las filas Gey H respectivamente.

Si, como hemos supuesto en la introduccion, el rangX dsr, los vectoresy y

h; tienenr componentes, permitiéndonos obtener una representacion conjunta de las
n filas y las p columnas de la matriX en un espacig-dimensional. Gabriel [7]
denomina a los vectorep ‘efectos fila’ y a losh; ‘efectos columna’ que intervienen

de forma multiplicativa en cada elemengp de X.

En el caso de quX tenga rango 2, esta representacion puede hacerse en el plano, con
las consiguientes ventajas de interpretacion, denominandose a este tguresenta-

cion biplot de X. En general, si rg()> 2, las propiedades minimo cuadréticas de la
descomposicion (1) nos permiten obtener una representacion aproximdardel
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plano, tomando las dos primeras componenteg; geh;. Este tipo de aproximacion
puede ser utilizada también para la representacion en espacios de dinmeagi@m
gue 2, aunque éstas sean menos claras desde el punto de vista grafico. [&amiel
refiere a ellas combimodels reservando el termino biplot para la representacion en
dimension 2.

La no unicidad en la obtencion del biplot Bedada por el escalar en la definicion de
Gy H en (4), puede evitarse dando valores particularesaénponiendo condiciones
al modelo grafico obtenido con los vectogs h;.

El biplot que mas informacion puede darnos en cuanto a las relacionesdasnfitas
(individuos) deX, con vistas al descubrimiento de posibles grupos entre ellos, es el
gue se obtiene pam= 1. Con este valor se tiene

(7 G=Vi2/\po), H = U(’z),
que verifica
(8) HH=1,

Este biplot, ademas de (6), verifica que (Gabriel, [7]):
9 XX = GG,

es decir, las relaciones entre las filasXle@especto de la métrica euclidea, pueden
ser representadas por las de los vectgresn la misma métrica. Esta relacion (9)
permite obtener, para dos filas cualesquiena xx de X, que:

(10) XX ~ ook,
(11) Xl ~lill,
(12) cosfi,x) ~ cos@i,gk),
(13) I =~ [/gi — 9kl

indicando(x,y) el angulo entre los vectorese y.

Las propiedades anteriores pueden ser utilizadas al inspeccionar el biplotapénid

(7) cuando se pretenden encontrar clusters entre las filxs &® concreto, vamos a
analizar el ejemplo que nos proporcionan los conocidos datos de los teslédris

que Fisher [5] utilizd por primera vez en problemas de discrimimac@omo se sabe,
estos datos consisten en las medidas de las longitudes y anchuras (en mos) de |
sépalos y pétalos de 150 especimenes de plantas de Iris. Fueronagifitaglantas

de cada uno de los tres tipos de Iris Setosa, Versicolor y Virginicajugaunosotros
s6lo utilizaremos aqui las 10 primeras plantas (Tabla 1) para analizar jumtmn
mas manejable. En ella se han ordenado los datos de forma que las 3 prioresas fl
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son del Tipo Setosa (A), las 3 siguientes del Tipo Versicolor (B) y ladtiinas
del Tipo Virginica (C), como se aprecia en la Gltima columna. Estafidasion
sera ignorada en principio, pero nos ayudara posteriormente paralizaado los
resultados obtenidos.

Tabla 1. Las 10 primeras flores Iris utilizadas por Fisher (1936)

IRIS Long. Anch. Long. Anch. | Tipo
Sepa. Sepa. Peta. Petal Iris
1 50 33 14 02 A
2 46 34 14 03 A
3 46 36 10 02 A
4 65 28 46 15 B
5 62 22 45 15 B
6 59 32 48 18 B
7 64 28 56 22 C
8 67 31 56 24 C
9 63 28 51 15 C
10 69 31 51 23 C

La Figura 1 muestra el biplot definido por (7) para la makig4 de la Tabla 1
cuando se utilizan los datos centrados, es decir, medidos respecto de la enealitad
columna. Es evidente que esta transformacion no cambia las distanciassedatire

las flores. Se han representado las filas mediante el correspondiente nurasro vy |
columnas mediante las correspondientes direcciones.

Figura 1. Biplot de los datos Iris centrados por columnas.
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La inspeccion del biplot de la Figura 1 s6lo nos permite descubardiferencia clara

entre las flores del tipo Ay las de los tipos B y C. Entre las flores de detéltimos

tipos se aprecian ligeras diferencias, pero éstas no permiten obtener resaltads

en cuanto a posibles agrupaciones entre ellas, ni en cuanto a que coincidan estas
agrupaciones con la clasificacion de tipos.

Debe notarse que cualquier procedimiento que se utilice para formagrslusitre
los individuos de un conjunto, debe partir de una medida de pidaohentre los
individuos (distancia, disimilaridad, similaridad, etc.), y de ueentca clasificatoria
(jerarquica, no jerarquica, etc.) que mediante un algoritmo apropiacgmgdotios
grupos.

En este caso, la medida de proximidad que estamos utilizando es la distantdea
entre los individuos, cuya representacion aproximada nos propareibbiplot, y
cuyo cuadrado puede expresarse, en virtud de la regla del paralelogramo, como

d2 = d?+d2—2-d-dg-cody
(14) = (di—d)?+2-di-de- (1 coBy)

donde hemos llamado [& — x«|| = dik, [|Xi]| = di ¥y [|X«|| = dk, siendo]| - || la norma
euclidea yBj el angulo que forman los vectorgsy x¢. La igualdad (14) significa

gue la distancia entre dos individuos cualesquiera depende de la diferamtre

sus distancias al origen y del angulo que forman. Dos individuosagstatximos
cuando sus distancias respectivas al origen sean muy parecidas y, ademas, el angulo
gue formen sea proximo &0 En el biplot de la Figura 1, las flores 1 y 2 estan
proximas porque distan del origen aproximadamente lo mismo y formamngulo
proximo a @, en cambio, las flores 5 y 8 no estan proximas porque aunque distan
del origen aproximadamente lo mismo, el angulo que forman es proxit&ira y
tampoco estan proximas las flores 6 y 8 aunque formen un angulo mré@xiohya

gue tienen distancias al origen distintas.

La técnica clasificatoria debe actuar en base a las distancias entre los iosliyjighor
tanto, teniendo en cuenta las diferencias entre sus normas y los angulesmae.

Es evidente que aunque el biplot es capaz de representar bien estas relaciones, esto
es suficiente para proporcionar una regla clara de clasificacion entre losluod.

La decision sobre el nUmero de grupos y sobre la asignacion declogmrios a cada
grupo necesita algo mas que la simple inspeccién de una representigédbn b

3. LOS MODELOS FACTORIALES EN MODORY Q

Reyment y Joreskog [19] y Jambu [15], describen que la descompogldipermite
también, dada la matriz de datssp, obtener un conjunto de direcciones principales
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gue recojan en orden decreciente la maxima variabilidad, tanto en el espacio de los
individuos (RP) como en el de las variableRY), considerados aquéllos y éstas como
puntos o vectores dentro de dichos espacios, con coordenadas las filas o lasmesolum
de X.

3.1. El modelo factorial para variables

En concreto, para la matri, , previamente centrada por columnas, puede obtenerse
un modelo factorial para las variables (0o en modo R) de la forma

(15) Xnp=Fng- (Apg)'+Enp

tomandoF = Vg y A=Uq-/\q. La matrizF representa por columnas un conjunto de
variables ideales o factores, siendo las filag=dias puntuaciones que alcanzan los
individuos en ellos. La matriA se denomina matriz de pesos o cargas factoriales,
y sus elementos permiten cuantificar la relacion entre las variables originabdss y |
factores. Por Ultimo, la matriE o de términos error, representa la informacion
contenida erX que no es capaz de explicar el conjunto de factores.de

Desde el punto de vista geométrico, el modelo (15) escrito sin la niatriz
(16) Xn,p = Fng (Apg)’

representa que cada variable puede escribirse como combinacion lineafatedoss
extraidos, es decir, el conjunto de variables podria considerarse ajue,esrores,
esta contenido en un subespacio de dimengibnya base ortonormal la forman los
g factores. Notese que la eleccion del nUmero de factores no tiene poerqdésso
tres.

Aunque la formulacion (15) del modelo factorial no cumple con las tegé del
modelo clasico en lo que se refiere a los factores especificos ([12]),hsict en
cuanto a los factores comunes, ya que la matriz de covari@wasfica que:

(N—1)-S=X'X ~ AA

La solucion (15) es una de las técnicas mas utilizadas para extraer uresgpsoiu-
cion factorial ortogonal, de la que, posteriormente, pueden derivaige refalizando
rotaciones ortogonales u oblicuas con ella.

Conviene notar que, basicamente, los criterios analiticos que se upibzarrealizar

las rotaciones estan inspirados en las condiciones dadas por ThurstprEaf2l
obtener una estructura factorial mas simple. Tanto si los factores rosgioen
siendo ortogonales como si se obtienen factores oblicuosyitesios de estructura
simple de Thurstonpretenden convertir los factores originales en otros que pasen,
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aproximadamente por los posibles clusters de variables, de forma quarcatiEnga
pesos muy altos (positivos 0 negativos) en uno de los factores y praetiteumulos

en el resto (Cuadras, [2], pp. 169-173). Esta idea de agrupacion deriables a
través de los factores es la que trataremos de utilizar para hacer lo mismoscon |
individuos de un conjunto, en el que se sospeche la existencia desgrapoales.

3.2. El'modelo factorial para individuos

Al igual que se hizo con las variables, puede pensarse en obtener de (1) alo mod
factorial para los individuos (o0 en modo Q) de la forma

17) Xn.p = Bng- (Gpg)' +Enp

tomandoB = Vq-Aq Yy G =Ug, dondeB, G y E representan lo mismo que en el
modelo para variables, cambiando éstas por los individuos.

También en este caso, el modelo (17) escrito sin el término Error

(18) Xnp~ Bng- (Gpg)’

representa geométricamente que pueden enconudiaetores (individuos ideales)
respecto de los cuales lasndividuos iniciales pueden expresarse como combinacion
lineal de ellos.

Debemos notar que al igual que en el modelo R-factorial la matriz de pPeses
obtuvo a partir de la descomposicion espectraX®¢ matriz que salvo una constante
representa las covarianzas entre las variables, en el modelo Q-factorial la matriz
de pesosB se obtiene de la descomposicion ¥&X', que representa los productos
escalares de los vectores fila ¥e

Ademas, de la forma de extraer la matriz de peBa=n (17) y la relacion (2) se
deduce que
B=X-Uq,

es decir, inicialmente los elementos Bleepresentan las coordenadas de los vectores
fila de X respecto del sistema de autovectddgy, por tanto, esta matrid representa

los cosenos de los angulos que forman cada individuo con cada factordsafien
rectores), multiplicados por las longitudes de tales vectores, es decir; $lasector

de RP que representa al individuio

bij = coordenada d& en la direccior;
cosd;j - [l

con6;j el angulo que forma el vector con el vectomw;.
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Por otra parte, el modelo Q-factorial nos va a permitir rotar los factamsgonal

u oblicuamente, con los mismos criterios utilizados con las variables (&ud@),
para obtener factores nuevos que determinen, aproximadamente, los posiies cl
existentes dentro del conjunto de individuos. Cuando se transfoonadadtores me-
diante rotaciones, en general oblicuas, la nueva mBfrigmatriz de pesos rotada)
sigue teniendo el mismo significado en cuanto a las coordenadas respecto ae-los n
vos factores, sin embargo no sirve para obtener los cosenos directoresceSano
para estos casos definir una nueva matriz asociada al modelo factorial, dedamin
matriz de estructura factori&h g, en la que sus elementos representan tales cosenos
multiplicados por las longitudes de los vectores filaXdeLa relacion entre ambas
matrices viene dada por

(19) Sg= BF\,q “Oqq

con ©qq matriz de cosenos de los angulos que forman los factores. Claramente, si
Oqq =1 en el caso ortogona, q = By, ;.

Todo lo comentado anteriormente para las matrices de pesos y estructurda tiene
misma validez si partimos de una matriz de dafésen la que los vectores fila

w; son los de la matrizX normalizados. Los elementos de la maMi#W son
ahora los cosenos de los angulos que forman cada pareja de filas alele X.

Con la descomposicion espectral\W8V se obtiene una nueva matriz de pesos, que
seguiremos llamandB, y si aplicamos una rotacion oblicua obtendremos las matrices
B" y S, siendo ahora los elementos 8éos cosenos directores de los vectores fila de
X respecto de los factores respectivos. Estos cosenos directores oscilagaii gntr

1, y tienen un significado claro en cuanto al grado de asociacion de cada individu
con cada factor, de forma que podrian utilizarse para obtener una clasifickclos
individuos segln el factor al que se asocien con valores proximos atlesnes.

Hay que aclarar que el modelo Q-factorial obtenido al normalizar las filas de

tiene una relacion facil de expresar respecto al que se obtiene con el oldemido
normalizarlas. Lo que ocurre es algo parecido al problema de obtener las compo-
nentes principales de un conjunto de variables antes y después de su tipifiesci
decir, con la matriz de covarianzas o con la de correlaciones. Los argumentes sob
la homogenizacion de la dispersion de las variables para usar la tigficada re-
comendacion de que no se tipifiquen cuando tengan dispersiones parecatis; pu
considerarse con los individuos en cuanto a las normas euclideas que grdasnt
filas deX.

A pesar de lo expuesto hasta ahora, el procedimiento que pasa por obteneele mod
Q-factorial de la matrixVV, no es tampoco lo suficientemente adecuado para detectar
las diferencias entre algunos clusters. Concretamente, pueden encontrarsesejempl
de conjuntos de datos (Figura 2) en los que, existiendo grupos,alisiarfiactorial

en modo Q por el procedimiento expuesto antes no detectaria algunos dé&etes.
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plemente, el hecho de que exista mas de un grupo (clusters 1 y 2) en alglasa de
direcciones de maxima variabilidad, hara que el factor que determineréaicidin
aglutine a todos los grupos que se encuentran en dicha direccion. eramilede
ocurrir que existan grupos de elementos (cluster 3) en los que todasdasiaiies
principales«pesen por igual.

Figura2. Ejemplo de conjunto de datos con grupos naturales entreialgunos no pueden
ser detectados con las asociaciones que establece el mpddtorial con la matriz
normalizada por filas.

Lo que ocurre en estos casos puede ser debido, por una parte, a queviokiasdi
forman angulos muy parecidos entre si aunque tienen normas muy dfefentlos
casos 1y 2) vy, por tanto, los elementos de la matriz de estructuras asociamal m
factor a individuos de clusters diferentes y, por otra, a que los ithddg tienen
normas muy parecidas y pequefias en relacion al resto, pero forman angylos mu
distintos (en el caso 3) y, por tanto, los elementos de la matriz de esasi@socian

a los individuos de un cluster a varios factores a la vez.

Figura3. Ejemplos de datos que clasificaria mal el modelo Q-fadtoda la matriz norma-
lizada por filas.
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La figura 3 aclara lo anterior. Los individuos representados por el vegt@rfbrman

un angulo proximo aQy, por tanto, tendran un coeficiente de asociacion préximo a
1 que hara que queden asociados al mismo factor, a pesar de que sus difelencias
longitud deberia clasificarlos en factores distintos. Los individlio3 y 4 forman
angulos muy diferentes, pero sus longitudes son parecidas y pequef@aogimra
otras, lo cual aconsejaria que estuvieran asociados al mismo factor.

En el caso de las flores Iris, centradas por columnas, analizadas en la seccion anterio
la Tabla 2 representa los valores de la ma@rizbtenidos para el modelo (17) cuando

se toman los 4 factores posibles y los valores singulares correspondigatese que

si representamos las flores respecto de los 2 primeros factores obtendrernpdst el b
de la Figura 1. Ademas, la penultima fila de la tabla indica el tantccignto de la
variabilidad total que es capaz de explicar cada factor y la Ultima el que exfiEan

g primeros segin (3). Por ejemplo, el biplot de la Figura 1 represert@.£6% de

la variabilidad presente en los datos.

Tabla 2. Matriz de pesos iniciales B del modelo Q-factorial para l@gas Iris centrados por

columnas

Iris Factor 1 Factor 2 Factor 3 Factor 4

11 —29.27 —0.99 1.87 —0.69

12 —30.50 0.61 —1.58 0.71

13 —34.46 2.16 0.05 0.19

14 8.67 -2.33 2.29 -1.71

15 7.39 —7.34 0.27 2.18

16 8.78 2.84 -3.70 —0.18

17 19.33 0.36 -2.32 1.09

18 20.88 3.74 0.47 0.45

19 12.11 —2.53 —1.74 —2.66

110 17.06 3.47 4.38 0.62

Val. sing. 66.56 10.30 7.27 4.20
% Var. expl. 96.16 2.30 1.15 0.39
% Var. acum. 96.16 98.46 99.61 100.00

Cualquier clasificacion de las flores que queramos obtener analizando las asesiacion
de la Tabla 2, deben tener en cuenta los dos parametros (14) de los queetiepend
las distancias relativas entre las flores: las diferencias de distancias al orgen y
angulo que forman. En su lugar queremos que tal clasificacion deperddesahn
parametro: el angulo que forman.
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Con el mismo ejemplo, si después de centrar por columnas se normalizatdepdr
filas, la Tabla 3 nos muestra la matriz de pesos inicial obtenida pdipéka los tres
primeros factores, asi como los valores singulares y los porcentajes dbildat
total que representan.

Tabla 3. Matriz de pesos inicial con los tres primeros factores pdrmedelo Q-factorial obte-
nido con los datos Iris, centrados por columnas y normalisagor filas

Iris Factor 1 Factor 2 Factor 3
11 —0.99 —0.08 0.04
12 —0.99 —0.003 —0.06
13 —1.00 0.02 —0.001
14 0.93 -0.25 0.21
15 0.71 —0.66 —0.15
16 0.87 0.39 —0.27
17 0.98 0.07 -0.11
18 0.97 0.19 0.07
19 0.96 -0.11 —0.13
110 0.93 0.16 0.29
Val. sing. 2.98 0.87 0.52
% Var. expl. 88.6 7.5 2.7
% Var. acum. 88.6 96.1 98.8

Podemos ahora utilizar los 2 o 3 primeros factores, ya que en ambos casaeatgje
de variabilidad explicada es alto, y aplicar un criterio de rotacion obliewa pbtener
direcciones que clarifiquen mas la agrupacion de los individuos.

En este caso hemos utilizado el criterio de rotacion oblicua oblim&cidir([16])
y hemos representado en la Tabla 4 las matrices de estructuras obtenidas con los 2
primeros factores (izquierda) y con los 3 primeros factores (derecha).

Una simple inspeccion de ambas matrices de la Tabla 4 nos permite veogjue |
posibles grupos que pueden determinar los factores, buscando los elecoentasor
absoluto més alto en cada individuo son, por un lado, el formado poroies ftlel
grupo Setosa (11, 12 y 13) que tienen una asociacion alta con la direceigativa del
Factor 1y, por tanto, cosenos directores proximed.a Por otro lado, las flores de los
grupos Versicolor y Virginica (14, 16, 17, 18, 19 y 110) que se a&m al mismo factor

1 en su direccion positiva sin posibilidad clara de distincion elasedos grupos,
mientras que la flor I5 del grupo Versicolor quedaria asociada a la direnegativa

del Factor 2.
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Tabla 4. Matrices de estructuras con dos y tres factores para el nwoQefactorial con los datos
Iris, centrados por columnas y normalizados por filas, cortlisificacion obtenida
segln el mayor grado de asociacion con los factores

Mat. de estr. (2 fact.) Mat. de estr. (3 fact.)
Iris Factor 1 Factor 2 Factor 1  Factor 2  Factor|3
11 -0.99 0.53 -0.99 0.58 0.01
12 -0.98 0.59 -0.98 0.62 -0.11
13 -0.98 0.62 -0.98 0.65 -0.06
14 0.87 -0.75 0.87 -0.74 0.34
15 0.58 -0.94 058  |-0.96 0.15
16 -0.21 -0.31 -0.35
17 -0.53 0.98 -0.59 -0.06
18 -0.43 -0.46 0.05
19 0.92 -0.66 0.92 -0.71 -0.03
110 |[0.95 -0.44 -0.43 0.26

Aparece en este ejemplo el problema que comentabamos anteriormente, debido a
gue los dos grupos Versicolor y Virginica estan asociados al mismorfpotque

estan muy proximos respecto a los angulos que forman entre ellda yea, con la
direccion positiva del primer factor principal. Veremos si una tramsé@ion previa

de los datos puede resolver este problema.

4. UN PROCEDIMIENTO QUE PERMITE OBTENER CLUSTERS

Los problemas comentados en la seccion anterior pueden tener solucion. aEn est
seccibn se propone un procedimiento de obtencion de clusters a gaktis dacto-

res obtenidos en el modelo Q-factorial propuesto en (17), sobre una Majsi 1
obtenida al realizar ciertas transformaciones sobre la ingigl Dichas transforma-
ciones estan orientadas a evitar los problemas de caracter geométrico queumped
establecer una asociacion uno a uno entre las distancias originales enicuinglly

el coeficiente de asociacion obtenido entre ellos después de centrar por @&slymn
normalizar por filas la matriz de datos.
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4.1. Preparacbn de los datos. Obtendn de W

Partiremos de un conjunto de datos cualqudésa, donde las variables analizadas
sean de tipo cuantitativo y en el que estudios previos realizados sobrénajlas
determinado la existencia de posibles agrupaciones naturales.

Para tal matrizX, nuestro objetivo va a ser encontrar un conjunto de factores o
individuos ideales tales que podamos generar con ellos, aproximadamentgyeiacon
original de datos y, al mismo tiempo, nos permitan encontrar las posiptapaciones
gue existan entre ellos.

La idea sobre la que trabajaremos es la siguiente: si en los datos exispas gr
homogéneos, y utilizamos la métrica euclidea para determinar la pdaxinentre

los puntos que representan a los individuos, una buena forma deadleeseria que
pudieramosverlos> desde una perspectiva apropiada (fuera de la nube de puntos que
determinan), que nos permita descubrirlos con las direcciones que desqriett
exterior pasen por los centros de tales grupos. Esta idea intuitivasvaicancretarla
realizando algunas transformaciones soKrgue, aunque en un primer momento
distorsionan las distancias originales entre ellos, veremos que perctasificarlos

de acuerdo a las distancias originales que presentan.

En primer lugar, seguiremos suponiendo que la matriz de daéssa centrada por co-
lumnas, lo cual permitira situar a la nube de puntos en torno al odge@wordenadas
deRP.

En segundo lugar, incluiremos la nube de punto&®len un espacio de una dimension
mas,RP+1, afiadiendo una columna de valores constadte @btendremos una matriz

X11 X2 o+ Xp A

X X e X A
T= 21 X22 2p

Xn1 Xn2 cc Xap A

donde la Gltima columna representa que se ha efectuado una trasladifti’ede
cada vector que representa a los individuos mediante el veetd0,---,0,A) del
espacidRP+1, es decir, se desplazaran a través de la dimemsitruna longitud\, de
forma que este desplazamiento permitar» desde el origen los grupos homogeneos
con mayor claridad.

En el tercer paso, normalizamos los vectores fila que representan a los uogivid
para que las longitudes originales de cada vector fila no influyan en los etentn
la matriz de estructura. En este paso se obtienen las proyecciones de loss/iieto
deT en la bola de radio unidad del espa@ib*®. La matriz que tiene por filas estas
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proyecciones sera

Wiz Wiz -+ Wip Wipy1

Wop W e Wop W
W= 21 W22 2p Wip+1

Wni Wh2 -+ Whp Wipt1

a la que le aplicaremos el modelo (17):

(20) Wn.,p+1 ~ Bn,q' (Gp+17q),

La matrizB se obtiene ahora descomponiendo espectralnVehite cuyos elementos
son los productos escalares entre cada dos filas y, por tanto, los coseeom®ntr
angulos que desde el origen forman los individuos desplazad@8en Veremos a
continuacion que estos cosenos van a estar cerca de 1 (6 -1) para inslpidxionos
respecto a la métrica euclidea y cerca de 0 para individuos alejados entre si

Proposicion 1:

Sean dos puntos cualesquierayPR de RP, llamemosBi el angulo que forman los
vectores OR OR( y d, dk sus normas. Supongamos que incluimos estos puntos en
un espacio de dimertsi p+ 1, desplaandolos a traes de la dimenén p+ 1 una
distanciak > 0, siendo OPy OR, los nuevos vectores desde el origagp, el angulo

gue forman y;t tx sus normas. Entonces

1. Los valores del cas, pueden expresarse como
A+ hqzcoseik
V& + 22 /h2d? 122

(22) CoSjx =

siendo ¢ = h-d;, parah> 0

2. Los valores del casy, que oscilan eéin -1y 1, esin proximos a 1 para puntos P
y R, situados fuera de un entorno del origendpimos entreis

3. Los valores del c@gx son menores que d@g cuando los puntos;F R, situados
fuera de un entorno del origen, tienden a estar alejados.

4. Los valores del casy estin proximos a 1 para puntos i R situados en un entorno
del origen, independientemente delguloBy que formen.
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Demostracbn:

1. Ayudandonos de la Figura 4,

Figura 4. Representacion de elementos desplazaddgPen.

se tiene que la expresion (14) puede escribirse indistintamente como
di = df+df— 2didccody
(22) = t?+1t2 — 2tecosuik.

Pero coma? = d? +A\? y t2 = d2 + A?, sustituyendo en (22) y simplificando, se
obtiene

~ 2didhcosi = 202 - 2/d + A2\ /W22 + A2cos,
de donde, sustituyenddyx por h-d; y despejando cogk se llega a la expresion
(21).

2. Para cualquier desplazamiemto> O de los puntos en la direccigm+ 1, sea un
punto P no contenido en un entorno del origen e, es decir con distancia al
origend; > M.

Los puntos proximos & seran aquellos que estén en una cierta bola de cBntro
y radioe : BP(P,¢g). Para estos puntos debe verificarse due- d(P,F) <€, y
utilizando (14):

dZ = (di — d)®+2-di- dg- (1 cosPi)) = (h— 1)%d? + 2hd*(1 - cosPi)) < €2,

lo cual implica que

2 g2

2 €
(23) (h—1)2+ 2h(1 — coBy) < Z < W

54



2 . L. . .. o~
dondeﬁ debe ser una cantidad proxima a Gess suficientemente pequefio en
relacion a M.

Por tanto, la desigualdad (23) nos indica que los puntos proxaRoson aquellos
para los que los valores dey del co®y estan en un entorno de 1. Pero estos
valores son transformados segln la funcion (21), que es continualees/ de
cos(ik) proximos a 1, ya que se verifica que

im A+ hqzcosﬁik B A+ diz

o1 Jazeaz ez ae FEN
cosﬁik - 1

Esta Gltima expresion indica que puntos inicialmente proxiemge si van a tener
un coseno proximo a 1 cuando son desplazaddgPen.

3. Por otra parte, si seguimos considerando un pBntm contenido en un entorno
del origen deRP, para cualquier valor de c@g se verifica que

lim A2+hq200£ik . dicoDix

e SR e N2 o 42

lo cual indica que, independientemente del angulo inicial que formen lo®pu

R y B, a medida que los puntos se alejen mas, el valor dejcesra menor que
el de co8ik.

Coﬁik,

4. Por Ultimo, el limite
_ A2 + hd’cos,;
A, SISy
i 2 2
70 Jd2 42 el + 32
indica que con los puntos que se encuentran en un entorno del origen de-coor

nadas, vamos a obtener al desplazarlos cosenos proximos a 1, independientemen
del angulo inicial que formen.

La Figura 5 es una representacion de las curvas de superficie obtenidas cfiwates
Mathematica [23] para el cag, cuando se toma =1y d, =1y se hace varian

en [0,5] y Bik en [-1,1]. El sombreado de las superficies que encierran indican la
evolucion del valor del casy, desde 1 (color blanco) hasta 0 (color negro). Puede
observarse como a medida duse va haciendo mas grand®jy se aleja de Q las
curvas se van oscureciendo.
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Figura 5. Representacion mediante curvas de superficies dejcos

Por otra parte, también puede comprobarse que estas curvas de supediargae
mucho mas hacia la derecha cuando se aumenta el vathrederelacion al d& = 1.
Esto nos indica que cuando las distanciason todas mas grandes, las diferencias de
distancias entre puntos proximos seran tambien mas grandes y lossva@rcosiy
seguiran siendo proximos a 1 incluso para valorek deyores.

Estos resultados nos permiten utilizar los elemento&/Wé en el modelo Q-factorial
como medidas de similaridad que van a conservar la configuracion iniciasde |
puntos. Las caracteristicas del modelo factorial obtenido permiten establagegim
clara de clasificacion entre los elementos, obteniendo al mismo tiempo ero@®
posibles clusters y la asignacion de los elementos a ellos.

El modelo (17), para la matri?V/, obtiene un conjunto dg factores, cuyo nUmero
puede venir determinado por la proximidad a 1 del coeficiente (3). Cadaeuestas
factores tiene posibilidad de determinar dos clusters, uno en su dirquusitiva y
otro en la negativa. Denotemos estas direccionegpay; .- ,gj,g;,gg,--- ,0q -

Una vez obtenidos los factores, la matriz de estructBragsj) que se obtiene des-

pués de realizar una rotacion oblicua, sera la que determine el nUmethastiers y

asigne cada elemento a su grupo correspondiente. En concreto, para cada elemen-
to, la estructura maxima en valor absoluto determinara la asignad@miseccion
correspondiente, es decir:

I e { gj+ Sl MaX-1,..q [Sp| =Sj
i [
9; Si max-i.qlSpl=-5j
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4.2. Obtencbn del desplazamiento de la nube de puntos

En las transformaciones efectuadas a la marizhasta llegar a 8\, p.1 se ha dejado
un punto sin resolver: ¢ qué distancia desplazaremos los puntos erelasthnp+ 17

Si recordamos que la traslacion a través de esta dimension la hempadealon el
objetivo de ‘tener una perspectiva mejor’ desde el origen para detectar dimeso
grupos homogéneos en los datos, parece légico que a la hora de dateroénto
debemos desplazarnos, es decir el valok,de hagamos de forma que tal valor haga
maxima la dispersion que presentan los puntos desde el origen.

Pueden tomarse varias formas de medir la dispersion que presentandss Hat
variacion total, obtenida con la traza de la matriz de varianzas-covarian2as de
podria ser un buen coeficiente si no fuera porque va a ser siemglraimero de
filas deX, independientemente del valor de En efecto,

p+1 n n p+1

AP

En su lugar, Mardia et al. [18] recogen el concepto de varianza generalizada que
Wilks [22], y anteriormente también Frisch [6], definieron y queizdailemos para
este proposito.

Definicion (Mardia et al., [18], p.13)

Dado un vector aleatorio con p variables observadas sobre n individudeda la
matriz de varianzas-covarianzas muestralgs =S (sjx), siendo

n

1 .
Sjk:ﬁlzl(xii_)_(j)(xik_)_(k) ik=1,---,p,
i=

se define la varianza generalizada como el determinante de S

VG=de(S) =| S|

La varianza generalizada es una medida que resume la dispersion generapde las
variables en el conjunto de lasindividuos. Puede ser utilizado para determinar el
desplazamiento imponiendo que el valoto haga maximo para la nube de puntos
determinada poW. Se probara a continuacibn que este maximo existe para una
funcion que es multiplo de la varianza generalizad&\def (A) = defW'W)
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Proposicion 2:

Dada la matriz X, centrada por columnas, b1 la obtenida al trasladar los datos
por una dimengin mas, cuyalltima columna tiene por elementos el paretroA, y

la matriz normalizada por las filas V¥+1, la dispersbn que presentan los datos en
RP+1 desde el origen, es directamente proporcional g\#V). Adenas, la funcon
f(A\) = defW'W) alcanza un raximo finito erj0, «o].

Demostracon:

Con los datos centrados, considerados como puntd@®Pdéa varianza generalizada
es el determinante de la matriz de covariangas(1/n)X'X.

Cuando estos datos se incluyen en un espacio de dimepsidny se desplazan, el
volimen del hipercono determinado por &%) es 0 cuanda = 0.

CuandoA tiende aw, tal volumen dependera de

jp+1

fN) =5 (=yirHeahy oy

j1--Tpra

con j1...jp+1 cualquier permutacion del orden natural y siendo los térmimpdos
elementos déd =W'W de la forma

n n
Xij Xik Xij Xik .
h'k = = J/k:]-//p
K= 2R T 58 R
Cij)\ n Xij)\ .
h- = = J == 1, 7p
j(p+1) 2 |t ||2 i; ZF:M‘ZJ' A2

no )2 n A2
h = =
pred = 2 TR T 2 5P 2

cont;j las filas de la matriZ. Estos términos tienden todos a 0 cuaidiende aw,
excepto eh,, 1)(p+1) que tiende a 1.

Tenemos, por tanto, que la funciéii\) = defW'W) toma el valorf (0) =0, y para
un cierto valor k en adelante puede hacerse tan pequefia como se quiera.

Con esto, la funcionf(A), que es continua en el intervalo [0,k] por ser sumas y
productos de funciones continuas, esta acotada, con lo que se siguenfiouidad

gue debe alcanzarse un maximo absoluto en tal intervalo, es decir que tendremos
valor deA para el cual la nube de puntos desde el origen tendra mayor dispersion.
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4.3. Analisis del ejemplo de los datos Iris mediante el procedimiento propuest

Los resultados obtenidos con las 10 primeras flores Iris, para la mayi?/ son

-91 27 -251 -119 67 —0.30 009 -083 -039 022

-131 37 -251 -109 67 —0.42 012 -080 -035 021

-131 57 -291 -119 67 -0.37 016 -082 -0.34 019

59 -23 6.9 11 67 051 -0.20 059 009 058

T= 29 -83 59 11 67 W= 023 -0.66 047 008 053
- -01 17 89 41 67 B 0.00 014 074 034 055
49 -23 169 81 67 024 -011 082 039 032

79 0.7 169 101 67 0.35 003 076 045 030

39 -23 119 11 67 0.27 -0.16 082 Q07 046

9.9 07 119 91 67 051 Q03 062 047 035

El calculo de la funcibn a maximizar se realiza a través de la obten@otlosd
autovalores d&V' -W y la maximizacion de su producto. Ambas tareas se realizan
con subrutinas de FORTRAN de la libreria IMSL.

La Tabla 5 contiene las distancias cuadradas originales de las 10 floresulaiang
inferior) y los coeficientes de asociacion dados en (21). En ella pueden apreciars
como estos coeficientes se aproximan a 1 tanto mas cuanto que las distancias so
menores.

Tabla 5. Matriz de distancias cuadradas originales (triangular énibr) y de similaridades
(triangular superior) entre las 10 flores transformadas en W

Iris| 11 12 13 14 15 16 17 18 19 110

11 991 993 —-.558 —.425 —-.599 —-.836 —.833 —.689 —.759
12| 18 997 —.615 —.465 —.570 —.836 —.841 —.709 —.791
13| 41 21 —.614 —.494 581 -.842 -.834 —.721 .773
14 | 1443 1565 1890 .846 769 .854 .842 936 .84
I5 | 1395 1505 1846 46 583 717 .618 .810 .619
16 | 1494 1554 1885 65 127 909 .895 .875 .88
I7 | 2385 2485 2904 150 210 121 980 .937  .980
18 | 2541 2655 3066 194 308 165 22 .892  .976
19 | 1732 1838 2203 29 73 50 75 131 .847
110 | 2175 2307 2676 114 230 135 60 30 109

Al obtener conWV la solucién dada por (17) con los tres primeros factores, se obtiene
una matriz de estructuras dada en la Tabla 6, donde vemos como Igsdriteenen
estructura mas alta con el factor primero son dedl610, los que se asocian con el
segundo factor son def &l 3, y con el tercer factor el“dy 5°. Puede establecerse
asi una clasificacion originada por los factores, que como puede congE@maUpa
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a los Iris del grupo Setosa en el segundo factor, a dos Iris del grupiz®ersen el
tercero y a los cuatro del grupo Virginica y uno del Versicolor en el primero.

Tabla 6. Matriz de estructuras después de rotar con tres factoresl emodelo Q-factorial para
los datos lIris transformados &, con la clasificacion obtenida

Iris | Factor 1 Factor 2 Factor 3
11 -0.62 0.95 0.37
12 -0.59 0.94 0.41
13 —0.60 0.94 0.44
14 0.80 -0.54 -0.87
15 0.51 -0.36 -0.94
16 1.00 —0.59 —0.60
17 0.91 -0.80 -0.69
18 0.93 -0.82 -0.61
19 0.85 —0.66 -0.81
110 0.90 -0.77 0.62

Combinando la clasificacion original de los datos originales con la wlatese tiene

la Tabla 7, la cual pone en evidencia que, a excepcion del Iribécho que era de
esperar si se observan sus distancias respectivas en la Tabla 5, los dema@w han si
bien clasificados en un 90% de los casos.

Tabla 7. Correspondencia entre clasificacion original y clasifidat obtenida con el procedi-
miento propuesto para los datos Iris

Iris  Grupo Clasif.
11 A o
12 A o
13 A o
14 B 93
15 B 93
16 B of
17 C of
18 c of
19 c of
110 C oy

Cuando se ha utilizado el procedimiento con las 150 flttises(Fisher, 1936), los
resultados obtenidos son algo peores que los anteriores, ya que se bBaguidm
clasificar bien a 124 de ellas (82.66 %), cuando se tomaron 2 factores, y a41%) (
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cuando se tomaron 3 factores. Es evidente que el procedimiento de clasifigaeion
se ha propuesto no so6lo depende del nUmero de factores que se tomencetelel m
Q-factorial, sino de todos aquellos parametros que influyan al detectansepas
entre los grupos: dimension de los datos, nUmero de gruposgnoide elementos
en cada grupo, etc.

5. ESTUDIO DE SIMULACI ON DEL PROCEDIMIENTO Y COMPARACI ON
CONEL M ETODO KM

Para evaluar el funcionamiento del procedimiento que se propone, se ha cealizad
simulacién generando una muestra de 100 conjuntos de datos, cada eifasdmn
50 elementos entre los que existan grupos definidos.

Como el nUmero de factores a tener en cuenta para la formacion de esta ragestra
muy elevado, se han acotado las posibilidades sin quitar generalidad y aleat@ied
la muestra elegida. Para ello, utilizando la generacion de nUmeros aeaatie 0

y 1 se ha obtenido para cada uno de los 100 conjuntos:

1. Un nimero aleatorio entre 1 y 5 que determine la dimension del espata de
los datos.

2. Un nimero aleatorio entre 2 y 6 que determine el nUmero de grupogidefim
cada conjunto.

3. Para cada grupo, un punto aleatorio del espacio determinado que set&i@NSI
do como centro del grupo, exigiendo que la distancia minima entre da®sen
cualesquiera dentro de un conjunto sea al menos de 3 unidades.

4. Por Ultimo, en cada grupo se elije un nimero de elementos, con teaiést
de que el conjunto en total tenga 50, y se han obtenido las coordenadas de los
elementos sumando o restando a las coordenadas del centro un nUmero aleatorio
entre 1y 3, calculado mediante un coeficiente de dispersion que se detparana
cada grupo y coordenada.

Cuando se ha utilizado el procedimiento descrito en la seccion 4 con los Ajdd oS

de elementos generados, hemos realizado los calculos para distintas cotestasp

a los autovalores dé&/'W que, como se sabe, limitara en mayor o menor medida el
namero de factores a extraer en el modelo Q-factorial. Asi, la Tabla 8 apsngiona

el porcentaje de elementos bien clasificados obtenido segln el tanto por aento d
variabilidad minimo que se ha exigido a cada factor para ser elegido en elanod
Q-factorial.
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Tabla 8. Porcentaje de elementos bien clasificados de la muestraagmesegln el porcentaje
minimo de variabilidad exigido a cada factor elegido en eldelo

% EXIGIDO 1 5 10 15 20 25 30
% BIEN CLASIF. | 83.42 85.24 8586 85.12 84.36 82.88 828

Como puede verse, el porcentaje mayor de elementos bien clasificados se obtiene
cuando se toman los factores de forma que sean capaces de explicar al menos el 10%
de la variabilidad total. Este resultado es el esperado ya que, por unilagaosna

un valor mas bajo el nimero de factores elegidos aumenta y ello hace que,lasrotar
aparezcan mas direcciones y, por tanto, mas clusters. Por otro, si se toralun

mas alto, pueden despreciarse direcciones antes de la rotacion que seaatbigsifi

a la hora de formar grupos.

Por otra parte, como hemos dicho anteriormente, este procedimiento pudientam
utilizarse para determinar el nimero de grupos en un conjunto. Si anaizamdi-
recciones (positivas o negativas) que han intervenido en cada uno de lonjtta®

para determinar las clasificaciones, podemos enfrentar en la Tabla 9 los pasametro
namero de grupos inicial con el nimero de direcciones significativas:

Tabla 9. Numero de grupos inicial frente a nUmero de direcciongaificativas obtenidas en los
100 conjuntos generados

N° de grupos inicial
Nedir.| 2 | 3| 4 |5]|6

2 21| 25| 4 |5
3 15112 2| 2
4 5|4
5 1

Como puede verse, el procedimiento determina, en general, menos grupos de los
gue hay originalmente. La diagonal principal de la matriz formada con pageras
columnas tiene por traza el nUmero de conjuntos en los que el nUmenotes gricial

y el de direcciones obtenidas coinciden. En el 46% de los casos se ha obtenido el
mismo numero. Por otra parte, los elementos de la diagonal secundaBagima

de la principal representan aquellos conjuntos en los que el numeroedeidires
obtenidas ha sido una menos que el nimero de grupos inicial, obtereeAd% de

estos casos. Resumiendo, en el 87% de los casos se ha obtenido el misemo nim
de grupos iniciales o uno menos.
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Por otra parte, se ha confeccionado un algoritmo para obtener soluciomedagu
sifiquen a cada uno de los 100 conjuntos generados, utilizando el proeettimio
jerarquico de minimizar la traza de la matriz de dispersion dentrondelmero de
grupos dado (Everitt, [4]). Este criterio es equivalente al de colocar calil&duo
en el cluster cuyo centro esté mas proximo a él (algoritmo de K-mediag, par-
ticibn resultante depende del numero de clusters del que partamos y, @mesas
(Blashfield, [1]), de la particion inicial de la que se parta.

Los resultados obtenidos con este algoritmo, teniendo en cuenta querseidao

con la particibn correcta en cada conjunto, muestran que no ha sido capaidfamclas
bien al 100 % de los elementos como deberia esperarse, sino que ha logsado 42
elementos bien clasificados del total de los 5000, es decir, un 87.7 %. Ademass
comprobado que el algoritmo ha cambiado la agrupacion original, al menos en
elemento, en 64 de los 100 conjuntos, lo cual nos da una idea de lo pocoteficien
gue resulta este algoritmo.

Si comparamos estos resultados con los obtenidos con el procedimient@gimp
vemos que el de minimizar la traza se comporta de forma parecida cuando en el
primero se toman los autovalores capaces de explicar al menos el 10 % de ldaatispers
de los datos, donde se obtenian el 85.86 % de datos bien clasificadosadBeras,

hay que tener en cuenta que el primero tiene, por un lado, la ventaja sobraredseg

de que no necesita el conocimiento previo del nmero de grupos para obstmer
porcentaje de clasificaciones y, por otro lado, que los resultados olgedizpenden

de ninguna particion u ordenacion inicial de los elementos.

6. CONCLUSIONES

Se ha propuesto un procedimiento de clasificacion en el que, utilizand@altrans-
formaciones geomeétricas y el modelo Q-factorial, se ha conseguido dejar $gbdeci
del numero de clusters y la asignacion de elementos al propio procedimicos
resultados, sin ser excelentes, no son peores que los de uno de los sn@i@slo
utilizados dentro del analisis cluster, con la ventaja de que no teneregsaqtir de
ningin conocimiento sobre el nUmero de clusters.

No obstante, es evidente que el procedimiento depende del criterio de eleecion d
los factores en el modelo Q-factorial. Los estudios de simulacion pareceregaons
gue sean elegidos aquéllos que expliquen al menos entre un 5% y un 15% de la
variabilidad total.

Ademas, el nUmero de clusters que puede determinar esta limitado pobleldk
las direcciones factoriales (positivas y negativas) obtenidas, que dependerea s
del nimero de variables. Esto desaconseja que el procedimiento puedasgiken
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conjuntos de datos donde el nUmero de variables utilizadas sea pequefiacém
con el de posibles clusters o se sospeche la existencia de un nUmeroteles ctus/
superior al de variables. De todas formas, futuros estudios puedeampaijor todas
estas caracteristicas.
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ENGLISH SUMMARY

A PROCEDURE OF CLUSTERING USING THE SVD
OF A MATRIX. COMPARISONS WITH THE BIPLOT
AND WITH THE Q-FACTOR MODEL

JUAN L. GONZALEZ CABALLERO*
MARIANO J. VALDERRAMA BONNET**

In this paper we intend to use the SVD to propose a geometric progedur
that allows us to obtain natural clusters within a data set. iit'spired by

the geometric representations that the biplot and, especially, tec@r
model allow us to make of any individual or object set. It trans®first

the Xy, p data matrix inWn, p 1, So that on obtaining the Q-factor model of
W, natural sets with greater clarity appear. Besides centeringXtaata

in columns, they move through another dimension and they areatiaad

in rows (W matrix). The distance of displacement in et 1) dimension

is looked for to maximize d&t(’ W), in order to maximize the generalized
variance. The results that the paper include show that this digt@xists
and is finite and that the elementsWwiV’ matrix, that represent the cosins
between the new row vectors, are next to 1 for individuals of a same clus-
ter and far from 1 for individuals of different clusters. The papeishies
with analyzing the Iris data (Fisher[5]) with the proposed prooesl and
with seeing its behaviour with a random sample of data sets witherks
and subsequently its efficacy compared with the nonhierarchical cingter
procedure of minimizing the trace of the within-group dispersitatrix.
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The Singular Value Decomposition (SVD) of a mati is a result described for
the first time by the English mathematician Sylvester (1889), whidwallus to write
Xin (1), using the principal directions obtained in th8 andR" spaces, where the
row and column vectors of thé matrix can be represented, respectively. Its statistic
importance is owed to Eckart & Young (1936) and Householder & Youn@&}19
who showed its use in obtaining the best least-squares fit oKtineatrix for one
matrix of less rank.

The SVD, and the spectral decomposition of a square matrix that is a spasebf
the SVD, are the foundation of many reduction techniques and data reptaseras
principal components, principal coordinates, some factor models, thespondence
analysis or the technique of biplot representation.

In the last few years, numerous references can be found in the literatureGlhstar
Analysis (Gnanadesikan (1977), Gordon (1981), Everitt (1998)yyich the use of
geometric procedures of data representation are suggested that, in mostefases,
to some of the previous techniques. Although none of tem are specifiedigned
for to indicate the presence of clusters within data, they are used fopthmose
together with other procedures for obtaining homogenous groupsnhoto indicate
its presence but also for preventing excesive claims for cluster structodeqed by
more complex techniques clustering.

In this paper we intend to use the SVD to propose a geometric proctdhirallows
us to obtain natural clusters within a data set. This procedure isréuspy the
geometric representations that the biplot and, especially, the Q-factbelralbow us
to make of any individual or objet set.

In section 2, we present, in outline, the biplot representation modél the main

results (4) to (13), that allow us to use it to obtain representatiorthé plan of
element set that, sometimes, let us discover homogeneous. With the firststen
flowers (Table 1), used by Fisher (1936) in discrimination proble3raf fype Setosa,

3 of type Versicolor and 4 of type Virginica), the biplot representaiare obtained

when the data for columns are centred (Figure 1). This representatiartshbsome

natural sets can be discovered because the 3 Setosa flowers are separated from the
rest.

In section 3, the R and Q factor models are introduced by means of SVD. @tihrou
the structure matrix obtained after rotating the solution (17) withoblique rotation
criterion proposed by Jennrich and Sampson (14), the Q-factor model wédédry
columns and normalized in rows matrix, allows us to obtain (Table 4) ipedigt the
same natural sets as with the biplot representation.

In section 4, we propose a procedure that transforms firstXgfye data matrix in
Wh,p+1, SO that on obtaining the Q-factor model\&f, natural sets with greater cla-
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rity appear. Besides centering tiedata in columns, they move through another
dimension (T matrix ), and they are normalized in row&/ (matrix). The distance of
displacement in th¢p+ 1) dimension is looked for to maximize de{(W), in order

to maximize the generalized variance. The results that includes the sectiortsito
this distance exists and is finite and that the element&/\8f matrix, that represent
the cosins between the new row vectors, are next to 1 for individualsarha sluster
and far from 1 for individuals of different clusters. The section finishanalyzing
the Iris data with the proposed procedure again, and we obtain a st&uottrix
(Table 6) for the Q-factor model & which is capable of clasifyng well 90 % of the
elements.

In section 5, in order to evaluate the proposed procedure, we have seendts beh
vior with a random sample of data sets with clusters, and subsequentyficacy
compared with the nonhierarchical clustering procedure of minimizingirdee of

the within-group dispersion matrix. Here, we can see that the percenthgesllo
classified elements with boths procedures are very similar.
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