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1. INTRODUCCION

El Andlisis en Componentes Principales (ACP) de un conjunto finito de varia-
bles aleatorias correladas tiene como finalidad la reduccién de dimensién mediante la
obtencién de combinaciones lineales con varianza maxima e incorreladas de las varia-
bles originales. En el campo de las ciencias experimentales, econémicas y sociales,
es frecuente encontrar individuos caracterizados por una curva, que corresponde a las
observaciones de una variable a lo largo del tiempo, en lugar de un vector de datos
como ocurre en andlisis multivariante. El estudio estadistico de datos de este tipo
se enmarca cldsicamente en la teoria de los procesos estocésticos de segundo orden
en tiempo continuo imponiendo, generalmente, que se verifiquen hipétesis bastante
restrictivas como estacionariedad o su pertenencia a una clase general de procesos
como, por ejemplo, procesos de Markov.

Ante la existencia de una amplia gama de aplicaciones que no se ajustan a estos
modelos, Church (1966) y Deville (1974) desarrollaron una extensién del ACP clasico
para la reduccién de dimensién en el caso de procesos estocdsticos en tiempo continuo.
La base de esta teoria es una propiedad probabilistica cldsica, llamada desarrollo de
Karhunen-Loéve, que proporciona una representacién ortogonal del proceso como
suma de funciones ortogonales ponderadas por variables aleatorias incorreladas que
son las componentes principales. Dichas funciones ortogonales son las autofunciones
del operador de covarianza del proceso. En el trabajo de Gutiérrez et al. (1992) se
estudian dos métodos numéricos para el cdlculo aproximado de estas autofunciones,
los métodos de Rayleigh-Ritz y de colocacién, contrastando su eficiencia mediante
comparaci6n con las funciones propias de covarianzas conocidas como, por ejemplo,
la del proceso de Wiener-Lévy.

El problema de estimacién de las componentes principales del proceso, a partir de
funciones muestrales independientes, fue resuelto por Deville (1973). Més reciente-
mente, Dauxois et al. (1982) han extendido la teoria asintética del ACP de un vector
aleatorio con distribucién normal al caso de un proceso estocdstico gaussiano.

Los factores principales muestrales son las autofunciones de una ecuacién inte-
gral de nicleo la funcién de covarianza muestral del proceso. Desafortunadamente,
obtener soluciones exactas de ecuaciones de este tipo es una tarea muy dificil, que
se complica, ain mds, cuando en la prictica disponemos s6lo de observaciones dis-
cretas del proceso en el tiempo. Este problema se resuelve recurriendo a técnicas
numericas eficientes. Para un estudio completo y riguroso sobre la solucién numérica
de ecuaciones integrales puede verse Baker (1977).

El método numérico mds simple consiste en aproximar dicha ecuacién integral
mediante una férmula de cuadratura compuesta. Asi, Aguilera et al. (1992) han apli-
cado la férmula de cuadratura del trapecio obteniendo muy buenas aproximaciones de



los factores principales en los nodos de la particion elegida. En el caso en que el pro-
ceso es observado s6lo en un conjunto finito de instantes de tiempo, Pardoux (1989)
propone interpolar linealmente las funciones muestrales entre los valores observados.
Un método mds sofisticado es el de proyeccién ortogonal que resulta particularmente
adecuado cuando se dispone de informacidn a priori sobre la naturaleza de la solucién
exacta (Deville (1974)). Para el caso de procesos con funciones muestrales regulares,
Aguilera et al. (1993) han resuelto el problema proyectando el proceso original sobre
un subespacio finito-dimensional de funciones trigonométricas. En este trabajo nos
proponemos aplicar el método de proyeccidn ortogonal para calcular de forma apro-
ximada los factores principales de procesos cuyas funciones muestrales permanecen
constantes en intervalos aleatorios (por ejemplo, el proceso de Poisson).

2. ACP DE UN PROCESO ESTOCASTICO

Consideraremos un proceso aleatorio {X(z) : t € [0,T]} definido sobre el espacio
probabilistico (Q2, 4, P), con funciones muestrales, denotadas por X (w) = X(.,w) para
cualquier w € Q fijo, en el espacio de Hilbert separable L*[0,T] de las funciones de
cuadrado integrable sobre [0, T], con producto escalar definido por:

T
<fle>= [ fsar, ¥fge o)
Supondremos, ademads, que el proceso {X(¢)} es de segundo orden y continuo

en media cuadrética. Llamaremos p(t) a su funcién media y C(¢,s) a su funcién de
covarianza.

2.1. Teoria Basica

Definicion 2.1
Bajo las condiciones de regularidad anteriores, el operador de covarianza, C,

asociado al proceso {X(t)} es un operador de Hilbert-Schmidt, sobre L2[0,T], con
niicleo la funcién de covarianza C(t,s), dado por:

T
C(f(1) = /O C(t,5)f(s)ds, Vfe[o,T).

El operador C es compacto, autoadjunto y positivo (Deville (1974)). Como con-
secuencia de estas propiedades, el teorema de Mercer da la siguiente representacion



uniformemente convergente para la funcién de covarianza (ver, por ejemplo, Riesz y
Sz-Nagy (1990), p. 242):

Clt,s) = IMFWA(s), Ves€(0,T],

siendo {A;} la sucesion decreciente de valores propios de C y {f;} la sucesién de
funciones propias de C asociadas a los {A;} que constituyen una base ortonormal
en L?[0,T]. Es decir, forman un conjunto ortonormal completo de soluciones de la
ecuacion:

T
/0 C(t,5)fi(s)ds = Mfi ().

Entonces se obtiene la siguiente representacion ortogonal del proceso (ver, teorema
de Kac y Siegert, Shorack and Wellner (1986), p. 210).

Lema 22

Sea {;} la familia de variables aleatorias definida por:

T
&= [ AOX@) - )

Entonces,

1. El proceso {X(¢)} admite la siguiente representacién ortogonal

@.1) X(1) - () = 2 &)
i
donde la serie del segundo miembro converge uniformemente en media cua-
dratica en [0, 7).
2. E[g] =0, Cov[g;,&;] = A;8;j, siendo &;; la Delta de Kronecker.

La variable aleatoria §; se llama i-ésima componente principal puesto que, andlo-
gamente al caso finito, es una combinacién lineal generalizada de las variables del
proceso que tiene varianza mdxima, A;, de entre todas aquellas que son incorreladas
con §; Vj=1...i—1. Del mismo modo, f; recibe el nombre de i-ésimo factor
principal y la representacion ortogonal (2.1) se llama descomposicién en componentes
principales del proceso {X(f)}.

Si denotamos por V a la varianza total del proceso,

T 2
V=g [/0 (X(0) = ()| = 1r(C) = T <
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entonces la cantidad V; = A;/V es la varianza explicada por la i-ésima componente
principal.

Ademds, la serie (2.1) truncada en el m-ésimo término es el mejor modelo lineal
de dimension m para {X(¢)} en el sentido de minimos cuadrados (ver, por ejemplo,
Fukunaga (1990), p. 149), de modo que Y, A; es la varianza explicada por dicho
modelo, y siendo

el error cuadrético medio minimo.

2.2. Estimacién Muestral

A continuacién nos proponemos estimar los factores y componentes principales a
partir de la informacién proporcionada por N funciones muestrales independientes del
proceso aleatorio {X(#)} a las que notaremos {X,(t) : € [0,T], k=1,2,...,N}.

Definicion 2.3

Llamaremos operador de covarianza muestral C al operador de
Hilbert-Schmidt de nicleo la funcién de covarianza muestral C(z,s) definida por

N
Cleys) = 7 3 (%)~ X()) (Xe(s) ~ X(9)
k=1

donde X es el estimador natural de la media K definido por
_ 1 Y
X(1) == Xur).
N &

Es decir,

T
() = /O Ct,5)f(s)ds Y € LX([0,T]).

Las propiedades fundamentales del operador de covarianza muestral son las si-
guientes (Deville (1973)):

1. C es un estimador insesgado en C.

2. C es convergente en media cuadrética a C.
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3. Suponiendo que los valores propios A; de C son simples y denotando por ii a
los autovalores de Cy _por f, a las correspondientes autofunciones, se verifica
que, para cada i, 7» y fi convergen en media cuadrdtica a los correspondxentes
elementos propios A; y f; de C, respectivamente, cuando N — oo.

Como consecuencia de estas propiedades tomaremos como estimadores naturales
de los factores principales, f;, las correspondientes funciones propias, fi,de Calas que
llamaremos factores principales muestrales. En el caso, poco usual, de autovalores A;
multiples su estimacién muestral se define promediando los correspondientes valores
propios A; de C y los factores principales no estarian determinados de forma unica.

Finalmente, el estimador natural de la varianza explicada por la i-ésima compo-
nente principal es el cociente Ai /V, siendo V el estimador insesgado y consistente
para la varianza total V, definido como:

V = tr(é‘) = 25\,,

3. OBTENCION APROXIMADA DEL ACP

De acuerdo con lo expuesto en la seccién anterior, los factores principales mues-
trales son las autofunciones del operador covarianza muestral, es decir, las soluciones
de la siguiente ecuacion integral de segunda especie:

3.1) SH0) / C(t,9)f(s)ds = AF(0).

Ante la imposibilidad de obtener soluciones exactas de esta ecuacién, nuestro ob-
Jetivo es desarrollar un método eficiente para aproximar los factores principales de
procesos estocdsticos cuyas funciones muestrales son escalonadas, es decir, constan-
tes en intervalos que no son, en general, iguales para todas ellas. En este caso, y en
todos aquellos en los que se conoce la naturaleza de las trayectorias del proceso, es
aconsejable utilizar el método de proyeccién ortogonal. Este procedimiento numérico
consiste en aproximar los factores principales en un subespacio de dimensién finita
de L2[0,T] generado por un sistema ortonormal de funciones.

3.1. Meétodo de Proyeccién Ortogonal

Comenzaremos con la definicién de aproximacién de un espacio de Hilbert.
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Definicion 3.4

Dado un espacio de Hilbert E, se llama aproximacién de E a una sucesién {En}r
de subespacios de dimensién finita de E verificando:

limP,x=x Vx€E,

n—oo

siendo {P,}"_, la sucesién de proyecciones ortogonales de E sobre E,.

Dada una aproximaci6n {E,} del espacio de Hilbert E=L2[0, T}, aplicar el método
de proyeccién ortogonal para resolver de forma aproximada la ecuacién (3.1) consiste
en aproximar los autovalores y autofunc1ones del operador de covarianza muestral,
C, mediante los del operador C( : L2[0,T] — E,, definido por

(3.2) ¢ =p.CP,.

Es decir, se sustituye la ecuacién (3.1) por la siguiente ecuacién aproximada:

3.3) C‘(")f(") - i(n)f(n)
denotando por (7»("), ™Y a los autovalores y autofunciones aproximados.

El siguiente lema (Riesz y Sz-Nagy (1990)) garantiza la convergencia de las
soluciones aproximadas por ser C un operador compacto, autoadjunto y positivo sobre
el espacio de Hilbert L2[0,T] (Deville (1973)).

Lema 35

Sea K : E — E un operador compacto sobre un espacio de Hilbert E con producto

escalar <|>g. Sea {E,};_, una aproximacién de E. Entonces,

1. La sucesién de operadores de rango finito {K,,};;l, definida por K, = P,KP,

converge a K respecto de la norma como operador, es decir,
lim | K, ~K||=0
n—oo

2. Sea p un entero y {A; } — la sucesion de los p mayores valores propios de K
en orden decreciente, que supondremos simples con vectores propios asociados
{xi}_, unitarios. Consideremos, ademas, que K es un operador autoadjunto y
positivo. Entonces,



(a) Para cada i = 1...p, existe un autovalor X(") de K, tal que la sucesién

{7»5" 7| converge en norma a A, es decir,

fim | A% — 2, =0,

n-—ee

una vez que los autovalores 7»5") han sido fijados en orden decreciente.

(b) Para cadai=1...p, existe un vector propio xgn) de K, asociado a 7»5") tal

oo

que la sucesién {xf" —| converge a x; en norma. es decir,

tim || x" — x; ||g=0.
n-—oo

Veamos, a continuacién, que el operador C*) dado por la ecuacién (3.2) es precisa-
mente el operador de covarianza muestral de la proyeccién del proceso {X(¢)} sobre
el subespacio E, definida como sigue.

Definicion 3.6

Sea E, un subespacio de una aproximacién del espacio de Hilbert L?[0,T]. Dado
el proceso {X(t)} continuo en media cuadrética, de segundo orden y con funciones
muestrales en L*[0, T}, denotaremos por {X*)(r)} al proceso aleatorio que se obtiene
proyectando cada una de las funciones muestrales del proceso {X(t)} sobre E,. Es
decir,

™) (w) = Po(X(w)) = ilY,-(w)ej,
f=

siendo {e_,'}';= | una base ortonormal de E, y denotando por Y; a la variable aleatoria

real definida para casi todo w del espacio probabilistico (Q,4,P) en la siguiente
forma:

(3.4) Yi(w) =< X(w)le; > / X(t,w)e;(t)

Anidlogamente, denotaremos por {X,S") (t) :k=1,...N} a la muestra aleatoria del

proceso proyectado {X("(r)} asociada a la muestra {X(t) :k=1,2,...,N} del proceso
aleatorio {X(¢)}. -

El siguiente resultado (Deville (1974)) proporciona las caracteristicas fundamen-
tales del proceso proyectado.
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Lema 3.7

Sea {E,} una aproximacién de L?[0,T] y {X"(r)} la proyeccién del proceso
{X(2)} sobre E,. Entonces se verifican las siguientes propiedades:

1. La esperanza del proceso proyectado es la proyeccién de la funcién media de
{X(t)} dada por: u™ (1) =E [X(")(t)] = P,u(t) .
2. El operador de covarianza de {X")(¢)} viene dado por C\") = P,CP, .

3. La media muestral del proceso proyectado es la proyeccién de la media muestral
de {X(¢)} definida como: X" = p,X.

4. El operador covarianza muestral de {X")(¢)} es el operador C = P,CP,.

De acuerdo con esta proposicién los factores principales aproximados con el
método de proyeccidn son los factores principales del proceso que se obtiene proyec-
tando las funciones muestrales del proceso original sobre el subespacio E,,.

Finalmente, la siguiente proposicion (Aguilera et al. (1993)) nos da la expresién
de los factores principales aproximados con este método que son las soluciones de la
ecuacion (3.3).

Proposicion 3.8

Sea {E,} una aproximacién de L*[0,T) y {e jYj=) una base ortonormal de E,.

Entonces, las soluciones aproximadas, ( AR "), de la ecuacion (3.1) aplicando el
método de proyeccion sobre E, son de la forma:

n
i = 2 e,
j=1
donde el vector columna z de coordenadas 7/ es solucion de la ecuacion matricial
R =1z,

siendo R la matriz simétrica de dimension n x n con elementos

3.5)
n T (T, 1 X _ _
Ri; =< Ce;|e; >=/ / Ct,5)ei(t)e;(s)dtds = —— 3 (Y — ) (Y — 72)



y definiendo,
T
Y, = / Xi(s)ej(s)ds, Vj=1...n
0

- N T -
Y, = %I(ZIYMZ/O X(s)ej(s)ds.

Una vez obtenidos los factores principales aproximados f) bajo la condicién de
normalizacion Z?:l (2/)? =1, las correspondientes componentes principales muestra-

les, a las que denotaremos &(") , vienen dadas por:

/ (X(1) - R@)FPdt = 3 (¥, - 7))

Jj=1

Nota: Dado que z es un vector propio de la matriz de covarianzas muestral R del
vector aleatorio Y cuyas componentes son las variables Y, de la definicién (3.6), de

esta ltima expresién se deduce claramente que las componentes principales £ son
precisamente las correspondientes componentes principales del vector aleatorio Y.

3.2. Eleccion del Subespacio de Aproximacién para Procesos con Trayectorias Es-
calonadas

El problema que se plantea finalmente al aplicar el método de proyeccién es el
de la eleccién del subespacio de aproximacién E,,.

En primer lugar, al ser L?[0,T] un espacio de Hilbert separable, la existencia de
una aproximacién {E,}, en el sentido de la definicién (3.4), estd garantizada sin mds
que tomar una base ortonormal {e;}7_, de L*[0,T] y definir E, como el subespacio
generado por las funciones {e;}_, '

En segundo lugar, el lema (3.7) demuestra que aplicar el método de proyeccién
ortogonal sobre un subespacio E, para aproximar el ACP de un proceso es equiva-
lente a estimar directamente el ACP de la proyeccién del proceso original sobre el
subespacio E,. De acuerdo con esto, la eleccién del subespacio de aproximacién debe
estar intimamente relacionada con la naturaleza de las trayectorias del proceso. Asi,
“en el caso de procesos con funciones muestrales regulares una eleccién éptima es la
del subespacio generado por una base ortonormal de funciones trigonométricas en el
intervalo de tiempos (Aguilera et al. (1993)).

Consideremos como punto de partida en este trabajo, un proceso {X(r)} cuyas
trayectorias permanecen constantes en intervalos aleatorios. Este es, por ejemplo, el
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caso de los procesos puntuales y de recuento. Para procesos de este tipo aproxima-
remos sus funciones muestrales mediante funciones constantes en los intervalos fijos
de una particién previamente elegida en [0,T].

Sea T, una particién del intervalo [0,T] dada por los nodos:

O=agy<a < ---<a,=T
verificando:
Ap=mix;—; _, {(a(,- - aj_l)} — 0 cuando n — oo,

Sea, ademds, E, el subespacio de las funciones constantes sobre cada uno de los

intervalos (a;_y1,a;] (j=1,...,n). Una base ortonormal de E, viene dada por las
funciones:

—1/2
Bj(t) = (aj—a‘,-_l) / Ij(t),
siendo /; la funci6n indicadora en el intervalo (aj—1,a;] definida por

R 1 te (a;_l,a.,»]
G _{ 0 ¢ (a1,

La sucesion {E,};;_, definida anteriormente es una aproximacién de L2[0,7] en
el sentido de la definicién (3.4). Efectivamente, toda funcién continua es el limite
uniforme de una sucesi6n de funciones {f,} (f, € E,) y, a su vez, el conjunto de las
funciones continuas es denso en L2[0,T]. Por lo tanto, estd garantizada la aplicacién
del método de proyeccidn para calcular los factores principales de procesos de esta
naturaleza.

Para cada realizacion particular X, (¢) del proceso en la muestra, su proyeccién
sobre este subespacio de funciones constantes es de la forma:

X,E")(t) = 2 < Xk|8_,- > 8/(’) = z Mkjlj(t)’
j=1 =1

siendo M,; el valor medio de la trayectoria muestral k sobre el intervalo (a i l,av,']
definido por:

1 %
Mk]' = (a.,- —a_,-_l) 1/ X (t)dr.
uj-l

Como consecuencia inmediata de la proposicion (3.8) se tiene que los factores
principales muestrales aproximados son funciones escalonadas dadas por:

f(n) — i Zij,

_J=t
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donde z es un vector propio normalizado de la matriz R definida en (3.5) siendo, en
este caso, los elementos ¥;; (k=1,...,N; j=1,...,n) de la forma:

—1/2 (%
Vi = (aj—aj_y) // Xe(t)dt = (aj —aj_1) ' *M,;.
”j—l

4. APLICACION

El objetivo de esta seccién es ilustrar el comportamiento de las aproximaciones
propuestas en la seccién anterior mediante una aplicacién con datos reales.

4.1. Estimacion del ACP de la Evolucién del Nimero de Profesores Titulares de
— - Universidad en 1992

En lo que sigue, nos proponemos estimar los factores principales del proceso
definido en cada instante ¢ como ‘Nimero de profesores titulares nombrados hasta
dicho instante del afio 1992 en las distintas universidades espafiolas’. Para estimar las
componentes principales de este proceso hemos elegido aleatoriamente una muestra de
veinte universidades espafiolas y hemos contado dia a dfa el nimero de nombramientos
de profesores titulares durante 1992 en cada una de ellas. Los datos han sido tomados
del Boletin Oficial del Estado.

Claramente, las funciones muestrales de este proceso son funciones constantes a
lo largo de intervalos aleatorios cuyos extremos para cada universidad vienen dados
por los dias en que se producen nuevos nombramientos. Por ello, es conveniente
aproximar sus factores principales mediante los de su proyeccién sobre el subespacio
de las funciones constantes sobre los intervalos de una particién previamente fijada.

En nuestra aplicacion hemos dividido el afio 1992 en meses naturales, de modo
que la particién m, estd definida por los nodos: ag =0, a; = 31, ay = 60, a3 =91,
ag =121, a5 = 152, ag = 182, a7 = 213, ag = 244, ag = 274, a|o = 305, a;; = 335,
agpy = 366.

En primer lugar, hemos calculado de forma exacta los valores medios del proceso

para cada universidad en cada subintervalo. El cdlculo numérico de estos valores
medios es simple. Por ejemplo, si en un intervalo (a;_j,q;] una trayectoria X,(t)
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cambia de valor una sola vez en el instante a, siendo X(a;_1) = x;i_; y X(a;) = xi,
entonces

/fll’ X(t)dt =xi_1(a—ai_1) +x,-(a,- -a).,

En otro caso, si la funcién muestral X;(r) cambia de valor p veces (p > 1) en
dicho intervalo la generalizacién es evidente y el cdlculo resulta extremadamente
rdpido incluso para aplicaciones con muchos datos.

En segundo lugar, hemos calculado los autovalores y autofunciones de la matriz
de covarianzas R definida en (3.5). El valor propio dominante y su vector propio
asociado han sido calculados mediante el método de las potencias, y el resto de
los autovalores y autovectores mediante el método de deflacién de Hotelling y el
método de la potencia inversa (ver, por ejemplo, Atkinson y Harley (1983)). El lector
interesado en un estudio mds completo sobre el problema del célculo de autovalores
y autofunciones puede ver el articulo de Watkins (1993).

Finalmente, el proceso puede ser reconstruido a partir de su representacién en
componentes principales explicando el porcentaje deseado de su variabilidad total.
Una vez obtenida dicha reconstruccién estimaremos el error cometido en cada ins-
tante mediante la desviacion estdndar que se obtiene como la rafz cuadrada del error
cuadrético medio en la siguiente forma:

12
1N
DE(r) = (ECM(1)'* = | & 3 (X(t) = X{'(0))?
k=1
denotando por X;*() a la reconstruccién de la funcién muestral K mediante su ACP
con las m-primeras componentes principales.

Las varianzas de las componentes principales, (autovalores de la matriz R), figuran
en la tabla 1 junto al porcentaje de la varianza total explicado por cada una de ellas. A
la vista de los resultados podemos observar que el primer factor explica un porcentaje
muy elevado de la variabilidad total del proceso (mds del 96 %), y que los tres
primeros factores acumulan mas del 99 %.

La tabla 2 recoge el error estindar mensual cometido al reconstruir el niimero
medio de nombramientos mediante su descomposicién en componentes principales
truncada en el m-ésimo término (m=1, ...,12). Ademds, en la tabla 3 hemos repre-
sentado cada universidad por tres filas. En la primera figura el nimero medio exacto
de nombramientos mensuales acumulados, y en la segunda y tercera filas aparecen
las reconstrucciones del valor del proceso en cada mes mediante su ACP con dos y
cuatro factores respectivamente.
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Tabla 1
Valores Propios y Varianza Explicada por las Componentes Principales

1 199408.796 96.142% 96.142 %
2 5439.012 2.622% 98.764 %
3 1920.881 0.926% 99.690 %
4 403.674 0.195% 99.885 %
5 149.870 0.072% 99.957 %
6 40.641 0.020% 99.977 %
7 23.759 0.011% 99.988 %
8 12.038 0.006% 99.994 %
9 5.438 0.003% 99.997 %
10 3.185 0.002% 99.998 %
11 2.383 0.001% 99.999 %
12 1.237 0.001% 100.000 %
Varianza Total = 207410.913
Tabla 2

Error Estindar Mensual en Funcién del Nimero de Componentes Principales
Utilizadas en la Reconstruccion

1.761
0.961
0.932
0.658
0.380
0.354
0.324
0.288
0.219
0.187
0.036
0.000

O 00 N R W N

— - -
- O

6.566
2.146
2.099
1.234
0.393
0.279
0.135
0.132
0.126
0.099
0.025
0.000

7.275
1.140
1.109
0.539
0.382
0.373
0.211
0.184
0.142
0.123
0.099
0.000

6.656
1.070
1.004
0.981
0.334
0.329
0.236
0.229
0.132
0.129
0.088
0.000

5816
2.208
1.782
0.607
0.434
0.428
0.182
0.180
0.162
0.094
0.010
0.000

4.268
4.187
1.492
0.529
0.366
0.224
0.217
0.200
0.198
0.093
0.043
0.000

4.406
4.109
0.629
0.609
0.485
0.484
0.327
0.142
0.113
0.057 -
0.026
0.000

2.726
2.126
1.291
0.616
0.604
0.464
0.452
0.079
0.064
0.016
0.013
0.000

2.531
1.483
1.481
0.831
0.522
0.458
0.280
0.173
0.135
0.065
0.065
0.000

2.564
1.860
1.052
0.888
0.588
0.284
0.207
0.204
0.113
0.093
0.091
0.000

3.387
3.325
0.869
0.704
0.670
0.364
0.201
0.186
0.080
0.080
0.068
0.000

4.088
3.939
1.472
1.135
0.597
0.125
0.124
0.099
0.044
0.040
0.032
0.000
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Tabla 3

Niimero Medio de Nombramientos de Titulares de Universidad Durante 1992 y su
Reconstruccion para Varios Porcentajes de Varianza Explicada

ALICANTE 161 479 500 500 561 797 965 1200 1200 1287 1333 153
98.03% 077 283 485 571 631 485 8N 079 1N 1274 493 172
99.88% 127 406 535 54 57T 10 978 1215 1250 1249 0y sm2
AUTMADRID 265 648 842 1000 NI3 270 1574 077 100 222 2450 2881
98.03% 138 545 829 1006 1243 422 1637 1982 1M 209 U1 U8
99.88% 149 618 885 A1 N2 1282 155 004 NS WIS 506 17
BARCELONA 077 14 613 W7 5037 9393 11771 13148 13600 13600 13600 13600 |
98.03% 000 000 633 2281 5046 9161 1480 12993 13611 1733 13813 13792
99889 028 075 647 50 5076 9368 11746 13137 13655 13653 13590 13528
CADIZ 000 LM 371 460 547 b0 797 N6 1277 1300 1443 1839
98.03% 048 159 341 438 516 654 825 1093 1nH 1289 1485 1670
99.88% 055 178 352 435 498 640 828 1086 1204 1293 478 1458
CANTABRIA 103 28 3% 413 5; 1N 957  WnN 1600 1600 1750 2100
98.03% 04 146 338 4N 6 o8& 092 1Y 1502 1600 1792 1949
99.88% 075 228 396 470 502 704 1043 1416 1566 1663 1834 1998
COMPMADRID [ 723 3072 3955 47037 6010 6420 6729 7697 7880 8000 8717 9807
98.03% 129 3067 4009 4769 5937 6332 6662 7646 799 8IS0 8818 972
99.88% 706 3030 3979 4769 6004 6436 6707 7644 7868 BIOY  BLTT 9684
C(ORDOBA 010 117 242 437 600 600 626 8 9.00 9.00 957 1082
98.03% 050 167 336 387 387 408 5.6 4 830 926 N 1309
99.88% 046 149 300 373 492 638 716 8.06 8.05 8.36 978 1187
BALEARES 000 000 048 700 158 50 3.00 365 4.00 4400 4.00 6.00
98.03% 008 000 107 LM 0M 025 115 298 369 455 6.28 175
99.88% 012 000 081 094 125 1283 332 374 358 3.66 4.61 590
LAGUNA 055 403 1007 1730 3348 4760 5157 5200 5200 5200 5283 5347
98.03% 183 750 M9 1775 275 338 4413 5107 5352 488 5740 60.56
99.884 102 501 956 1741 3242 4796 5200 s29 5132 5070 5203 5500
LEON 000 010 100 1. 297 500 5.00 5.00 5.00 642 1160 137
98.03% 020 042 18 232 24 192 4 644 1 87 997 158
99.88% 000 000 090 252 392 43 417 535 6.06 15 4 1240
MALAGA 142 683 920 1000 1087 1297 1774 1900 1900 1977 2220 2571
98.03% 144 571 853 1008 1207 1320 479 1829 1940 2058 2324 2613
99.88% 181 661 890 998 1166 1363 1598 9 199 042 212 U
MURCIA 000 279 49 BAT VB N4 WM 313 893 B 3@ 3597
98.03% 079 301 579 890 1339 W49 B7 BB MM 3B B2 BH
99.88% 036 189 506 899 1419 1M MM 776 M08 3037 N% I8
UNED. B0 217 300 343 400 400 445 9.00 900 N9y 1B AN
98.03% 052 178 381 449 5303 4n; 778 1040 W3S 1233 MM 1M
99.88% 000 056 338 492 47 33 4.05 834 1068 134 174 1998
OVIEDO 529 B 900 1907 AU3F 75T 3245 3726 8O0 3865 3957 4000
98.03% 304 1252 705 047 2500 08 B2 M45 Y 75 4126 4582
99.88% A9 1650 1929 1970 2198 2644 3238 3834 3By M 382 4105
PAIS YASCO 107 530 955 1357 W0 47 355 W07 AM 5757 6133 64l
98.03% 024N M B2 179 3506 4267 4940 5193 5313 526 STMO
99.88¢% V21 495 957 1432 1807 79 3373 4683 5306 ST17 e1M 64.48
LAS PALMAS 219 545 77 8L %00 900 9.00 9.00 9.00 9.00 9.00 1045
98.03% 140 545 179 809 7463 546 5. 7.65 8.32 946 1215 151
99.88% 172 613 768 769 865 906 9.25 9.46 8.58 8.05 895 14
POLCATALUNA { 000 272 1113 1480 1600 2083 2745 3690 3900 3957 4000 4000
98.03% 122 ABT BD 1203 17469 465 240 MS59 3645 T4 4002 4246
99.88% 197 668 938 189 1544 7203  8S0 3543 3787 38 409 4237
SALAMANCA 13 4 74 W0 400 700 1755 032 7100 2137 B8 BT
98.03% 142 563 853 1048 1290 483 1685 2059 280 199 254 2845
99.98% 097 44 774 WST 444 1689 1757 W08 N8 NB 534 2840
VALENCiA 055 54 1352 2203 28 W50 B85 3990 4503 5384 6213 6509
98.03% 242 999 1466 1959 2709 M3 3934 4576 4787 4933 5254 565
99.984 064 579 1354 2090 2692 V23 B0 B0 4542 520 6143 eIl
ViGo 039 217 710 900 900 950 1228 1523 1873 1906 72150 4.3
98.03% 100 383 625 778 951 N3 1305 1642 1754 1843 09 2336
99.88% 0927 387 433 791 900 998 1183 5 17s0 1912 220 2455
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4.2. Discusion y conclusiones

En primer lugar, observemos que la primera impresién que produce la tabla 2 es
de cierta sorpresa porque a pesar de que la primera componente principal explica mds
del 96% de la variabilidad total, el error-cometido at reconstruir el proceso con dicha
componente no es excesivamente pequeiio especialmente en la primera mitad del afio.
Ademads, el error de reconstruccion se reduce considerablemente al ir introduciendo en

el modelo componentes principales ruidosas que explican muy poco de la variabilidad
total.

Estos resultados son facilmente explicables debido a que para procesos con va-
rianza creciente, como éste y en general para el caso de procesos con incrementos
ortogonales, el ACP da mds peso a los iltimos instantes del intervalo [0,T] porque
son las variables con mayor varianza las que contribuyen en mayor medida a la de-
terminacion de los factores. En estos casos es usual obtener una primera componente
principal relativamente ligada a la evoluci6n del proceso al final del intervalo y que
explica casi la totalidad de su varianza. Una solucién a este problema serfa llevar a
cabo un ACP del proceso tipificado que permita eliminar factores triviales.

Ahora bien, en el caso de procesos con funciones muestrales escalonadas, como
ejemplo mds conocido citaremos el proceso de Poisson, su tipificacién llevaria a un
nuevo proceso estocdstico cuyas trayectorias no serian escalonadas (recordemos que
la varianza del proceso de Poisson homogéneo es de la forma As siendo A el nimero
medio de ocurrencias por unidad de tiempo). Por lo tanto, la tipificacién altera la
base del subespacio sobre el que se proyecta el proceso que tendria que elegirse
en funcién a la nueva naturaleza de las trayectorias. Buscando una via alternativa
para la solucién de este problema, hemos obtenido una representacién numerable del
proceso en funcién de las componentes principales de la tipifiacién del vector aleatorio
Y (definido en (3.4)) y actualmente estamos investigando su utilidad para eliminar
factores triviales asi como el error de truncatura.

Volviendo a las tablas 2 y 3 observemos que en las reconstrucciones con cuatro
0 mds componentes principales el error es siempre muy pequefio. En particular, la
reconstruccién mensual del proceso con los doce factores principales aproximados
coincide exactamente con el valor medio mensual lo que permite concluir que la
precision de los procedimientos de célculo de autovalores y autovectores asi como la
del resto de procedimientos computacionales utilizados es extremadamente alta.

Por lo tanto, el método de proyeccién en este caso da resultados Sptimos, mds adn
si tenemos en cuenta que la particién elegida no ha sido demasiado fina. Asi, hemos
realizado un estudio simultdneo discretizando el intervalo cada quince dfas en el que
hemos obtenido el mismo tipo de componentes principales en cuanto al porcentaje de
variabilidad explicada. Sin embargo, al ser los subintervalos mas pequenos el proceso
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reconstruido explica mejor la naturaleza del proceso original que suele cambiar de
valor en las dos quincenas de cada mes generalmente. De hecho, la eleccion de la
particion estard en funcion de la densidad de cambios de valor del proceso en el tiempo
observado de modo que los subintervalos no tienen que ser de la misma amplitud y
serdn mds finos en aquellos periodos en los que se produzcan mds cambios.

En el trabajo de Aguilera et al. (1993) ha sido aplicado el método de proyecccién
para estimar el ACP del grado de ocupacién hotelera en las ciudades espafiolas durante
el afio 1990. Como las trayectorias de este proceso son regulares se ha elegido como
subespacio 6ptimo el generado por un niimero finito de funciones trigonométricas nor-
malizadas en el periodo considerado. Los resultados obtenidos corroboran la eficacia
del método de proyeccién para aproximar los factores principales muestrales de un
proceso de segundo orden,

Concluimos finalmente que en el caso en que se dispone de informacién a priori
sobre las funciones muestrales que garantice la eleccién Gptima del subespacio de
aproximacién, el método de proyeccién puede ser idéneo para aproximar el ACP del
proceso.

NOTA

Para estimar el ACP de un proceso con trayectorias escalonadas aplicando el
método de proyeccién ortogonal, hemos desarrollado un algoritmo computacional
que ha sido codificado en Turbo Pascal versién 6.0. usando programacién orientada
a objeto. Se trata del programa PCAP que permite, ademads, aproximar el ACP de un
proceso estocdstico a partir de observaciones discretas de sus funciones muestrales
mediante tres métodos numéricos diferentes (Aguilera et al. (1994)). Los investiga-

dores interesados pueden conseguir una copia del programa contactando con alguno
de los autores.
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ENGLISH SUMMARY:

PRINCIPAL COMPONENT ANALYSIS OF A STOCHASTIC PROCESS
WHOSE SAMPLE PATHS ARE PIECEWISE CONSTANT FUNCTIONS

Ana M2 Aguilera Del Pino
Francisco A. Ocaiia Lara
Mariano J. Valderrama Bonnet

1. INTRODUCTION

In many applied contexts, we observe a continuous function for each unit of
observation rather than a vector as in the classic multivariate case. That is, the data
are the sample paths of a continuous time stochastic process. Church (1966) and
Deville (1974) proposed an extension of the classic principal component analysis
(PCA) to reduce dimension in the case of continuous processes. Later, Dauxois et al.
(1982) have set up the asymptotic theory for the PCA of a Gaussian random process.
The sample principal factors are the solutions of a second kind integral equation
whose kernel is the sample covariance of the process. The objective of this paper
consists of approximating the solutions of this equation when the sample functions of
the process are piecewise constant functions.

2. PCA OF A STOCHASTIC PROCESS

Let us consider a second order stochastic process {X(¢) : 7 € [0,7]}, mean square
continuous, and whose sample functions belong to the Hilbert space L?[0, T] of square
integrable functions on [0,T], with the natural inner product defined by:

T
<flg>= /0 FO)g()dt Vf,g € L}0.T).

2._1. Basic Theory

Under these regularity conditions, the ith principal component of {X(¢)} is a random
variable given by the formula

25



T
g = /0 [ (X — p(o))dr,

where f;, called the ith principal factor, is the normalized eigenfunction corresponding
to the ith largest eigenvalue A; of the covariance operator C associated to the process.
Then, PCA gives the following orthogonal decomposition of the process (see, e.g.,
Shorack and Wellner (1986), p.120):

X(0) - 1(t) = T &fi0)

where [t is the mean function of the process. Moreover, this series truncated in the
mth term is the best m-dimensional model of {X(¢)} in the least squares sense, being
—m+1 A the minimum mean squared error.

2.1. Sample Estimation

Given N independent sample paths, {X,(t) :1 € [0,T],k=1,2,...,N}, the eigensys-
tem (A;, f;) of C is estimated by the corresponding one (A;, ;) of its usual unbiased

P

estimator C. This estimator is defined as a random operator whose kernel is the
sample covariance function of the process given by
A 1 X _ _
Clt,s) = N1 (Xi(0) = X (1)) (Xu(s) = X(s)),
k=1

where X is the natural estimate of the mean L. For more details about the properties
of these estimators, the reader is referred to Deville (1973).

3. APPROXIMATED SOLUTION OF PCA

The sample principal factors f; are the eigenfunctions of the sample covariance
operator. That is, they are solutions of the following second kind integral equation:

A ~ T A ~ A A
e (F) = /0 C(t,5)f(s)ds = Af(2).

Due to inherent difficulties in obtaining analytical solutions for such equations,
our objective is to apply an efficient numerical procedure to approximate the principal
factors of random processes whose sample paths are piecewise constant functions.
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3.1. Orthogonal Projection Method

When we have information about the nature of the process sample paths it is
suitable to apply the orthogonal projection method to solve approximately the last
equation.

Let {E,};_, be a sequence of finite-dimensional subspaces of L?[0,7] such that:

limPx=x VxekE,

n—oo

where {P,},"_, is the sequence of orthogonal projections from L2[0,T] to E,. Then, the
orthogonal pro;ectlon method consists in approximating the exgensystem of the sample
covariance operator C by means of the eigensystem of the operator C\*) : L2[0,T] — E,,
defined by

C(n) =P, &Pn .

AsCisa positive, self-adjoint and compact operator on L?[0, T], the convergence
in norm of the approximated solutions is warranted (Riesz and Sz-Nagy (1990)).

It can be proved (Deville (1974)) that the approximated principal factors are those
of a stochastic process whose sample paths are the projection of the original sample
functions over the subspace E,,.

Finally, the approximated solutions, denoted as £, are given by (Aguilera et al.
(1993)):

n .
=2 7e
j=1
being the vector z with components z/ a solution to the matrix equation

Rz = }\'(H)Za

where R is a n X n matrix with elements

T T N
R,-j =< Ce,- l €; >:/ / C'(t,s)ei(t)ej(s)dtds = 2 Y — (Yk/ - Y)
0 JO k= !

and defining,

T
Yklz/o Xe(s)ej(s)ds, Vj=1...n,
AL SR i Y
= — Yk»:/Xse-ss
NS Do !

27



3.2. Choosing the Approximative Subspace for Processes with Piecewise Constant
Sample Functions

We are now going to choose the most suitable subspace E, in L*[0,T] to appro-
ximate the principal factors of a random process whose sample paths are piecewise
constant functions.

Given a partitioning =, in the interval [0,T] with knots:
O=agy<a;<---<a,=T

verifying:

Ap =méXj=|, , {(a_/ — aj_l)} — 0 when k — o,

we will take the subspace E,, of the piecewise constant functions over the subintervals
(aj_1,a;] (j=1,...,n). An orthonormal basis of E, is given by the functions:

~1/2
8;(t) = (a;—a;-1) "2 100),
defining [; as

n=d 1 t€(aj-1,a;]
1"([)—{ 0 t¢(aj-1,a)]
4. APPLICATION

In this section we include an application with real data by means of the construc-
tion of a computational algorithm which allows to reconstruct the data after estimating
their principal components.
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