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PIRAMIDES INDEXADAS Y DISIMILARIDADES
PIRAMIDALES

CARLES CAPDEVILA MARQUES* y ANTONI ARCAS PONS*

En este trabajo se pretende una formalizacion de las bases matemdticas
sobre las que se amparan los modelos de clasificacion y representacion pi-
ramidal, estableciéndose para ello una equivalencia entre los conceptos de
pirdmide indexada y disimilaridad piramidal. Asimismo se precisa el con-
cepto de informacion redundante, contenida en una estructura piramidal y
se dan criterios objetivos para poder prescindir de ella sin que ello suponga
una modificacion de la estructura piramidal.

Indexed Pyramids and Pyramidal Dissimilarities.

Key words: Pyramid, Pyramidal dissimilarity, Spare groups.

1. INTRODUCCION

Los modelos piramidales de clasificacion y representacién de datos multidimen-
sionales, introducidos por Bertrand y Diday (1985) y estudiados mds recientemente
por otros autores, (Fichet, Durand, etc.) pretenden ser una generalizacién de los mo-
delos jerdrquicos cldsicos, en el sentido de permitir la existencia no sélo de grupos
disjuntos o encajados, sino también la existencia de grupos solapados y por tanto
permitir clasificaciones en las que, a cada nivel, los grupos en que queda dividida
la poblacién no tengan que constituir forzosamente particiones de la misma, como
ocurre en el caso de las clasificaciones inducidas. por jerarquias, sino que puedan
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constituir recubrimientos. En este caso puede suceder que un mismo individuo, o
grupo de individuos, pertenezcan a dos grupos diferentes de una misma.clasificacion,
con lo cual estos individuos podrdn caracterizarse por las propiedades de los diversos
grupos a los que pertenezcan. En este sentido podemos intuir que estos nuevos
modelos de clasificacion y representacion de datos, deberdn ser mas préximos a la
realidad que los modelos jerarquicos clasicos.

En ecste trabajo, pretendemos dar una visidn rigurosa, desde el punto de vista de la
formalizacién matematica, de las bases tedricas sobre las que se amparan los modelos
piramidales de clasificaciéon y representacién. Mds concretamente, se formaliza la
relacion existente entre pirdmide indexada y disimilaridad piramidal.

Desde otro punto de vista se plantea también el problema de la informacién
redundante contenida en una estructura piramidal y que, como tal, puede ser eliminada
de la estructura simplificdndola. En este sentido se precisa el concepto de informacién
redundante y se dan criterios objetivos para prescindir de ella sin tener que modificar
la pirimide correspondiente.

2. PRELIMINARES

En esta seccién introducimos los conceptos bésicos para el estudio de los modelos
piramidales de clasificacion y representacién de datos, cuales son los de disimilaridad

piramidal. pirdmide, pirdmide indexada, preorden compatible, etc. asi como algunas
propicdades de los mismos.

Definicion 2.1

Dada una disimilaridad d sobre un conjunto finito €, diremos que es una disimi-
laridad piramidal, si verifica las condiciones:

D.1 d(ﬂ)i,(,l)_,') >0, V(!),',(l)j €Q
D.2 d(w,w)=0, Vo, eQ
D.3 [1'((1),',0).,') = dr(.(J?)j,O),'), V(D,',(Dj €eQ
D4 Existe un preorden total (<) sobre €, tal que para todo
W;, W;, 0 € Q, con ®; < w; < oy, d((l),',(x)k) > max{d((x)[,mj), d((l)j,())k)}

Proposicion 2.1

Una matriz simétrica de orden n, de términos reales positivos (d;;), es una matriz
asociada a una disimilaridad ultramétrica d, sobre un conjunto Q = {y,...,©,}, sii
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existe una ordenacion total de los individuos (0; < --- < ®,), de modo que la matriz
M(d, <) verifique:

a) dij<djjyy paratodoi< j.

b) Puaratodok € {1..... ny, sidysy = = digport < digrss2, entonces:
diyj <dij parak+ 1< j<k+s+1
divyj=di; para j>k+s+1

La demostracion puede encontrarse en Lerman (1981).
Proposicion 2.2

Toda disimilaridad ultramétrica es también piramidal.

Demostracion

Si d es una disimilaridad ultramétrica sobre un conjunto finito , podemos con-
siderar la ordenacién sobre Q establecida por la proposicion 2.1.

Sean w;,w;,w; € Q tales que w; < w; < ;. Las condiciones a) y b) de la
proposicién anterior implican, respectivamente: d(w;,®;) < d(w;,0y) y d(w;,0y) <
d(w;,wy). Por tanto, de ambas desigualdades obtendremos: d(w;, wy) > max{d(w;,®;),
d(w;.wy)}, con lo cual d serd piramidal.

|
Definicion 2.2

Dada una disimilaridad d, y un preorden <, definidos sobre Q, diremos que d y
< son compatibles, si y solamente si, para cualesquiera elementos de €, tales que
o; < ®; < wy, se verifica, d(w;, wy) > max{d(w;,®;),d(w;,0)}.

Definicion 2.3

Sea Q un conjumb finito preordenado y h € §2(£2). Diremos que h es una parte
conexa de Q respecto al preorden, sii V w;,w; € h, con 0; <0}, {® € Q/w; < <
(l)j} C h.
Definicion 2.4

Diremos que un preorden definido sobre Q es compatible con una familia H C
§(Q), sii V h € H, h es una parte conexa respecto al preorden.

ISi d es una disimilaridad sobre un conjunto finito Q. cualquier ordenacién total (<) de sus elementos,
dard lugar a una matriz de disimilaridad para d, en la que la i-ésima columna (fila) representara al i-€simo
elemento de Q respecto a la ordenacion dada. Esta matriz se representa por M(d, <).
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Proposicion 2.3

Una disimilaridad d es una disimilaridad piramidal sobre Q, sii existe un preorden
total sobre Q compatible con d.

La proposicién es evidente a partir de las definiciones.

Definicion 2.5

Sea Q un conjunto finito y P C (). Diremos que P es una pirdmide, si se
verifican las condiciones siguientes:

P1 QeP.
P2 YVoeQ, {w}eP.
P3 VhheEP, hNK =0 6 hNH eP.
P4 Existe un preorden total sobre Q, compatible con P.
Definicion 2.6
Sea P una pirdmide sobre Q.
Diremos que una funcién i : P — R* es un fndice asociado a P, si verifica las
condiciones: ‘

Ll i{0})=0, YoeQ
12 VK eP, hch = ih)>ik)

Si P es una pirdmide sobre Q e i un indice asociado a P, diremos que (P,i) es
una pirdmide indexada.

Definicion 2.7
Si (P,i) es una.pirdmide indexada tal que:
I3 VYhheP, hCH = i(h)<i(h)
diremos que (P,i) es una pirdmide indexada en sentido estricto.
Si en lugar de la condicién 1.3 se verifica:
L3 VhheP talesque hCH y i(h)=i(H),
existen hj,h; € P, distintos de k, y tales que h = h; Nh,.
Entonces diremos que (P,i) es una pirdmide indexada en sentido amplio.

De las definiciones anteriores resulta inmediato:
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Proposicion 2.4
Toda pirdmide indexada en sentido estricto, lo es también en sentido amplio.

A los elementos de una pirdmide los llamaremos “grupos” de la piramide, y si
una pirdmide es indexada, el valor del indice sobre cada grupo, se denomina “indice
del grupo”.

Es interesante observar, tal como se demuestra en Diday (1986), que toda jerarquia
total indexada es también una piramide indexada, con lo cual puede concluirse que
las pirdmides son una generalizacién natural de las jerarquias.

En este sentido, puede verse que cada grupo de una piramide puede tener hasta
dos predecesores, mientras que en una jerarquia cada clase tiene un uUnico predecesor.

Del mismo modo que los dendrogramas proporcionan una representacion visual
de las Jerarquias Indexadas, es posible construir otro tipo de grafos conexos, a los que
llamaremos “grafos piramidales” o “pirdmides”, que proporcionen una representacion
visual de las Pirdmides Indexadas.

Su construccion consiste en expresar graficamente las propiedades caracteristicas
de las pirdmides, es decir:

Dos grupos, no encajados, pueden tener interseccién no vacia.
Cada grupo puede tener hasta dos predecesores.
Existencia de un preorden total para el que cada grupo sea conexo.

El grafo piramidal expresara entonces, en un solo diagrama, la imbricacién de unos
grupos en otros y el indice de la pirdmide. Su representacién visual se efectuarad
asociando a cada grupo un segmento horizontal situado, sobre una escala, a una altura
igual a la de su indice y unido a sus predecesores mediante unas lineas oblicuas, que
llamaremos “aristas”, de manera que cada arista una el centro del segmento asociado
a un grupo con uno de los extremos de los segmentos asociados a sus predecesores.

Ejemplo 2.1

Sea Q = {®,w,,w3,04,0s }, ordenado por ®; < W, < W3 < Wy < W5 y sea

P = {{w},... {05}, {0}, {03, 0}, {0, 0,03}, {003,004, 05}, {002, 03, 004},
{on co;,(n4,0);} {0)1,0)2 w3,04},Q2}  una pirdmide indexada por:

i({w;}) =0, para je{l,...,5} i({wy,m3,04})=5
l({(DZ’(O?’} =2 i({(l)z,(D3,(D4,0)5})———'5
i({O)3,(1)4} 25 i({(l)l,(x)p_,(ﬂ3,0.)4})=6
i({or, 00, 0}) = Q) =7

l({(!)‘;,(,l)4,(l)5})

135



Si partimos de los singletones, {®}, ..., {ws} y determinamos los sucesivos pre-
decesores, obtendremos:

{0}
{}
{3}

\ (01,000}
- 2, 0:
— st — {wl,(Dz,a)3,(o4} _
{0, 03, w4} —_ Q
{0, 03,004, 05}

—_—

{oq} /

{os}

{3, 04,05}

La representacion visual de la pirdmide (P, i) sera:

Obsérvese como, a cada nivel, la clasificacién correspondiente constituye un re-
cubrimiento de la poblacién Q. A nivel 4, por ejemplo, la clasificacién piramidal
obtenida viene dada por los grupos: {0)1,0)2,0)3},{0)2,0)3},{(03,(04},{(93,0)4,0)5},
que obviamente forman un recubrimiento de Q.
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3. RELACION ENTRE PIRAMIDES INDEXADAS Y DISIMILARIDADES PI-
RAMIDALES

3.1. Planteamiento del problema

Teniendo en cuenta que la base matemadtica de las representaciones jerarquicas
sc fundamenta en la relacién existente entre la obtencién de una disimilaridad ul-
tramétrica sobre una poblacién Q y una jerarquia indexada de §2(Q), en esta seccién
demostraremos la existencia de una correspondencia biunivoca, entre las pirdmides in-
dexadas y las disimilaridades piramidales, de modo que los grafos piramidales puedan
interpretarse como la representacion visual de dichas disimilaridades.

Para ello, tendremos en cuenta el paralelismo existente con el caso de las jerarquias
y las ultramétricas antes mencionado.

Sea Q un conjunto finito y d una disimilaridad piramidal sobre Q2. Nuestro objetivo
serd ¢l de asociar a la disimilaridad d una pirdmide indexada de ().

Sca A={oeR/Fw,w; €Q y d(w;,w;)=a}, para cualquier o € A, defini-
mos la siguiente relacién sobre :

Voo eQ; oRy0 & do,o)<a

St d fuese una disimilaridad ultramétrica, V o € A las relaciones Ry serian de equi-
valencia. En nuestro caso, si d es piramidal, las propiedades reflexiva y simétrica
se satisfacen de forma inmediata, sin embargo ello no es suficiente para asegurar la
transitividad de dichas relaciones, por lo- que no seran de equivalencia, y por tanto
no dardn lugar, en general, a particiones de £, sino a ciertos recubrimientos, a los
que denominaremos Py. Asi pues, V o € A el recubrimiento Py estara formado por
erupos h € 9(Q) tales que d(0,0') <a, Vo,0 €h.

A pesar de todo, podriamos pensar que la unién de todos estos recubrimientos,
P = U Py es la pirdmide inducida por la disimilaridad d. Pues bien, esto no siempre
UEA
es cierto, puesto que la interseccion de dos grupos de un tal P/, no siempre es de P’
o vacia, tal como puede verse en el ejemplo 3.1.

| Ejemplo 3.1

Sea Q = {w;,w,,03,w4} y d una disimilaridad piramidal sobre Q, dada por la
matriz: 0 13

1
0 1

[l SIS
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En este caso. A = {0.1.2.3} y construyendo los distintos recubrimientos de Q.
para los distintos valores de a. tendremos:

Po = {{o} {2} {ws} {ws}}
Py = {{w.0. w3} {ws}}

P, = {{(1)1.(!)3.(03}4,{(1)2,(1)3.(1)4}}
Py = {Q}

conlo que P' = {{w }. {wr} {wi}. {0} {w. 0. 03} {ws, w3,03}.Q} y puesto que
existe una interseccion que no es de P, ). .03} N{wy. 03,0y = {0y, 1} ¢ P/, P’
no es una piramide.

Asi pues deberemos reconsiderar el método de construccion de una pirdmide a
partir de una disimilaridad piramidal.

En este empefio, para cualquier ot € A, consideraremos las siguientes familias de

§2(€2):

C={hePQ)Iuw.0ecQ duw,o)=ua h={0eQ/u<o<n}}’
C = {h € Cy/hes maximal en Cq, en el sentido de la inclusién}

Precisando un poco mds, h € Cq sii existen w;,w; € Q, adistancia o, y h = {w €
Q/w; <o <} =[w;,0;]q Por consiguiente, h € Cy sii 3 w;,0; € Q/d(0;,0;) = o
y h = [®;,®;]q maximal. Es decir, los grupos 4 € C}, son intervalos maximales, en el
sentido de que V' ¢ 1, 3w € h tal que d(w,®') > o

Obsérvese que en el caso particular de la poblacién Q y de la disimilaridad
piramidal d del ejemplo 3.1, estas familias serfan:

Co = {{o}, {0}, {w3},{ws}} C
C = {{o, 0}, {0, 0,3}, {m3}} C
C; = {{wr, 03,04}, {03, 04}} C

: C

= {Q}

{{on}, {wz} {3}, {oq}}
{{o, @, 03}}
{{on
{@

co3,(o4}}

b

Il

A partir de estas nuevas familias de (), podriamos intentar definir la piramide

inducida por d como P* = U Cgs pero P*, en general. tampoco serd una pirdamide
acA

puesto que en el caso particular de la poblacién y la disimilaridad piramidal conside-

rados en el ejemplo 3.1, resulta ser P* = P, con lo cual P* tampoco ser4 la piramide

buscada.

“Esta definicion tiene sentido puesto que al ser d una disimilaridad piramidal, debe existir sobre Q un
preorden total, lo cual permite, dados dos individuos ;,0; € Q, a distancia a, considerar los individuos
® € Q tales que ©; < 0 < ;.
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Por otra parte, el resultado P* = P/, que hemos obtenido en el caso particular del
ejemplo 3.1, puede generalizarse, como se demuestra en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1.1

Si d es una disimilaridad piramidal sobre Q, A = {0 € R/3 W;,0; € Q ¥
d(w;, ;) =0} yVaeA C,yPy las familias de §(Q) definidas anteriormente, en-
tonces fijado o € A, se tiene Cy = Py.

Demostracion

Veamos en primer lugar que fijado o € A, Cy C Pg.

Sea h € C, esto significa que existirdn w;,®; € Q a distancia o, tales que h =
(@;,;]o maximal, y por tanto V@' ¢ h, 3w € h con d(mw,0') > a, lo cual equivale
a decir que V @ € h que esté a distancia menor o igual que o de cualquier otro @' € Q,
deberd ser ' € h, con lo cual tendremos que 4 = {individuos de Q con interdistancias
< a} y por tanto serd /i € Pg.

Si por el contrario partimos de un grupo h € Py, serd h = {individuos de Q con
interdistancias < o}. Puesto que o € A, existirdn w;,®; € Q tales que d(w;, ;) = o
y supongamos que ; y ®; sean los individuos de € extremos, (en términos del
preorden total existente en €, asociado a d) a distancia o. En estas condiciones,
V o € h deberd ser »; < ® < ®;, puesto que si fuese w < w; < w;, por ser d piramidal
tendriamos d(w, ;) > o. Por otra parte, puesto que d(0;,®;) = o, ®; y ®; serdn
de h, y puesto que ® también es de h, serd d(w,w;) < o. Por tanto tendriamos
d(0,w;) =0y ® <®; <®;, con lo cual ; y ®; no serian los individuos extremos
a distancia o.

Asipues, h C {x€ Q/w; <x < w;} = [(x),',(o.,:]a.

Por otra parte, V x € Q tal que ; < x < ®; con d(w;,®;) = 0, deberd ser x € h,
puesto que VX' € [0;,®;]o, d(x,x") < d(w;,w;) por ser d piramidal, y por tanto
d(x,x') < a, con lo cual tendremos que x € h.

De ambas inclusiones resultard h = [0;, W]q. Ademds, al ser @; y ®; los indivi-
duos extremos a distancia , el intervalo [@;, ;] serd maximal en Cg respecto a la
inclusion. ‘

Asi pues, h = [@;,w;]o maximal = he€Cy,.

Si hubiésemos supuesto ®; < ®; < ®, habriamos llegado a la misma conclusion.
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3.2. Teoremas de Existencia y Unicidad

Teorema 3.2.1

Toda disimilaridad piramidal d sobre Q, define una pirdmide indexada en sentido
amplio de () que es Unica.

Demostracion

Dada una disimilaridad piramidal d sobre €, definimos el siguiente subconjunto
de 9(Q): P =P"U {intersecciones no vacias de dos grupos de P*}

Con ello, tendremos que los conjuntos de P o bien son grupos de P*, o bien son

intersecciones de dos grupos de P*, que son precisamente los que le faltan a éste para
ser una piramide.

Veamos, en primer lugar, que P es una piramide.

P1 QeP.
En efecto, Q2 € P* puesto que serd Q € C,, con o = max(A).

P2VweQ; {w}eP
VoeQ, {w}eP* puesto que {o} €C; y0€A.

P3Vhh €P, hNK =06hNH €P.

- Sean h,h" dos grupos de P tales que hNA' # 0
Puesto que cualquier grupo de P, o bien es de P*, o es interseccién no vacia de
dos grupos de P*, si &'y k' son grupos de P, existirdn h; € P*, i € {1,2,3,4},
tales que: h=h;Nhy y K = h3Nhy.
Puesto que d es piramidal, tiene sentido suponer la existencia de un preorden
total sobre Q. Consideremos, para cualquier i € {1,2,3,4}, o; y o] los individuos
extremos de h;(o; < o).
Si consideramos  j = max{®;};=1234

@ = min{wi}ioi 234

resulta inmediato, a partir de la consideracién de que el preorden sobre es total,
que: hNA' = hjNhy, con hj,h € P*, (Ver Fig. 3.2.1).
Asi pues, tendremos que hNHA € P.
hﬂhl = (h] ﬁh2) ﬂ(h3ﬂh4) = h[ ﬂh4 .

} 1 1 | — ' l 1 L
T 1 1 | — 1 1 1 1
/ / / /
; w2 w3 g 0N ; w; Wy
Figura 3.2.1

140



P.4 Existe un preorden total sobre Q, compatible con P.

Puesto que d es piramidal, existe un preorden total sobre Q compatible con d, y
este mismo preorden es compatible con P, puesto que cualquier grupo de P* es
conexo respecto a este preorden por construccidn, y la interseccién no vacia de
dos grupos conexos es otro grupo conexo (puesto que el preorden es total). Por
tanto cualquier grupo de P serd conexo respecto al preorden.
Finalmente vamos a ver que esta pirimide puede ser indexada en sentido amplio.
Para ello, definamos la siguiente aplicacién:
i: P — Rt

h — i(h) = max{d(w,0'); ©,o € h}

Entonces se satisface:

L1V eQ. i({w})=0.
Inmediato a partir de la definicién.

L2V hh €P, sihCH, entonces i(h) <i(h).
Si h C ' es evidente que max{d(x,v); x,y € h} = i(h) es menor o igual que
max{d(x,y); x,y € h'} = i(h), con lo cual i(h) < i(h).

L3V hh" €Pcon hCH ei(h)=i(h'), existen h,,h, € P, distintos de h, y tales que
h=hN0hs.

Si h C 'y son del mismo indice, entonces h ¢ P*, puesto que 4 no es maximal
para o = i(h).

Por tanto, si h € P'y h ¢ P*, existirdn h; y h, de P* C P, distintos de h, y tales
que h=h;Nhs.

Asi pues, (P,i) es una pirdmide indexada en sentido amplio que ademds es tinica
por construccion.

[ |
Teorema 3.2.2

Toda pirdmide indexada (P,i) de §9(Q), induce una dnica disimilaridad piramidal
sobre Q.

Demostracion

Dada una pirdmide indexada (P,i), para cada par de individuos @ y o' de Q,
definimos: d(w,®') = i(hy), siendo kg, el minimo grupo de P, en el sentido de la
inclusién, que contiene ® y @'

Esta definicién es correcta puesto que si existe un dnico grupo de P que contiene
®y o, entonces éste es el minimo, y si existen varios, su interseccién, que también
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es de P, es el minimo, con lo cual tiene sentido considerar el minimo grupo de P que
contiecne ® y @'.

Veamos pues que d es una disimilaridad piramidal:

DilVow e, dow)>0.
Inmediato, puesto que para cada h € P,i(h) > 0.

D2Vww e, dww) =0.
El menor grupo de P que contiene o, es {w}, e i({w}) = 0.

D3Vwow €, dww)=dw, o).
Inmediato.

D.4 Existe un preorden total sobre Q tal que, dados w, ®',®” de Q, con 0 < @' < ®”,
d{w.0") > max{d(w,0'),d(o,0")}. -
Pucsto que P es una pirdmide, existe en  un preorden total compatible con P.
Sean ., y ®” elementos de Q, con o < o < w".
Sca hyy el minimo grupo de P que contiene ® y ", puesto que hyy €s
conexo respecto al preorden que P induce sobre Q, tendremos que @' € hy,yr.
Si Mgy es el minimo grupo de P que contiene @ y o', tendremos que tanto
Ny €OMO hyy contienen @ y @'. Si son grupos conexos y Ay €s el minimo,
tendremos que Ay C Ay, POr tanto i(hyy) < i(hgy) y d(®,0) < d(o,0").
Por otra parte, Ay Y hyyey, ambos contienen a @' y ®", por tanto, Ay C
Ny« AT pues i(hgyyr) < ilhgey) y d(0,0") <d(o,0").
De ambas desigualdades, obtenemos: d(w,®”) > max{d(w,'),d(®,®")}, que
es lo que queriamos demostrar.

[ |

Pucsto que, dados dos individuos cualesquiera ® y @' de €, el minimo grupo de P

que los contiene es unico, la disimilaridad d definida como el indice de dicho grupo,
serid también dnica.

Finalmente, cabe resaltar que el teorema anterior es vélido, en particular, para
pirdamides indexadas en sentido amplio. Asi pues, los teoremas 3.2.1 y 3.2.2 establecen
una correspondencia biunivoca entre el conjunto de las pirdmides indexadas en sentido
amplio y el de las disimilaridades piramidales.

3.3. Otras Relaciones
Proposicion 3.3.1

Sea (P, i) una pirdmide indexada de §)(QQ) y sean ®y o' dos individuos cualesquiera
de €. El minimo grupo de P que contiene a @ y o, es también el de menor indice de
entre todos los que los contienen.
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Proposicion 3.3.2

Sea h un grupo cualquiera de una pirdmide P. Si 0 v @' son los individuos extremos
de h, entonces h es el minimo grupo de P que los contiene.

Las demostraciones de las proposiciones 3.3.1 y 3.3.2 son inmediatas a partir de
la definicién de pirdmide indexada y del hecho que cada grupo de la pirdmide sea
conexo respecto un cierto preorden total detinido sobre la poblacion €.

Proposicion 3.3.3

Sea (P.i) una pirdmide indexada en sentido amplio sobre Q, v d la disimilaridad pi-
ramidal inducida. Sea A = {a€ R/3w,.0,€Q v d(w;.o;)=0}yseaP lafamilia
de §2(Q) definida a partir de la disimilaridad d en la seccion 3.1. En estas condiciones:

her
heP & 0
Ih.hy € P, distintos de h, tales que h = hy Nh>

Demostracion

Sea h un grupo cualquiera de P. Puesto que P es una pirdmide, tiene sentido
considerar los individuos extremos de h respecto al preorden total correspondiente
definido sobre Q, sean éstos @; y ®; y supongamos que d(w;, ®;) = . En estas
condiciones, la proposicién 3.3.2 nos asegura que /& es el minimo grupo de P que
contiene w; y ;.

Supongamos que h ¢ P', entonces V o € A h ¢ Py, en particular, h ¢ Py, y por
tanto, existira 0y € €. tal que:

(l) (00¢h y VXEI’I, d((l)()?x)sa():d(o‘)lvw/)

Si w;,; son los individuos mds alejados de A, y wy ¢ h, entonces no puede ser
; <0y <, y por tanto tendrd que ser: wp < ®; < ®; 0 bien w; < ®; < 0.

Supongamos wy < ®; < w;. Puesto que d es piramidal, tendremos: d(wy,w;) >
d((l),‘,(o_,‘)—.ﬂ -

Por otra parte, para x = ®; la desigualdad (1) quedara: d(wo,(o_,-) <d(w;,w;)).
Y combinando ambas desigualdades, tendremos:

Consideremos, ademads, A, el minimo grupo de P que contiene wy y ®;.
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Puesto que la disimilaridad piramidal d, viene inducida por la pirdmide P, resultard
que: d(wg,w;) =i(hg) y d(w;,w;) = i(h).

De lo cual, y teniendo en cuenta (2), se deduce que i(h) = i(hy).

Veamos que h C ko :
Puesto que wp < ; < w; y hy es conexo, ; también ha de pertenecer a hy.

Asi pues, h es el minimo grupo que contiene ®; y ®; y ho también los contiene,
por tanto h C hyg.

Ademds wy € hg y g ¢ h, con lo cual, h C hy.

Resumiendo pues, tendremos que: dado h € P, si h ¢ P/, existird hy € P tal que
h C hg e i(h) = i(hg), y puesto que (P, i) es una pirdmide indexada en sentido amplio,
existirdn hy,h, € P, distintos de h, tales que h = h| N h,.

Ahora bien, nuestro objetivo era demostrar que si & ¢ P’, entonces es interseccion
de dos grupos de P', y no de P.

Supongamos pues que por lo menos uno de los dos grupos, &, por ejemplo, no
es de P'. Entonces, existirdn hy,h] € P, distintos de h; y tales que h; = hyNAY, con
lo cual h =R\ NA{Nh,.

Si, a su vez, alguno de estos grupos no es de P’ h1 por ejemplo, existirdn h1 y

K, de P, distintos de K|, con K| = K NH,, con lo cual h =K MK, NK! Nhy, y asi
sucesivamente.

En este proceso, obsérvese que h C hy C b} C h_’ - Puesto que las inclusiones
son estrictas y go(Q) es finito, o bien l]egarcmos aun grupo de P, o bien a un grupo
k) tal que h C hy G ---hy y no podra desdoblarse como interseccién de dos grupos de
P, entonces tendra que ser k) € P, puesto que de lo contrario, seria interseccién de
dos grupos estrictamente més grandes con lo cual 4; no seria el dltimo grupo de la
cadena como estamos suponiendo.

Asi pues, aplicando este proceso a los grupos que no sean de P', tendremos
que h puede expresarse como h = h NhyN---Nhk,, con by € P y k) ;ﬁ h, para todo
i€{l1,2,...,r}

A partir de aqui, por ser el preorden sobre Q total, es inmediato demostrar que
‘h=hNkj, conk,j€{l,...,r}, y hi,hj € P' que es lo que querfamos demostrar.
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Sea h € P/, entonces 3o € A/h € Py y por tanto sera h = {individuos de  con
interdistancias < o}.

SiaoeA = 3 w;,0; € Q tales que d(w;, ;) = 0 y supongamos que ; y ®;
son los individuos extremos de £, en términos del preorden total sobre £ asociado a
d, puesto que si no fuese asf, es decir si existiese un ® € A tal que ® < w; <, (6
bien ®; < w; < ®) tendriamos que, por ser d piramidal, d(®,®;) > d(w;,®;); y por
ser 0,0, € h, d(®,w;) < d(w;,w;), con lo cual d(®,w;) = d(w;,w;) y por tanto, en
la definicién de & podriamos sustituir ®; por ®.

Supongamos pues, ®;,®; los extremos de & y sea hy el minimo grupo de P que
los contiene.

Entonces, V w € & serd 0; < ®w < ®; y puesto que hy es conexo, W € Ay, con lo
cual, h C hy.

Si d es la disimilaridad piramidal inducida por la pirdmide (P.i), la inclusién
anterior no podrd ser estricta, por tanto & = hy y en consecuencia, i € P.

Finalmente, si # = h; Nhy, con h; € P y h; #h, para i € {1,2}, puesto que

acabamos de demostrar que P’ C P, resultard que h serd interseccién de dos grupos
de P, por tanto serd h € P.

Teorema 3.3.1

La pirdmide indexada en sentido amplio inducida por una disimilaridad piramidal,
induce esa misma disimilaridad piramidal.

Demostracion

Para ello, vamos a ver que si una pirdmide indexada en sentido amplio, (P,i)
induce una disimilaridad piramidal d’, y a su vez es la pirdmide inducida por otra
disimilaridad piramidal d, entonces d = d’.

Si d’ es la disimilaridad piramidal inducida por (P,:), dados dos individuos cua-
lesquiera x,y € Q, d'(x,y) = i(hy), siendo hy, el minimo grupo de P que contiene

axey.

Si (P,i) es la pirdmide inducida por d, entonces i(hy,) = max{d(®,®'); w0, €
hy }, por consiguiente serd i(hy) > d(x,y).

De donde, d'(x,y) > d(x,y).

Vamos a ver que esta desigualdad no puede ser estricta.
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Supongamos que existan xg,, 0 € Q tales que d'(xp,y0) > d(x0,Y0). Sid(xg,Y0) =
podemos considerar la familia de §2(Q), C}, tal como la hemos definido en la seccién
3.1. Sean h.,... k7 los grupos de dicha familia, que a su vez serdn todos ellos grupos
de P, por ser ésta la pirdmide inducida por d.

Por otra parte, es claro que existird algin A, con i € {1,...,r} tal que xo, o € K.

Asi pues, si (P,i) es la pirdmide inducida por d, i(hl) = o < d'(xg,Y0) = i(hg).
Ahora bien, si hg es el minimo grupo de P que contiene x5 e vy, en virtud de
la proposicion 3.3.1 es también el grupo de menor indice de entre todos los que
contienen xq € yg, por tanto no puede ser que i(hi,) < i(ho). Por tanto no puede existir
ningtn par de individuos, xg,yo € Q tales que d’(xg,yo) > d(xg,¥g), con lo cual tendrd
que ser d'(x,v) = d(x,y) para cualquier par, x e y, de individuos de Q. y por tanto
d=d.

Teorema 3.3.2

La disimilaridad piramidal inducida por una pirdmide indexada en sentido amplio,
induce esa misma pirdmide.

Demostracion

Para ello, veremos que si la pirimide (P,7) induce la dlsxmllarldad piramidal d, y
a su vez, ésta induce la pirdmide (P,7), entonces P = P yi=1

Si (P,7) es la piramide indexada inducida por d, por la demostracién del teorema
3.2.1 sabemos que:

[heP*
heP & 0
| 3hy,hy € P+, distintos de h, tales que h = h; N hy

Por otra parte, puesto que gracias a la proposicién 3.1.1, P* = P/, resultara:
[heP
heP o o
| 3R,y €P',  distintos de h, tales que h = h; Nhy

Y por la proposicién 3.3.3 esto equivale a que h € P.

Para ver que i = i, tendremos en cuenta que P =P y demostraremos que VheP,

i(h) = i(h).

(P, 1) es la pirsmide indexada inducida por d, para cualquier 4 € P = B, i(h) =
max{d(w, '), V 0,0’ € h}, por tanto existirdn x,y € h tales que i(h) = d(x,y).

146



Por otra parte, sean @; y ®; los individuos extremos de h. Puesto que h € P
y P ¢s la pirdmide que induce d, si ®; y ®; son los individuos mds alejados de 4,
¢éste sera el minimo grupo de P que los contendra (Proposicién 3.3.2), y por tanto
i(h) = d(w;, ;).

Asi pues, hasta el momento tenemos que: x,y € h € P; 0;,®; son los extremos de
.y d es la disimilaridad piramidal inducida por (P,); con lo cual d(x,y) < d(w;, ;).

Finalmente, puesto que d(x,y) = max{d(m,®’), V w,® € h}, tendremos que
d(x.v) > d(w;, ;).

De ambas desigualdades resultara: d(x,y) = d(w;,®;) y por lo tanto V h € P,
i(hy =i(h).

4. GRUPOS SOBRANTES. DEPURACION DE UNA PIRAMIDE

Dada una pirdmide indexada (P,i) construida por alguno de los algoritmos de
clasificacion piramidal existentes, Diday (1986), Bertrand (1986), Capdevila (1993),
podemos preguntarnos si existen grupos ‘“‘sobrantes”, es decir, grupos que propor-
cionen informacién redundante sobre la clasificacién y por tanto que puedan ser
climinados de la pirdmide sin que varfe la clasificacidn piramidal.

Para responder a la pregunta con el maximo rigor, serd necesario, en primer lugar,
precisar el concepto de “grupo sobrante” en una piramide indexada.

Si (P,i) es una piramide indexada en sentido amplio, es evidente que ningin grupo
pucde ser sobrante, puesto que a dicha pirdmide le corresponde biunivocamente una
disimilaridad piramidal d, por tanto si eliminamos algiin grupo / de P, a pesar de que
P — {i1} continuase siendo una pirdmide indexada en sentido amplio, induciria otra
disimilaridad piramidal d' distinta a d y por tanto una clasificacién también distinta. Si
por ¢l contrario, la pirdmide es indexada en sentido estricto, también lo serd en sentido

amplio (Proposicién 2.3) y por consiguiente tampoco habrd grupos susceptibles de ser
climinados.

Sea pues (P,i) una pirdmide indexada pero no en sentido amplio. En este caso,
existirdn grupos h,h' € P, h C h'5i(h) = i(h') y h no serd interseccion no trivial de
grupos de P.

Consideremos el conjunto:  Zp={heP/IH € P;h CH; i(h)=i(K)

y A no es interseccién no trivial de grupos de P}
que serd no vacio, por ser la pirdmide indexada no en sentido amplio.
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En estas condiciones, es evidente que P —Xp serd también una pirdmide indexada
y ademds. en sentido amplio.

Si finalmente demostramos que la disimilaridad piramidal inducida por (P, i) es la
misma que la inducida por (P —Zp.i). quedard demostrado que los grupos de Xp son
realmente los grupos sobrantes de la pirdmide P. puesto que Py P—ZXp serdn pirdmides
equivalentes, en el sentido de tener asociada la misma disimilaridad piramidal, y al
ser (P —Zp.i) indexada cn sentido amplio. no tendrd ningin grupo sobrante, con lo
cual podremos asegurar que los grupos de Zp serdn los dnicos grupos sobrantes de P.

Teorema 4.1

La pirimide indexada sobre Q(P.7). induce la misma disimilaridad piramidal que
la piramide (P —Xp. ).

Demostracion

Sabemos que cualquier pirdmide indexada de §9(€2), sea en sentido amplio o no,
induce una disimilaridad piramidal sobre €, sin mds que definir la distancia entre dos
individuos como el indice del menor grupo que los contiene.

Sea pues € un conjunto finito y (P./) una pirdmide indexada. Si lo es en sentido
amplio, entonces Zp = @ y no hay nada que demostrar.

Supongamos pues que (P,i) es indexada pero no en sentido amplio, con lo cual
p#0yP-Z CP

Sean d y d' las disimilaridades piramidales inducidas respectivamente por (P,i) y
(P—Xp,i).

Sean x e v dos individuos cualesquiera de Q. y sea hy el minimo grupo de P que
los contiene. Entonces serd d(x.y) = i(hy).

Si hy ¢ Zp, entonces hg € P—Xp, y por tanto d'(x,v) = i(hg), con lo cual tendremos
d(x,y) =d'(x,v), que es lo que queriamos ver.

Si por el contrario, hg € Zp,hy ¢ P—Xp, y ademds existirdn otros grupos de P
que contendrdn estrictamente /iy y de su mismo indice. Estos otros grupos lo serdn,

naturalmente, en nimero finito, y no todos ellos podrdn ser de Xp (por lo menos
Q¢ Xp). :

Sea pues, hy el menor de los grupos de P tales que hg C hy, i(ho) = i(hy) y hfy & Zp.

En estas condiciones pues, ki, serd el menor grupo de P—Xp que contendra hg y por
tanto el menor grupo de P —Xp que contendrd x e y. Asi pues, d'(x,y) = i(hy) = i(hg)
y por tanto d(x,y) = d'(x,y) que es lo que queriamos demostrar.
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Resumiendo pues, la caracterizacién de los grupos sobrantes de una pirdmide
indexada serd la siguiente: h € (P,i) es un grupo sobrante sii h € Zp. Es decir, h es
un grupo sobrante, si no es interseccién no trivial de grupos de P y existe otro grupo
h' € (P,i) tal que: h C A e i(h) =i(h).

La Depuracion de una Pirdmide consistird en eliminar los grupos sobrantes. Una
vez eliminados dichos grupos, desde el punto de vista de la representacién visual. es
posible que existan también aristas sobrantes, que deberdn ser también eliminadas.
Para ello, el criterio a seguir serd el siguiente: Después de la depuracion de una
piramide indexada, cualquier arista que no una un grupo con su predecesor es sobrante
y por tanto debe ser también eliminada.
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ENGLISH SUMMARY:

INDEXED PYRAMIDS AND PYRAMIDAL DISSIMILARITIES

Carles Capdevila Marques and Antoni Arcas Pons

Pyramidal trees, introduced by E. Diday, are a logical generalization of ultrametric
trees. They are less restrictive structures where recovering replaces the concept of

partition, obtaining a representation which bears more information and is closer to
the initial dissimilarities.

The pyramidal representation processes for individuals of a finite population, con-
sists in transforming the initial dissimilarity into a pyramidal dissimilarity by means
of some known pyramidal clustering procedure algorithm; this pyramidal dissimilarity
is equivalent to an indexed pyramid.

In this study we establish a rigorous mathematic formalization of the equivalence
between the concepts of indexed pyramid and pyramidal dissimilarity. In addition, we
study the problem of the redundant information contained in a pyramidal structure, and
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we provide objective criteria to eliminate it without modificating the corresponding
pyramid.

In section 2 you find the basic concepts for the study of the pyramidal models
of classification and representation of data, and some elementary relationships among
them are established.

We realize that all indexed total hierarchies are also indexed pyramids. and there-

fore. the pyramidal models constitute a natural generalization of the hierarchical mo-
dels.

Bearing in mind that the mathematic bases of the hierarchical representations
are based on the equivalence between the ultrametric dissimilarities and the indexed
hierarchies of parts of a set, a similar equivalence is established between the pyramidal
dissimilarities and indexed pyramids of parts of a set.

In section 3.2 it is proved that every pyramidal dissimilarity d defined in Q,
produces an unique indexed pyramid in broad terms of §(€2), and conversely that all
indexed pyramid (P,i) of §9(£2) induces an unique pyramidal dissimilarity in Q.

In section 3.3 it is proved that, the indexed pyramid in broad terms of §(£2)
induced by a pyramidal dissimilarity induces the same pyramidal dissimilarity. Con-
versely, the pyramidal dissimilarity induced by a indexed pyramid in broad terms of
§2(€2) induces the same indexed pyramid.

Finally, it is proved that in an indexed pyramid the spare groups can be charac-
terized by: h € (P,i) is a spare group, if h is a nontrivial intersection of groups of P,
and if there exists A’ € (P,i) such that: A C k' and i(h) = i(H).
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