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ESTRATEGIAS OPTIMAS DE UN JUEGO
BIPERSONAL. DE SUMA CERO Y PUNTOS
DE ENSILLADURA DEL CAMPO ESCALAR

ASOCIADO
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Defintimos el campo escalar asociado a un juego bipersonal de suma
cero. Estudiamos la ezistencia y unicidad de puntos estacionarios y
obtenemos la forma general de los mismos en el caso de unicidad.
Se establece que todo punto estacionario es de ensilladura.

La importancia del estudio anterior queda reflejado al establecer la
equivalencia entre las estrategias éptimas simples de un juego y los
puntos estacionarios del campo escalar asociado.

El teorema de Shapley-Snow [2] proporciona un método sistemdtico
para encontrar lodas las estrategias dpiimas de un juego, a partir
del cdlculo de las estrategias dptimas simples para cada submatriz
regular.

Combinando la equivalencia vista y el Teorema de Shapley-Snow,
podemos oblener todas las estrategias Jplimas de un juego simple,
a partir del cdleulo de los puntos estacionarios para cada submatriz
regular.

Para establecer algunos resuliados hemos ulilizado la mairiz n—aso-
ciada en lugar de la matriz adjunta, puesto que la tenemos definida
incluso para matrices no cuadradas y generaliza los resultados que
pueden obtenerse utilizando matrices adjuntas.

Optimal strategies for a two-person zero sum game and
saddle-points of the scalar field associated with the game.
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1. INTRODUCCION

En el presente articulo definimos el campo escalar asociado a un juego bi-
personal de suma cero, calculamos sus puntos de ensilladura, estableciendo en el
caso matricial cuadrado condiciones para la existencia y unicidad de los mismos.

Dado un juego matricial no necesariamente cuadrado demostraremos que
todo punto de ensilladura perteneciente a X, X Y, es solucién simple del juego.
Analizaremos la situacién reciproca viendo que toda solucién simple del juego
es punto de ensilladura del campo escalar asociado perteneciente a X,; x Yy,.

Extenderemos los resultados obtenidos y deduciremos un método basado en
el calculo de puntos de ensilladura para determinar todas las estrategias dptimas
del juego.

Un juego bipersonal de suma cero en forma normal viene descrito por la
terna (N, X x Lo, 7).

Donde N = {1,2} simboliza a los dos jugadores.
T =4{1,2,...,m}, £ = {1,2,...,n} representan los conjuntos de
estrategias puras para cada jugador.
m L1 xEy — R? Y(i,§) €Ty x T, con m(4,5) + m2(4, ) = 0.
(l,]) - (Wl(i) ])) 71'2(1.,].))
Tal situacién puede representarse mediante una matriz .4 de orden m X n,
siendo a;; el pago que le corresponde al primer jugador, y —a;; el pago que le

corresponde al segundo jugador cuando el primer jugador escoge la alternativa
1y el segundo jugador escoge la alternativa j.

La ezxtension mizta del juego de suma cero dado en forma normal, se repre-
senta por (X,Y, K) donde X,Y, representan para cada uno de los jugadores,
distribuciones de probabilidad sobre el conjunto de sus estrategias puras:

m n
X:{zemm|z,~zo, z:r:;:l} Y = yER”!ijO,Zyjzl

i=1 j=1

m n
donde la funcién de pagos K: X XY — Res K(z,y) = sziaijyj.
i=lj=1

El teorema del minimax [VonNeumann-Morgenstern, 1944] asegura que la
extensién mixta del juego tiene al menos un par de estrategias éptimas (z°,y°)
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tal que: max ;Téi)I}K(x,y) = K(z°4%) = !rlrél}x} E’é%%cl{(x,y), siendo v = K(z%,y°)
el valor minimax del juego. Cada par de estrategias 6ptimas cumple: K (z,9°) <
K(z°4°%) < K(z°,y) siendo z,y elementos cualesquiera de X,Y respectiva-

mente. Diremos que las estrategias éptimas son simples si K (z,y°) = K(z°,1°) =
K(z°y).

m
Dado que z = (21,22, ..., Tm-1,Zm) cOD D _2; = 1y y = (y1,¥2,---, Yn-1, Yn)

i=1

n
con Zyj = 1, podemos expresar la caracterizacién de la funcién K en funcién
j=1
tan sélo de las variables independientes, de esta forma K serd un campo escalar
definido en X,,_; x Y,,_1, siendo:

m—1
Xmo1 = {:c e R™ 1L g; >0, Zz; < 1}
i=1

n-1
Y1 = Y eR"! 1y; >0, Zyj <1
j=1

Siempre que escribamos z° indicard un vector fila, mientras que y° indicara
un vector columna sélo cuando usemos operaciones matriciales, en otras situa-
ciones indicard un vector fila.

K serd un campo escalar definido en X x Y, o bien definido en X;m—1 x Yu_1
segln en el contexto en el que nos encontremos.

2. PUNTOS DE ENSILLADURA DEL CAMPO ESCALAR ASO-
CIADO

Dada una matriz A = (a;;) cuadrada de orden n+ 1, con n > 0, el campo
escalar K asociado a la matriz A es:

n n n n
K (:El, ce s Ty YLy e e, y,,) = .Ao + ZA;‘SL‘,’ + ZBjyj + chij:ciyj
i=1 j=1

i=1lj=1
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donde: Ao = anjin41 Ak = Gkng1 — Gngingl
By =ant1e — anting1

k n+1
ij = (akj + angint1 — (ak,,+1 + an+1j)) =A < i on+1 >
Lk€=1,...,n
Lema 2.1
a)
Cu C1k-1 —A1 C1k+1 cln n+1
det : : : : : = Zbi,n—k+2 = Cn—k+2
Cnl an_l —An cnk+1 cnn i=t
Cii ... Cig-1 —Bi1 Cig41 ... Cin ntl
det Do : : : PR = an-k+2,j = fa-k+2
Cn1 ... Cok-1 —-B, an+1 ... Cpn j=1
donde k = 1,...,n., siendo b;; el elemento situado en la fila i—ésima (f2),

columna j—ésima (c;) de la matriz n—asociada de .A. La matriz n—asociada de .4
estd formada por todos los menores de orden n; dispuestos en orden lexicogréfico
y cada elemento, multiplicado por (—1)*/ (siendo i y j la fila y columna que
ocupan en la matriz).

b)
1n4+1 1n+1
Ci1 ... Cin A(1n+1) "'A(1n+l> R
det = :ZZbU
Cat ovvn.. Cn nn+l nn+l i=1j=1
! " A<ln+1)'”A(nn+1
Demostracidn

a) Un elemento cualquiera de la matriz C (apartado b) es de la forma:
Crj = (akj = @n+1) = (Sn+1 = Gnt1n41) = Cj — Ax parak,j=1,...,n,

luego el determinante de la matriz C, puede desarrollarse por columnas, que-
dando 2" determinantes, de los cuales 2" — (n 4 1) son nulos, al tener la
columna (A, ..., Ag,.. .,.An)t repetida al menos dos veces, el determinante
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1)

queda reducido a:

Cii ... Cij ... Cin
T o
detC= det | Ce1 ... Cij ... Crkn | = det T+ det (C;)
. : 5 : =1
Cnl oo an P Cnn
siendo:
-(_3.11 Elj Eln -C_u 61]’_1 —.A1 Elj+1 Eln
EZ Ekl Ek_, .. Ekn ) C] = Ekl . Ekj_.l —Ak Ekj+1 E;m
Ca1 -+ Cnj - Can Cni - Cnj—1 =An Cnjt1 ... Cnn

Observamos que:

Ci1 ... Cig—1 —A1 Cig41 ... Cin
det C; = det
Cn1 ... Cag—1 —An Cagg1 ... Can

Cdlculo del determinante de C:

Al ser los elementos de la matriz de la forma _C-kj = (akj — @n41j) y desarro-
llando el determinante de C por filas obtenemos de nuevo 2" determinantes
de los cuales 2™ — (n + 1) son nulos al tener repetida al menos dos veces la

n
fila (—@n411, .-+, =Gn41j, .-+, —@n4+1n), ahora det C= det A+ Z det Ay,
. k=1
siendo:
al .. Q4 oo Qin
A = k1 ... Qkj ... Gkn
Apl ... Qpj ... Qnn
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2)

aii aj Ain

_ Ak-11 Ak —1j Qf—1n
.Ak = —Qqp411 ... —An415 --- —Qu4in
k411 e Ak +1j e Ak 41n
ani e Qnj e Ann

De la dltima matriz, trasladando la fila k—ésima, al 1iltimo lugar, utilizando
propiedades usuales de los determinantes y teniendo en cuenta la definicién
de matriz n—asociada, obtenemos:

det A= b11 y det Zk =bn k2.1

n+1
Entonces: det C = an_k+2,1 =c
k=1
Célculo del determinante de C;
_C_n -51]'_1 —Al Elj+1 E]n
det Cj: det Ekl Ekj_1 A Ekj+l Bkn
ot o.. Cojer =Au Cojer oor Com

siendo Cij = arj — an41j ¥ Ak = Gknt1 — Gnyint1-

Desarrollando el determinante de C; en filas, obtenemos 2" determinantes de
los cuales 2" — (n + 1) son nulos al tener al menos dos veces repetida la fila

("an+11) ceey TAn41j-1, 841041, —An4 14150, —an+1n)~
Trasladando la columna k—ésima al final y utilizando propiedades de deter-
minantes, y la definicién de matriz n—asociada resulta:

n+1
det C; = Zb‘»"‘j+2 = Cnoj42 donde j=1,2,...,n.

i=1

Con ello queda demostrado, la primera parte del apartado a). Andlogamente
se procederia para demostrar la segunda parte de a).
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b)

No hay mas que observar los resultados obtenidos en 1) y 2) del apartado a).

n n n+1 n+ln+l
det C = det C + Z det (CJ) =c1 + ch_j+2 = Eci = ZZ(J,‘J‘
j=1 j=1 j=1 i=1j=1

Teorema 2.2 EXISTENCIA DE PUNTOS DE ENSILLADURA

a)

b)

Existe un unico punto de ensilladura del campo escalar K en R” x R", si y
sélo si, la suma de los elementos de la matriz n—asociada de A es distinto de
cero.

En esta situacién, el punto de ensilladura de K, puede determinarse a partir
de la matriz n—asociada de 4 de la siguiente forma:

fa—k+2
fi+ o fat1

Cn—k+2

0 _
zp = — nokv2
ca+---+cnpa

, Y= donde k=1,2,...,n+1.

El campo escalar K no tiene ningin punto de ensilladura en R" x R" si y

s6lo si, la suma de los elementos de la matriz n—asociada es cero y existe un
indice 7 tal que f; # 0.

El campo escalar K tiene infinitos puntos de ensilladura en R™ x R, si y sélo
si la suma de los elementos de la matriz n—asociada es cero y para cada ¢ =
1,2,...,n+1 fi=c; =0y el rango C = rango (C,—.A) = rango (C*,-B).
donde

Cu Cln —Al Cu Cln —Bl
c-A=| -  Hy-B=| .
Cn1 ... Can —Ay, Cn1 ... Can —DBn
Ello implica necesariamente que la matriz A es singular.
Demostracion
a) Las condiciones de primer orden son:

Ak+2€kjyj=0 para k=12 ...,n.
i=1

n
Bl+ZC,-g:c,~=0 para £=1,2,...,n.

i=1
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resultan dos sistemas de n ecuaciones con n incégnitas. Si el determinante:

Cn . Cln
: . ¢ | #0 entonces el sistema es compatible determinado.
Cnl oo Cnn
Si el juego matricial tiene la propiedad que la suma de los elementos de la
matriz n—asociada no es cero, (apartado b, lema 2.1) entonces el sistema

tiene solucién tnica. Veamos ahora que el punto estacionario encontrado es
de ensilladura. Evaluemos la matriz hessiana:

0 - 0 Ci1 ... Cin

0 oo 0 Cnl “ee Cnn
Ci .. Cuax 0 ... 0
Cin oo Con 0 ... 0

Al ser la matriz hessiana de orden par (2n), para ver que el punto estacionario
encontrado, es de ensilladura es suficiente con ver que el determinante es
negativo.

Det H = —(det C)(det C') = —(det €)% < 0. Ya que por hipdtesis detC # 0

El punto de ensilladura encontrado aplicando la regla de Cramer en las con-
diciones de primer orden y utilizando los resultados obtenidos en el lema
2.1:

fn—k+2

0 0 Cn—k+2
g, =——"—— y yp=——————— donde k=12...,n+1.
FT Rt fan FT o+ o
Si:
Cll e cln
: . =0 y existe i tal que f; # 0; entonces:
Ch1 ... Con

El rango de la matriz ampliada es n (apartado a, lema 2.1), mayor que el
rango de la matriz C (que serd n — 1) por tanto el sistema es compatible
indeterminado, luego no admite solucién.
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C11 Cln
: . : =0y fi=c¢=0 para i=1,2,...,n+1.
Ci1 ... Cpn

Y ademés rango C = rango (C,—.A) = rango (C', B), entonces el sistema
es compatible indeterminado y reciprocamente.

Veamos ahora que todo punto estacionario es de ensilladura, la matriz hessiana
es de la forma:

Ci1 ... Clj ... Cin
'H:(Cot g), siendo C = Ci ... Cj ... Cin
Cai -.. Caj ... Can

Con r = rango C < n.

Dada la existencia de puntos estacionarios r > 0, la matriz hessiana H es
una forma bilineal simétrica. Veremos que su forma reducida tendra al menos

un 1 y un —1, de lo cual deduciremos que cualquier punto estacionario es de
ensilladura.

Dado que el signo del determinante de una forma bilineal simétrica es inva-
riante por cambios de base y al ser todos los menores principales de X nulos,
utilizaremos un cambio de base adecuado que permita asegurar que la forma re-
ducida de la matriz hessiana admite al menos un 1 y un —1. Usando el teorema
de Gundenfinger ([1] pagina 306), consideremos C;; # 0, haciendo el cambio de
base: e; por e; y ez por enyj, obtenemos |Ha| = —(Ci;)2 # 0, con |Hi| =0
¥ [Ho| # 0, luego la forma reducida tendra al menos un 1 y un —1.

Nota: Para matrices no necesariamente cuadradas la situacién del apartado a)
no puede darse y haciendo un cambio de base analogo al del apartado c) resulta
que todo punto estacionario es de ensilladura.

Veamos ahora que este caso tan sélo puede darse si A es singular.
Sea A una matriz de orden n + 1. Sea B, 1la matriz n—asociada de A con

fi=¢; =0 4,7=1,2,...,n+ 1. Entonces det 4 = 0.
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La relacién entre los elementos de la matriz n—asociada y los de la matriz
adjunta de A es: bi; = An—iyo,n—j+2.

n+l n+l
0=fi=) bij= ) Ancisznojs2=0 i=12..,n+l

n+1
De —An_iy21 = E.An-i+2,ﬂ_j+2 i=1,2,...,n+ 1 deducimos que:
j=2
|AdjA| = 0. Dado que A( adjA) = |A|-1d, luego |AdjA| = |A|*~!, de ello
|A| = 0.

Proposicién 2.3 UNICIDAD

Si existe un tinico punto de ensilladura de K en R™ xR", pertenece a X, XY;,
si y sélo si, ¢; y f; tienen todos el mismo signo (cero con signo).
Demostracion

El punto de ensilladura (z°,3°) tiene por coordenadas:

zgz_ﬂﬂ_—, W= —nk+2  gonde k=1,2,...,n+1
f1+“'+fn+1 c1+ -+ cng1

Si todos los ¢; y f; tienen el mismo signo, es obvio que 0 < z? <1; 0 <y < 1.

'fx _ % Jn-ig1 -1 %y‘? _ % Cn—i+2 -1

fitt o T & Heattonn
Reciprocamente, basta observarnque si:
0<zf parai=1,...,ny Zz? <1 debe suceder que:
i=1

sg (fa-it2) = sg (fl + e fn_.‘+2 + - -fn+1) para i=1,...,n.

lfot+fst -+ farl S+ fot o+ frgal,
de la desigualdad deducimos sg (f1) = sg (f2+ - -+ fnt1). De las n igualdades

deducimos sg (fi) = sg (f;) 4,7 =2,...,n+ 1. De las dos iltimas expresiones
resulta sg (fi) = sg (fa+ -+ fant1) = sg (f1) parai=2,...,n+ 1.

Del mismo modo se obtiene que todos los ¢; deben tener el mismo signo;
ademads los signos de f; y ¢; deben coincidir, al ser los respectivos sumatorios de
fi ¥ ¢; iguales a la suma de todos los elementos de la matriz n—asociada de A.
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Sea A un juego matricial no cuadrado de orden (m+1)*(n+1), cuyo campo
escalar asociado es:

K (zla L2y yZTm,Y1,Y2,.. )yn) -AO + EAtxt + EBJyJ + chuzly]

i=1 i=lj=1

Ao = @m4int15 Ak = Gkng1 — Gnging1; Bt = Gnt1t.— Antintl

ij

k n+1
((akj + am41n+1) = (Gkn41 = Gny1j)) = A ( i o+l )

Teorema 2.4
Todo punto de ensilladura (z°,3°) de K contenido en X,, X Y;,, estd formado
por estrategias Optimas y simples, es decir:

K(z,")=K(=%y")=K(z°y) Vz€Xm y VyeY,.

Demostracion

AK; = K(z°+hy°) - K(a° ,y)—EAh £33 kit =

i=1j=1

m n
STl Ai+D Ciiwd | hi=0
i=1

ji=1

La tltima igualdad es consecuencia de las condiciones de primer orden. De
la misma forma AK, = 0.

Nota: Hemos utilizado la matriz asociada en lugar de la matriz adjunta, dado
que ésta la tenemos definida incluso para matrices no necesariamente cuadra-
das, su utilizacién nos permite obtener informacién incluso cuando tratamos con
juegos matriciales no cuadrados.
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3. ESTRATEGIAS OPTIMAS SIMPLES

Vamos a caracterizar a las estrategias 6ptimas simples y obtendremos después
una condicién necesaria para encontrarlas, este iltimo resultado junto con el teo-
rema 2.4 nos permitirdn establecer la equivalencia entre las estrategias éptimas
simples y los puntos de ensilladura del campo escatar asociado al juego.

Lema 3.1
(2%, °) es una estrategia éptima simple del juego, si y sdlo si,
Vi€ Sy K(ei,y®) = K(2%1°), V) €Ty K(2° ;) = K(2°,4°),
siendo e = (0,...,1,...,0) el 1 en el lugar k—ésimo.
Demostracidn

Sélo hay que ver la implicacién reciproca, supongamos que K (z%y%) =
K(z%e)j=1,2,...,n+ L.

n+1 n+l n+1
K@%y = 2%Ay=3 (=°-Chy = @A) | Dwiei | = > vi(2°A)e; =
j=1 j=1 j=1
n+1 n+1
= Y yi(2®Aej) = yiK (2% ¢) = K(2°,4°)
i=1 j=1

(Por C; designamos a la columna j—ésima de la matriz).

Teorema 3.2

Toda estrategia 6ptima y simple puede obtenerse a partir del calculo de los
puntos de ensilladura del campo escalar K asociado al juego.

Demostracidn

Sea (z° %) una estrategia éptima simple, por el lema anterior z° serd so-
lucién del sistema.de n + 1 ecuaciones y m + 1 incdgnitas siguiente:

m+1 m+1 m+1

E ainz; = E ;2T = -+ = E Ain+14
i=1 i=1 i=1
m+1

Z.’l}j =1
j=1
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y° serd solucién del sistema m + 1 ecuaciones y n + 1 incdgnitas siguiente:

n+1 n+1 n+1

> QLY = Y a5y == Y aman Y
j=1 ji=1 j=1

n+1l

>_vi =1
j=1

Sin # m un sistema tiene mds ecuaciones que incégnitas y el otro al revés.
Generalmente el sistema no tendra ninguna solucién simple.

Despejando yn 41 en la tltima ecuacién y sustituyendo su valor en la cadena
de m igualdades, resulta: (igualamos cada una de las n — 1 ecuaciones con la
dltima).

n+1 n+1l

Zakjyj—Zam_,_ljyj =0 k= 1,2,‘..,771
j=1 ji=1

n+l

Z(akj—amﬂj)yj:() k=1,2,....,m
j=1

n n
Z((akj — am+15) Yj) + (Qknt1 — Gmyint1) | 1 — Zyj =0k=12,...,m
j=1 ij=1
agrupando convenientemente:

n

Z((akj + Umtint1) — (@m+1j + Gknt1)) Yi = Qm+1n41 — Qknt1
j=1

k=1,2,...,m
equivalentemente:

D Cjyi =—-Ar k=1,2,...,m,
j=1

obteniendo uno de los dos sistemas que surgieron al calcular las condiciones de
primer orden de la funcién K, ya sea en el caso matricial cuadrado (m = n) o
no.

Anélogamente de K(e;,y) = v parai = 1,...,n+ 1, obtendriamos el otro
sistema.
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4. COMO ENCONTRAR TODAS LAS ESTRATEGIAS OPTIMAS
DE UN JUEGO A PARTIR DE LOS PUNTOS DE ENSILLA-
DURA DE UN CAMPO ESCALAR ASOCIADO

El objetivo en la presente seccién es determinar un método para encontrar

todas las soluciones, de-un-juego-bipersonalde.sumacero,calculando puntas de
ensilladura de campos escalares asociados.

Definicién 4.1

Sea A un juego matricial cuadrado de orden n+1, no singular. Sea K(z,y) =
zAy definida en R™ x R".

n n
Conzpyy =1- Z:c,— Yng1 =1 — Zy;

i=1 i=1

Denotamos por E(.A) el conjunto de puntos de ensilladura de la funcién K
contenidos en X, x Y,

Teorema 4.2

Sea A una matriz de orden (n+ 1) no singular y sea B, la matriz n—asociada
de A. Una condicién necesaria y suficiente para que .4 tenga una solucién
simple es que las cantidades fi,¢; 4,7 = 1,2,...,n + 1 tengan el mismo signo.
(considerando que si alguno de los fi,c; toman el valor cero, entonces se les
asigna el signo adecuado). Ademas tal solucién simple es:

o _ (Fns1sfrso- s /1) o (Cat1,6n,...,c1)
- n+1 Y= n+1

Yok D e
i=1

i=1

z

Demostracidn

Necesidad. Si A admite una solucién simple (z%,3°) en X x Y; es solucién del
sistema de ecuaciones lineal del lema 3.1 que por el teorema 3.2 tiene las mismas
soluciones que el sistema que proporciona los puntos estacionarios de la funcién
K. Luego (2°,9°) es de E(A). Por ser A no singular por el apartado c) del
teorema 2.2 E(A) = {(z° y°)}. Ello sélo es posible si la suma de los elementos
de la matriz n—asociada de A es distinto de cero. Por la proposicién 2.3 firej
tienen todos el mismo signo.
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Suficiencia. Supongamos que f;, ¢; sean todos del mismo signo pero no todos nu-
los pues ello implicaria que A seria singular. (c teorema 2.2). De ello deducimos
que:

n+lin+1 n+1
S =Sn 0
i=1j=1 i=1

por el teorema 2.2 apartado a) el sistema que proporciona los puntos estacio-
narios es compatible determinado. Sea (z,y) tal solucién en R” x R", por la
proposicién 2.3 admitiendo ahora coordenadas nulas, pertenece a X, x Yy, al
ser todos los f;,c; del mismo signo. Por el teorema 2.4 (z,y) es una solucién
simple. Ademads usando las relaciones:

n n
Tpy1=1-— Zz;; Yng1 =1-— Zy,— obtenemos que:

i=1 i=1

0_(fn+1>fn;"°)fl)_ /. 0_(Cn+1,cn,...,61)_ /
= n+l =7 v = n+1 =Y

Y ofi > e
i=1 i=1

siendo nica.

Corolario 4.3

Si una matriz cuadrada no singular admite estrategias éptimas simples, en-
tonces las estrategias éptimas del juego son tnicas.

Demostracidn

Toda solucién simple satisface los dos sistemas de ecuaciones lineales del lema
3.1, si A es no singular existe un indice 7 tal que f; # 0, dado que suponemos
que la matriz cuadrada admite soluciones simples deducimos que la suma de los
elementos de la matriz asociada es distinto de cero y ademés sg(f;) = sg(c;) para
todo 1.

Estamos ya en condiciones de caracterizar las estrategias dptimas extremas
para ambos jugadores (y por convexidad todas las estrategias optimas). El
teorema de Shapley-Snow ([2], Teorema 3.15, pag. 146), proporciona un método
para encontrar todas las estrategias dptimas extremas a partir de las soluciones
simples de submatrices regulares. Este teorema puede reformularse usando los
resultados vistos que relacionan soluciones simples y puntos estacionarios del

campo escalar asociado a cada submatriz regular B cuyo conjunto E(B) es no
vacio.
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Teorema 4.4

Sea J un juego matricial de A de dimensiones (m) x (n) cuyo valor v sea
distinto de cero. Entonces el conjunto de estrategias ptimas extremas para cada
Jugador es finito. Una estrategia éptima z° = (29,29,...,2%) es un punto ex-
tremo del conjunto de estrategias ptimas para el primer jugador, y una estrate-
gia 6ptima 3° = (37,98, . . »;98)esun-punto-extremo-del-comjunto- de estrategias
del conjunto de estrategias dptimas para el segundo jugador, si y sélo si, A posee
una submatriz cuadrada no singular B para la cual (23, y3) es punto de ensilla-
dura del campo escalar asociado a B contenido en X, x Y., en donde x% es el
vector que se obtiene del z° eliminando aquellas componentes que correspondan
a las filas eliminadas al obtener B de A y y3 es el vector que se obtiene del y°
eliminando aquellas componentes que correspondan a las columnas eliminadas
al obtener B.

Ejemplo 4.5
1 2 2
A=10 3 0
2 01
A es no singular y el campo escalar asociado a A es:
K(z1,22,y1,92) = L+ 21 — 22 + 41 — y2 — 22151 — 2192 — Z2y) + 42202

El inico punto estacionario de K es: (3/7,1/7,5/7, 3/7) no contenido en XqxY5.

Buscamos ahora submatrices de orden 2 no singulares y no estrictamente

determinadas:
1 2
5=(55)

El campo escalar asociado a B es:
k(z,y) = 2z + 2y — 3zy;

siendo el 1nico punto estacionario (z,y) = (2/3,2/3) que pertenece a
X1 X Y1; v =4/3. Veamos ahora si es éptima: Es suficiente con ver que

(2/3,0,1/3).A4(0,0,1)" > 4/3.  (4/3,4/3,5/3)(0,0, 1)} = 5/3.
Y que:
(0,1,0)A(2/3,1/3,0)" < 4/3. (0,3,0)(2/3,1/3,0)" = 1.
Luego el par {(2/3,0,1/3);(2/3,1/3,0)} son estrategias 6ptimas para cada
Jjugador.
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1
o= (!

El campo escalar asociado a B es:

)

k(z,y) = 1+ =z +y—2zy;

siendo el tnico punto estacionario: (z,y) = (1/2,1/2) que pertenece a
X1 xY, v=3/2.

(1/2,0,1/2).A(0,1,0)* = (3/2,1,3/2)(0,1,0)' = 1 < 4/3.
Luego el par {(1/2,0,1/2);(1/2,0,1/2)} no es 6ptima.
s=(3 1)
El campo escalar asociado a B es:
k(z,y) = 3z + 2y — 5zy
El dnico punto estacionario que pertenece a X; x Y7 es (2/5, 3/5), v = 6/5.

(0,2/5,3/5).A(0,1,0)* = 3/5 < 4/3.

Luego el par {(0,2/5,3/5);(2/5,3/5,0)} no es 6ptima.

e=(32)

El campo escalar asociado a B es:

k(z,y)=1-z —y+4zy

El dnico punto estacionario que pertenece a X1 x Y7 es (1/4, 1/4), v = 3/4.

(0,1/4,3/4).A(1,0,0)t = (6/4,3/4,3/4)(1,0,0)* 3/2 > 4/3.

(1,0,0).4(0,1/4,3/4)* = (1,2,2)(0,1/4,3/4)!

2>4/3.
Luego el par {(2/3,0,1/3);(2/3,1/3,0)} no es una estrategia éptima.
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ENGLISH SUMMARY:

OPTIMAL STRATEGIES FOR A TWO-PERSON ZERO SUM
GAME AND SADDLE-POINTS OF THE SCALAR FIELD
ASSOCIATED WITH THE GAME

J. Freixas Bosch

In a two-person zero sum game defined in normal form for a m x n matrix A, we
may define the mixed extension given by a bilinear function, whose domain is
the cartesian product of the corresponding simplexes and is therefore included
in R™*". The Von Neuman or Minimax theorem [1] establishes the existence of
at least a couple of optimal strategies.

In this article we introduce the concept of the scalar field associated with the
matrix game that it is defined in a set included in R™~1*"~1 gince we omit the
last component of every corresponding probability vector.

First of all we study the existence and uniqueness of the saddle points of the
scalar field associated with a square matrix game, and we obtain the general
form of the solution when this is unique. We will prove that in this kind of
scalar field any stationary point is a saddle point. This fact will simplify later
calculations considerably.
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The relation between the stationary points and the optimal strategies be-
comes clear when we prove that in any matrix game there is an equivalence
between the stationary points of the scalar field and optimal simple strategies.

The Shapley-Snow theorem [2] provides a systematic procedure to characte-
rize all the optimal strategies just by finding the simple optimal strategies for
eachregular square submatrix;-and from-here-wecan find-all-optimai strate-
gies by forming all convex combinations of the extreme optimal strategies, and
obtaining a polyhedric set.

We can obtain all the optimal strategies for a game from stationary points
for each scalar field associated with each regular submatrix.

It is important to note that we have used the n—associated matrix instead
of the adjoint matrix, since it is also defined for a matrix not square giving in
this case information, which we would not have if only the adjoint matrix was
used.

1. INTRODUCTION

First we will define the scalar field associated with a two person zero sum
game.

Then we introduce the notation that we will use and we will go over the
fundamental concepts which we will use.

2. SADDLE-POINTS OF THE SCALAR FIELD ASSOCIATED
We will relate the concept of saddle-point for a scalar field with the concept
of saddle point used in game theory.

We will then demostrate that all simple saddle points of the associated scalar
field give simple optimal strategies.

3. SIMPLE OPTIMAL STRATEGIES

We will then demonstrate the opposite implication, which will therefore es-
tablish the equivalence of the two concepts.
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4. HOW TO FIND ALL OPTIMAL STRATEGIES OF A GAME

FROM THE SADDLE-POINTS OF THE ASSOCIATED SCA-
LAR FIELD

We will propose a method based on calculations of saddle points of the scalar
field which allow us to find all the optimal strategies of the game. It is sufficient
to use the equivalence shown in section 3 and to use the Shapley-Snow theorem.
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