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FUNCIONES DE ENTROPIA ASOCIADAS A
MEDIDAS DE CSISZAR

MIQUEL SALICRU y CARLES M. CUADRAS

Universitat de Barcelona

En este trabajo se presentan las medidas de entropia que provienen
de la distancia, en el sentido de Csiszar, entre una distribucidén y la
distribucidn en la que todos los sucesos son equiprobables. En sequndo
lugar, se estudian condiciones para la concavidad y no negatividad
de las medidas propuestas. Finalmente, se obiienen los funcionales
¢—entropia como casos particulares de las medidas estudiadas.

Entropy functions based on Csiszar measures
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1. INTRODUCCION

En teoria de la informacién suelen presentarse las medidas de entropia a par-
tir de funciones, con propiedades matematicas adecuadas, que permite reflejar
la incertidumbre asociada a un experimento. En este sentido, desde perspecti-
vas distintas, la informacién asociada a un experimento ha sido estudiada por

Shannon {13}, Havrda—Charvat [16], Renyi [10], y Boekee y Lubbe [1] entre
otros.

Una alternativa y a su vez una generalizacién de los modelos ¢-entropia
podemos obtenerla a partir de las medidas que provienen de la distancia entre
una distribucién y la distribucién en la que todos los sucesos son equiprobables
(distancia en el sentido de Csiszar [4]).

En este trabajo presentamos las medidas asociadas a divergencias de Csiszar,
estudiamos condiciones para la concavidad, homogeneidad y no negatividad,
analizamos la condicién de Dalton-Pielou, y finalmente a titulo ilustrativo pre-
sentamos algunas funciones ¢—entropia como casos particulares de las medidas
planteadas.
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El andlisis de las propiedades anteriores se encuadra en el marco general co-
rrespondiente al estudio de las medidas de divergencia y entropifa en anilisis
de datos, tal y como se presenta en Rao [9], Burbea y Rao [3], Bourguignon [2]
y en Ferentinos y Papaivannou [5].

2. DEFINICIONES PREVIAS

Para la realizacién de este trabajo, relacionaremos en primer lugar las defini-
clones bdsicas que utilizaremos en este estudio. En este sentido, para una
funcién f : R — R dos veces diferenciable con continuidad y para dos vectores
de RY,z = (z1,22,...2n) € ¥ = (Y1,Y2,...yn), Csiszar [4] define las siguientes
medidas.

Definicién 2.1.

Una aplicacién Iy : R} &+ R} — R se dice que es una medida de Csiszar si
viene definida a través de la expresién

Ii(z,y) = =f (wsit)
i=1

Asociadas a estas medidas consideramos, para cada constante k y para cada
vector de probabilidades p, las funciones de la forma

H;’k’p(:l:) =1Iy ((-’131, L2y ooy xn) ) (Pl,Pz, ---pn)) +k

En particular, designaremos por H7 () la medida correspondiente al vector
p=(n"1,..,n71).

Cuando Hj, (z) defina una funcién no negativa y céncava en z, diremos
entonces que es una medida de entropia, y cuando pueda extenderse por con-
tinuadad a R U{0}, es decir, cuando . lim t~1f(t) = C, diremos entonces que

il

Hj, ,(z) es una medida regular.

En particular, para cada vector de probabilidades z,z = (z;,z5,...,2,) con
2y 2 0,22 2 0,...,2, 2 0y %1, 22 +... + Zp, = 1, la medida Hj ; (=) representa,
salvo constantes, la distancia en el sentido de Csiszar a la distribucién en la
que todos los sucesos son equiprobables.

Definicién 2.2.

Si¢: R — R es una funcién dos veces diferenciable con continuidad, se
Nlama ¢-entropia a la funcién Hy : R — R definida a través de la expresién
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Hy (z1,%2,...,2p) = Z ¢ (2:)

i=1

que sea céncava y no negativa en z.

Definicién 2.3.

Se dice que una funcién g : R* — R cumple la condicién de Dalton—Pielou
s1 se verifica

9(z1, %5y gy oy Tn) < g (Z1y o0y Ti + 6,0y 7 — 6,y 2)

para z; < z; + 6 < z; — § < x,.

Nétese que esta propiedad, en el caso de vectores de probabilidad, puede
expresarse con el siguiente enunciado: “Si se produce una transferencia de pro-
babilidad de un suceso mds probable a otro menos probable consevandose el
orden, entonces crece el valor de la funcién”.

3. CONCAVIDAD Y CONDICION DE DALTON-PIELOU PARA
FUNCIONES H;, (q)

Al analizar la concavidad de las funciones Hj, (=) hemos obtenido la si-
guiente caracterizacién para cualquier constante k.

Proposicién 3.1.

Hj, ,(z) es concava en RY} siy solosi f(t) es céncava en Ry

Demostracién
. . T H} z .
La matriz Hessiana Froy v , que en nuestro caso se reduce a la matriz
14 7
de elementos.

p;2z73f" (p{’lzi_l) parat =)

0 para 1 # 3

hij (x11z27 '“)xn) = {



es semidefinida negativa en R7} si y solo se cumple la condicién

pit2 f'(t)<0  VteR,

es decir, si f(t) es céncava en R,

De considerar restringido el dominio de las medidas H} ; () al conjunto de
vectores de probabilidad, se obtiene de forma inmediata el siguiente resultado

Proposicién 3.2.

Las medidas H}"k’p(x) que cumplen la condicién de Dalton—Pielou alcanzan
el maximo valor para el vector de propiedades (n™1,...,n71).

Para vectores de probabilidad p = (p1,...Pn),9 = (g1, ---,9n) ¥ para las me-
didas Hj; ,(g) con f(t) céncava en R., se cumplen

Proposicién 3.3.

Hj . »(g) alcanza méximo valor para la distribucién p.

Demostracién

Hip @) =D af(pegr) < f (Z qi-ps-q,-’l) =f1)=
i=1 =1

= Zpif (p,'.pi_l) = H;,k,p(p)
i=1

Corolario 3.1.

La dnica medida Hj, ,(q), con f(t) céncava en R, que puede cumplir la

condicién de Dalton—Pielou, es la que corresponde al vector de probabilidades
(n71, .., n71).

Proposicién 3.4.

Para funciones f(t) céncavas en R, H} ; (z) cumple la condicién de Dalton-
Pielou.



Demostracion:

Ya que la desigualdad

H} (21,0 iy ooy Ty ooy Tn) = Hf (@1, 00,30 + 6,025 — 6, 00,20) <O
para ¢; < z; + 6 < z; — 6 < z; se reduce a

$(z:) — (2 +6) + ¢(z;) — p(z; —6) <O

con ¢(t) =t.f(n"t.t7!), yestaasuveza

$(zi +6) — ¢(=) $(z5) — 4(z; — 6)

-6 §<0
5 (=6)+ 5 <
y por el teorema del valor medio a

6(¢'(82) —¢'(61)) <0 con ) <,

entonces, el resultado es evidente por la concavidad de ¢(t) en R..

Particularizando a vectores de probabilidad p = (p1,p2,...,Pn), cumpliendo
P1+..+pn=1yp1 20,...,p, > 0, se tiene.

Corolario 3.2.

a) Las medidas de entropia regulares H ;,k(z) alcanzan el minimo valor para
los vectores p; = (1,0,...,0),...,p, = (0,...,1).

b) Las medidas de entropia H} x(z) alcanzan el méximo valor para vector
(n7h.,n1).

Corolario 3.3.

La dnica medida H} k’p(x) céncava en R7 y que cumple la condicién de
Dalton-Pielou es la medida Hj, (z).

Corolario 3.4.

Una medida regular H7 , (z), definida por una funcién f(z) céncava en R,

es no negativa si la constante k cumple la condicién k > —f(n~!) + (1 — n)C
siendo C = tlim t=Lf(t).
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Demostracion:

Ya que el minimo valor de H}‘,k(p) se alcanza entre otros para el vector de
probabilidad p; = (1,0, ...,0), y en tal caso se cumple

Hf(1,0,..,0)=f(n ) + (n—1).C+k
entonces Hy . (p) es no negativo para todo vector de probabilidades, si se cumple
la desigualdad k > —f(n™!) + (1 — n).C
4. HOMOGENEIDAD DE LAS FUNCIONES Hj (=)

En esta seccién hemos determinado las funciones f(t) que caracterizan las

funciones H7} o homogeneas en R y Y hemos obtenido en este sentido el
Ik -+
siguiente resultado

Proposiciéon 4.1.

Las tnicas funciones H} ; (z) homogeneas de grado A en R son las funciones

n
ue se expresan en la forma H; _(z) = K. 22, siendo K una constante
Ik 1)
1=1
arbitraria.
Demostracion:

Por el teorema de Euler, H} , (z) es homogenea de grado A si la funcién f(t)
satisface la ecuacién

E(f (1) —n e (e Y)) = A[ef (n 1) + knt] Vee R,

Con el cambio de variable y = n"t"’, la igualdad anterior se reduce a la
educacién diferencial

(1-XNfy) =v.f'ly)+kry VyeR,

ecuacién que tiene por solucién las funciones f(t) = —k.t + C.t1=? para toda
C constante real.



Asi, la expresién de Hj  (z) se reduce a

n

Hj (z) = K. fo‘

=1

siendo XA el grado de homogeneidad y K una constante arbitraria. Obsérvese
que la concavidad (convexidad) de las funciones H} , (z) se obtiene para

Kixr-1)<o (KA(A—1)>0)
vy que la condicién H}"k(l, ...,0) = 0 solo es posible para la medida constante,

si bien las inicas medidas de entropia H} ,(z) que provienen de traslaciones
de funciones Hj (), homogeneas en R, son las de forma

H; . (z) =K (1 - Zz’\) con KA(A-1)>0
i=1

Particularizando a vectores de probabilidad, la medida anterior se reduce a
un miltiplo de la medida de entropia de Havrda—Charvat de grado igual al
indice de homogeneidad.

5. RELACION DE LAS ¢-ENTROPIAS CON MEDIDAS DE CSISZAR

Ya que para vectores de probabilidad, la igualdad entre H} . (p) y Hyk(p) se
reduce a la relacién funcional

t.f(n"1t) = $(t) +at +b

y esta a su vez a

flz)=nz¢(n"'z7!) +a+bnz

entonces se tiene el siguiente resultado

Proposicién 5.1.

Todo funcional ¢-entropia definido sobre vectores de probabilidas, puede
interpretarse como una medida de divergencia (en el sentido de Csiszar) entre
una distribucién y la distribucién en la que todos los sucesos son equiprobables.
Ademis, la funcién que determina la medida de Csiszar queda univocamente
determinada, salvo funciones lineales.



A titulo ilustrativo, presentamos a continuacién una tabla en la que rela-
cionamos algunas medidas cldsicas de entropia con medidas de Csiszar.

n

ENTROP{A | Hylp) =3 #(p2) | B, (p) = 5 pef((npi)~)
=1 =1
Shannon | #(t) = —tlogt | () = log nt

Shannon modificada l

#(t) = —tlogt— (1—t)log (1-t) | f(t) = nt log nt + (1 — nt) log (nt — 1)

Havrda—Charvat ‘ #(t) = (e — 1)1t - ) | f(t) = (a—- 1)1 - (nt)}—%)
ii\g(:i:;g:arvat l #(t) = (21 — 1)~} (t> — t) I £(t) = (22% = 1)=}((nt)*—= — 1)
Latter | #(t) =t — 262 4 265 — ¢ | 7(8) = 1= 2(nt) = + 2(nt) =2 = (nt) =2

6. NOTAS A LA SIMETRIZACION

Si en lugar de considerar Hj,(z) = I;((21,...zn), (n7},...,n" 1)) + k, con-
sideramos la simetrizacién

)

‘Hip(z) = I ((21, -y 20), (7t on ™))+ L((n7 Y n ™), (31, 20)) + K

entonces se obtendria

*Hj(z) = Zz,- [f(n 7tz Y) +n ta f (nz)] = Hj ()
t=1

con #(t) = f(t) +t.f(t™1), resultando el estudio de las medidas *H} ,(z) una
consecuencia inmediata de los resultados ya obtenidos.

Analogamente, para las combinaciones convexas

'\H;,k(z) = Al ((xl, s Zn), (n_l, .y n_l)) +
+1 = NI ((n7h ™) (21, ey z,)) +k
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se tendria

‘H; o (2) = H) o (2) con  P(t)=Af(t)+ (1 -A)tf(t7Y)

y para el caso particular

tH;’k(:c) =I; ((n_l, ey n_l) y (1, ...,zn))

resultaria

Hiula) = Hyla),  siendo  glt) =t.f(i7)

7. COMENTARIOS A LA EXTENSION AL CASO ABSOLUTA-
MENTE CONTINUO

Para las familias G. de funciones de densidad de probabilidad definidas sobre
un mismo soporte compacto, podemos considerar medidas Hj . atraves de la

expresién
. U
H; . (9) = / 9-f (E) dz +k

Sop ¢

siendo u la distribucién uniforme en el soporte de las funciones de G. Obvia-

mente, el estudio de tales medidas es paralelo al estudio ya realizado, y ademas,
sus resultados son andilogos.

Observese que, si la medida del soporte de las funciones de G no es finito, la
extensién no es vdlida para para la indefinicién de la funcién u, y en tal caso,
se deberd pensar en la distancia a una distribucién fijada de la familia.
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