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METODOS GEOMETRICOS DE LA ESTADISTICA
C. M. CUADRAS, J. M. OLLER, A. ARCAS, M. Ri0S
UNIVERSITAT DE BARCELONA

Se exponen diversos métodos geométricos, insistiendo en que propiedades se fundamentan, en
orden a probar que diferentes espacios geométricos (euclideo, no euclideo, ultramétrico, -
aditivo, riemanniano) juegan un importante papel en el andlisis estadistico de dates.

Keywords: MULTIVARIATE DATA ANALYSIS, ULTRAMETRIC DISTANCE,ADDITIVE INEQUA-
LITY, GEODESIC DISTANCE, MULTIDIMENSIONAL SCALING.

1. INTRODUCCION.

La estadIstica tiene como soporte teSrico di
versas ramas de la matem&tica: el an&ilisis,
la probabilidad, el &dlgebra, la geometria ,
etc.

En este trabajo se demuestra como la estadisg
tica, especialmente las técnicas de an&lisis
de datos multidimensionales, constituye un
conjunto de fundamentos tebéricos, criterios,
propiedades y reglas de decisién que se ba-
san en la geometrfa, y mis exactamente, en
los espacios métricos, es decir, los espacios
topolégicos, cuya topologfia viene inducida a
trav8s de una distancia.

Numerosos autores han contribuido a lo que

K. Pearson llamd "Geometrfa de la Estadisti-
ca". (Galton, Graun, Petty, Halley, Plaifair,
Pearson, Fisher , Kendall, Gower, Déparcieux,
Laplace, Quetelet, Benzecri, Lebart, Carroll,
Gnanadesikan, Goodman, Dempster, Kruskal, Roy,
Rao, Mahalanobis, Burbea, Matusita, Bose, Ler-
man, Shepard, Kruskal, Carroll, Sokal, Rohlf,
etc.).

Asf, existe el precedente de K. Pearson, quien
entre Noviembre de 1891 y Enero de 1892 dicts

un ciclo de conferencias (véase /54/), desta-

cando que los métodos geom&tricos de represen

tacidén de datos constituyen un aspecto funda-

mental en la investigacién estadistica.

- C.M. Cuadras, J.M. Oller,

A. Arcas y M. Rios -

Se reconoce también gque las grandes contribu-
ciones de R.A. Fisher a la estadistica se de-~
ben, en buena parte, a que aplicé los crite-
rios geométricos al an&lisis estadfstico.

R.C. Bose introduce la llamada geometrfa par-
cial, en la que relaciona 4 axiomas sobre pun
tos y rectas con ciertos disefios parcialmen-
te balanceados, identificando los vértices -
geométricos con tratamientcs (véase /37/).

Quizds la mejor ilustracién geomé@trica de un
método estadistico lo constituye el modelo -
lineal /57/

Y =XB + e
en el cual

1} El vector Y se interpreta como un punto
del espacio euclfdeo R".

2) Las columnas de la matriz X generan un sub-

espacio F c Rn, llamado espacio estima-

cidn.

3) La estimacién por mfnimos cuadrados de B
es aquel E tal que Xg es la proyeccidén de
Y sobre F. Entonces se estima la varianza
02 del modelo a partir de la distancia --
euclidea
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iy - xE

donde (Y - XB) pertenece a FL , llamado

espacio error.

4) Las hipbtesis lineales y las funciones
paramétricas estimables se identifican

como subespacios GCF

5) La formulacidn geom&trica dé una hipbte

sis lineal es

Ho: E(Y) € G Hl: E(Y) € F
La hipbtesis Ho se rechaza si la distan
cia de Y a G es significativamente mayor

gue la distancia a F.

2, ESPACIOS GEOMETRICOS MODELOS.

En un problema de andlisis estadistico de -
datos multidimensionales, dispondremos, en

general, de un conjunto de individuos.

I = {11,12,...,1n}

y de un conjunto de variables Y Y,

Yo, enn
1’72 p
que usualmente serdn variables aleatorias.

Consideraremos entonces los siguientes espa
cios:

a) El espacio métrico (I,$§) donde § es una
distancia, es decir, una aplicacién
§:IxI—> R, que verifica las siguientes
propiedades:

1) 8(i,3) 20
ii) 6(1,3)=8(3,1) (1

iii) 8(i,i)=0

La distancia § es una medida de la diferen-
cia entre los individuos y constituye la in
formacifn original del estadistico. § puede
calcularse sobre variables cualitativas ---
(distancia de Battacharyya, ji-cuadrado, ba-
sada en fndices de similaridad, etc.), cuan
titativas (distancia de Mahalanobis, K.Pear
son, euclidea, Minkowiski, etc.), sobre dis
tribuciones de probabilidad (distancia de -
Fréchet, Levy, Hellinger, Matugita, Rao, --
etc.). Pero § también puede obtenerse, en

aplicaciones a la Psicologfa por ejemplo, -

preguntando a un grupo de sujetos el grado

de similaridad entre cada par de individuos.

b) El espacio vectorial E generado por las

variables Yi
E={v|Yy =

Usualmente la métrica en E viene dada por la
matriz de covarianzas E . Entonces la norma
de un vector se identifica con la varianza,
y el coseno del &ngulo entre dos vectores se

identifica con la correlacidn.

c) E1 espacio E* dual del espacio E.

E* = {a|a es una forma lineal sobre E }

Usualmente, la métrica en E* viene dada por
E” , donde 2 es una g- inversa de 2 . Se tra
ta entonces de la métrica en E¥ inducida --

por la métrica en E.

d) El espacio modelo (V, d), cuya estructura
es bien conocida, y que ha de servirnos -
de modelo de referencia para representar
(I,8). Diremos que (V, d) es el espacio
modelo.

(V, d) es el resultado final de una represen
tacién de (I,§). Seglin las diferentes propie
dades de la distancia d, podemos hablar de -
diferentes formas geom&tricas de representa-
cidén. En este trabajo expondremos diferentes
geometrfas sobre (V, d), a saber:

- euclidea

- no euclidea
- ultramétrica
- aditiva

- riemanniana

Una realizacidén de I sobre V es una aplica-

cién inyectiva e isométrica.
f: I—V

8(i,3) = A(£(1),£(§)) (2)

Una realizacién mondtona de I sobre V es una -

aplicacidén f tal que

g(8(1,3)) = A(£(1),£(3)) (3)

donde g es alguna funcidn mondtona creciente.
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En algunos planteamientos tedricos, la re-
lacién (3) es exacta. Pero en las aplicacio

nes, convendria que para una cierta funcién

de ajuste || .|| , la cantidad

[l g(8) - a || (4)
sea minima.

En (2) describimos exactamente (I,8) a tra-
vés del espacio modelo (V,d). En (3), sien-
do (4) minimo, describimos aproximadamente
(I,8) a través de (v, 4).

Un primer ejemplo de realizacibn se obtiene
definiendo

f: I—pE"
. (5)
1—0i

siendo 1¥ tal que

1Y) = v(4) YYEE

Es decir, para toda variable Y, el wvalor

Yy = Y(i) que la variable toma soBre el in-

dividuo i, define una forma lineal i* que

es la imagen de i. Entonces, la estructura
geométrica de E” + inducida por ejemplo por
la matriz 2', puede servirnos para repre-

sentar I. Dempster /27/ realiza una exceleg
te exposicién de an8lisis multivariante ba-
s@ndose en la realizacién (5). Véase tam-

bién /9/, /12/, /18/.

También tienen interés realizaciones del -
espacio de las variables E en un espacio mo
delo (V,d} (generalmente un espacio eucli-
deo), que se suele combinar con una realiza
cién de I, dando lﬁgar a las llamadas repre
sentaciones simult&neas (an&lisis de datos
centrados, método biplot, anilisis de co-
rrespondencias). Entonces la realizacién es

donde una determinada métrica en V permite
representar a la vez individuos y variables.

Finalmente, debemos considerar tambi&n el
caso de gue I sea un espacio de objetos a
representar, S = {sl,...,sq} un espacio de

sujetos, y considerar g espacios m&tricos

(I, 60, (I, 6,) ..., (1, &)

donde 5k es la distancia que el sujeto k im

prime a I.

Entonces existiran dos clases de realizacio-

nes:

a) La de I, o espacio comlin de los objetos

f: Te—evV

b) La particular del sujeto s

ij : I—>Vk

donde Vk es la imagen de I desde el pun-
to de vista del sujeto Sy -
Describimos a continuacién las diferentes
geometrias que resultan seglin la estructura
del espacic modelo (v, d).

3. GEQMETRIA EUCLIDEA.

Sea V = Rm, d la distancia euclidea

d(x,y) = (x-y) " (x-y) (7)
Entonces (I,$) es isométrico a un subconjun-
to finito de Rm, y es‘representable a través
de unas coordenadas euclideas X, donde X es
una matriz nxm, cuyas n filas dan las n coor

denadas de las n individuos de I.

Un aspecto fundamental de la realizacidn
(I,8) en (v,d), es establecer en gue condi-
ciones la realizacibén euclidea existe, es de
cir, & puede ser identificada como una dis-
tancia euclidea.

Sean

1]
o]

card(I) = |I|

A = (Gij) Gij = §(i,3)

i,j eI

donde A es la matriz sim&trica nxn de las -
distancias. Existen varios teoremas que ca-
racterizan Sij como distancia euclidea. Indi

quemos

I matriz identidad nxn
1= (1,...,1)"'

= (- 1.2
A= (- 2535

vector nxl formado por unos

) matriz nxn
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H= In - % 11' matriz idempotente

Teorema 1. A es euclidea si y sblo si

¥ veR" tal que v'l=1l, v'A#0 >

B, = (I-1v')}Aa(I-vl') =2 0O
(BV > 0 significa matriz semidefinida posi-

tiva).

La caracterizacidn que tiene consecuencias
més importantes estd contenida en el siguien
te

Teorema 2. (I.8) es realizable en (Rm,d) y

por tanto A es euclidea, si y s6lo si
B = HAH = 0 ran B = m (8)

Las coordenadas euclideas de la realizacidn
estan contenidas en la matriz X (nxm) tal

que

B = XX'

' (9)
X'X = D,

1

donde DA es la matriz diagonal con los va-
lores propios de B, y por tanto X contiene
los vectores propios A-normalizados. Obsér
vese que el teorema 2 es una consecuencia -
del teorema 1, tomando

1 1
v = (!—_1,...,?1)'

Esta eleccién de v hace que el origen de
coordenadas coincida con el baricentro de -
la configuracién X. Otras elecciones de v -
tienen interesantes propiedades geométricas
/32/. Es sorprendente que los teoremas 1 y 2
fundamentales en geometria euclidea, no fue-
ran demostrados hasta 1935 /58/.

3.1 ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES.

Como es sabido, la descomposicidn espectral

de la matriz de covarianzas |}

} = T0,T' = A.A’ - (10)
define p componentes principales, que se in-—
terpretan como variables unitarias y ortogo-
nales. A través de la matriz A tenemos una

realizacidén del espacio de la variables

A n
E—> R
Tomando las n primeras columnas de A, gue
dan las coordenadas de las variables origi-
nales en las m primeras componentes, tene-
mos una proyeccidn

E— 3 g" {m<p) (11)

tras la cual representamos las p variables

en dimensidén reducida /13/.

En andlisis factorial /17/, la descomposi-
cibén (10) es

$ = A.A' + F° (12)

donde F es una matriz diagonal, A es la ma-
triz factorial. (12) define la misma proyec-
cién (11), pero tomando como base de Rm, los

m factores comunes.

Supongamos ahora que tenemos una matriz de

datos
Variables
1 2 . P
vy ¥y oeee ylp
21 v3) Y2 - Y2p
Individuos | ..... ceeenes =Y (13)
% Yip Yyo o000 Yip
1 ¥ny Yn2 o ynp

donde yij = Yj(i) es el valor del individuo
y en la variable Yj'

Podemos suponer que la matriz es centrada,
es decir, que las sumas por columnas son 0.
Para_ello basta restar cada yij’ ieI, la me
dia yj de la variable j. La matriz de cova-

rianzas es entonces
s=21vyy (14)
n
La descomposicidén espectral

- 1
S = VDAV

define entonces una realizacién seguida de

una proyeccidn

11—V RP

s R (16)
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en la que las coordenadas de los individuos

son
Z =YV (17)

Tomando las m primeras coordenadas represen-
tadas por las m primeras columnas de Z, tene
mos una representacién 6ptima en dimensién m
de I. La distancia2 euclidea original entre

i, j se transforma en

§(1,9)2 = ? (v, ~v. )% ? (z, -z, )2 =
h=1 ln jn h=1 in jn
= a2,
y se demuestra /17/ que
I a2(1,3) = n(h, 4 ...+2) (18)
m ! 1 Tt ™m

i<j

donde A, 2... zkm son los primeros m valo-

1
res propios de S.

3,2 ANALISIS DE COORDENADAS PRINCIPALES.

Supongamos que (I,§) admite realizacién eu-
clidea, de modo que B verifica (9). Propon-
gamos aproximar B de rango m, por otra ma-
triz B 20 de rango m'<m tal gue (criterio
de los minimos cuadrados) poniendo

B* = X!

Xm X (m

f(X(m))

sea minimo. Derivando respecto X(m)

a = - -
X f(X(m) = =2(B-X, . X

(m Y ¥ (m) = O

(m)
Si suponemos que los vectores columna de
X X

(m) ™ {m)
(matriz diagonal mxm), luego

son ortogonales, entonces X!

(m)
D
m

BX(m) = x(m)Dm

Y por lo tanto las columnas de X(m) consti-
tuyen los m primeros vectores propios de B.
Pero éstas son las primeras m columnas de X
de acuerdo con (9), que reciben el nombre -
de coordenadas principales en la representa
cién euclidea de I (véase /33/, /65/). Obte
nemos una realizacién de I seguida de una
proyeccidn anfloga a la (16), verificando
también (18), siendo la mejor representacién
euclidea de I en dimensién reducida.

El andlisis canénico de poblaciones consti-
tuye una aplicacidén importante de esta téc
nica. Supongamos gue I estd formado por n
voblaciones, y cada poblacién se describe
mediante (ui,i), donde My es el vector de
medias de las variables y z la matriz de co
varianzas comiin. Entonces se define entre -
cada par de noblaciones la distancia2 de -
Mahalanobis /44/.

2 = —_
874 = (uy-u

i3 LT g

J J

Calculando B y las coordenadas X , Oobtene

(m)
mos una representacién euclidea de las pobla

ciones.

Una generalizacidn consiste en considerar un

conjunto de funciones paramétricas

Wy Upreees b3

siendo

- . L2
Definir entonces las distancias

885 = W= 1T wymuy)

y obtener anflogamente las coordenadas prin
cipales. Entonces podemos representar fun-
clones paramétricas estimables definidas so
bre un modelo lineal multivariante (/12/,
/15/, /18/), con aplicaciones al MANOVA ---
(/16/, /51/).

3.3 _REPRESENTACIONES SIMULTANEAS,

, m
Las representaciones simulténeas en R son
aplicaciones

I ——3Rr™
E ~——3R™

que permiten representar, bajo una métrica
comln, tanto los individuos como las varia=-
bles.

Los diferentes mé&todos que realizan tal re-
presentacidén simultdnea, pueden interpretar
se como un caso particular del mé&todo BI-
PLOT /28/.
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Toda matriz Yn (por ejemplo , la matriz de
datos (13)), puede descomponerse en el pro-

ducto

Y = GH' (20)

donde G es mxr, H es pxr, siendo r = ran(Y).
Entonces, si q',...,gg son las filas de G,
h,,...,h_ son las columnas de H', (20) es -

1 P
equivalente al producto escalar

= ¥

iy gihj (21)
Luego podemos representar el individuo i vpor
el vector g5 la variable yj por el vector

hj’ donde gi,h € Rm, para m=r.

3
La representacidn biplot toma la dimensién
m=2, Se demuestra entonces que la mejor apro
ximacidén de la matriz Y de rango r por otra
Y(Z) de rango 2, tal que

2

tra(Y-Y )

(2)
sea minimo se obtiene a vartir de la descom-

posicidn en valores singulares /31/ de Y
Y=u}v (22)

donde 2 es diagonal y contiene los valores
singulares, U verifica U'U = Ip' V verifica
vV'v = Ip. La solucibn es

_ o i-o
Yy =Y Loy Y2y Vi2 (23)

(2)

donde U(2)’ V(2) contienen las 2 primeras
columnas de U, V, 2(2) es diagonal 2x2 y con
tiene los 2 primeros valores singulares. En-

tonces tenemos dos tipos de soluciones:

= = ' = ' = '
a) =0 G=U;, H 2(2) Vipy Y= GH

llamada GH'-biplot.

b) o =1 J =10 K=V Y~JK'

(2) 2(12) : (2)

llamada JK'-biplot.

El GH'-biplot da una buena renresentacién de

las variables, donde ||hj || es proporcional
a la desviacién tipica de la variable Yj’
h% . hj, es proporcional a la covarianza en-

tre Yj’ yY., . Por el contrario, el JK'-biplot-

J
da una buena representacidn de los indivi- -

duos, en la que |[J;-J;.{| aproxima la distan
cia de Mahalanobis entre i,i' (véase /28/).

También pueden estudiarse soluciones interme

dias, por ejemplo tomando o = 1/2.

Como ilustracién del método biplot, represen-
taremos la matriz Y de la tabla 1 (véase --

/29/) .

Los valores singulares son

ol=108.01, 02=9.363, O3=0 = rang (Y) = 2.

Una descomposicién en valores singulares de

Y es

0.292 0.580 -0.015
0.450 0.008 0.877
0.450 0.175 -0.288
0.563 -0.717 -0.222
0.438 0.344 -0.311

108.01 0 0 70.181 0.961 0.205
0 9.363 0 0.840 -0.260 0.477
-0.512 -0.085 0.854

vy=u0jwv

De aqui se construye una descomposicién

Y = AB', donde A es matriz 5x2, B' es matriz
2x3. Las filas de A representan las tribus,
las filas de B representan las caracterfsti
cas demogrédficas, de modo que yij=ai b.. La
figqura 1 da la representacidn simulténea. Ob-
sérvese que bl’ b3 aparecen muy relacionadas
mientras b2 presenta alta variabilidad. En
cuanto a las tribus se observa que a, es la

m&s diferenciada.

Es interesante conectar el biplot con el ané-
lisis de componentes principales. Supongamos
que Y es una matriz centrada. Entonces la ma-
triz de covarianzas es (14). Apliquemos el bi
vlot a esta matriz (prescindiendo del factor

escalar n_l)

Y'. Y = vDV' (24)

siendo D matriz diagonal. Por (17), los indi-
viduos vienen representados por YV, pero se-

gn (22),
YV = UjV'v = U} (25)
Luego la representacién de los individuos -

nor anilisis de componentes principales, co-

incide con el JK'-biplot sobre la matriz Y.
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CARACTERISTICAS DEMOGRAFICAS DE ALGUNAS TRIBUS DE

INDIOS AMERICANOS

Mediana de los

Porcentaje debajo Indice
Tribu afios de escolaridad lfmite pobreza Econémico
Shoshones 10.3 29.0 9.08
Apaches 8.9 46.8 10.02
Sioux 10.2 46.3 10.75
Navajos 5.4 60.2 9.26
Hopis 11.3 44.7 11.25
0 a5 ® Sioux
':' Apaches
1}
2
—3
1 L1
[ | 3 4
Fig. 1 : 'Bivlot de la matriz de datos de la Tabla 1.

225



Qtlestiié - V. 9, n.° 4 (desembre 1985)

El andlisis factorial de correspondencias
/4/ se relaciona también con el biplot. Se

trata de un método que, aplicado a matrices
F de datos no negativos (usualmente frecuen
cias, porcentajes, medidas de abundancias),
permite representar simultaneamente indivi-
duos y variables, donde los individuos apa-
recen como una media ponderada de las varia
bles y reciprocamente. Supongamos que Ry C
son las matrices diagonales con los totales
por filas y por columnas. Se utiliza enton-
ces la llamada distancia ji-cuadrado, que -
es de hecho una distancia euclidea sobre la

matriz

-1/2 1/2

Y = R FC (26)

Consideremos la descomposicidén en valores =
singulares de Y

vy =T y T (27)

Entonces la representacidn de los individuos
o filas de F es (/17/, p&g. 327)

a=xr=rY2ryor=r1%r ¥

Andlogamente, la representacidén de las varia
bles viene dada por

B=x'T=c Y2 ] T'T = V2 5
Una clase de soluciones general es /35/.
A =r1/2p 5@ B = ¢ Y/2p 7@ (28)

Dando diferentes valores a o, por ejemplo,

a =0, 1/2 6§ 1, se construyen otras tantas so

luciones. Obsérvese que para o = 1/2 se veri-
fica
Y = AB' (29)

luego obtenemos un AB'-biplot de la matriz Y

/30/.

Finalmente, /18/, /33/, /41/, en el llamado -

andlisis de datos centrados se obtiene, de for
ma natural, una representacidn simultinea . en-
tre variables e individuos. Entonces, tanto la
matriz Y'.Y como la matriz Y.Y' representan ma
trices de dispersidn entre variables y entre -
individuos respectivamente, siendo facil pro-
bar que dada la descomposicidén en valores sin-
gulares Y = UJV', la representacién de indivi-
duos es A = YV, la representacidén de variables
es B = Y'U, estando A y B. relacionados por

A = YB} B = Y'A}~ (30)

Asi, las coordenadas no triviales de B son

bij = ogl(y1i ay oot Yo anj) (31)

y por tanto (salvo el factor .Y son media
aritmética de las j coordenadas de los indi-
viduos, ponderadas por los valores que la va
riable Yi alcanza sobre los n individuos. En
el caso del andlisis de correspondencias se
demuestra que (31), en la versién (28) con
a = 1, es la mejor representacidn B-baricén-
trica, es decir, la mejor representacidn si-
mult&nea de filas y columnas de una matriz

F, salvo un factor de proporcionalidad -8/40/.

3.4, ANALISIS INDIVIDUAL DE PROXIMIDADES.

Supongamos: ahora que tenemos g sujetos y un
conjunto I de objetos, de modo que cada suje
to define una métrica en I. Obtendremos en-

tonces g espacios métricos.
(T80, (T,8) seenr(1,8,)

El andlisis individual de proximidades ("in
dividual multidimensional scaling") postula
que existen dos representaciones euclideas
de I:

a) La general, formada por una configura-
ci6n euclfidea en R representada por una

matriz de coordenadas X.

b) La correspondiente a cada sujeto sj, de-
finida por una aplicacién
¢j(x) = Xy ) 3 =1,...,9

que a los objetos I hace corresponder las

coordenadas Xj‘

Se interpreta que el sujeto s, deforma la
configuracidn general X llegando a la con-
figuracidn Xj. Los diferentes modelos que -
se han estudiado suponen la transformacién

lineal
(X)) = XT.
¢J( ) 5
donde Tl""’Tq son matrices mxm. El nombre

del modelo o método depende de las condicio

nes que verifican las Tj' Tenemos asi:
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1) Tj=wj (matriz diagonal). INDSCAL /10/.

2) Tj=wj S (S no restringida, Wj diagonal)
PARAFAC /36/.

3) Tj matriz no restrinagida. IDIOSCAL /10/,
PINDIS /69/.

El m8s utilizado es el INDSCAL, en el que
se recoge en una matriz W los valores dia-
1,...,Wq. Enton-
ces la representacidén de W informa sobre el

gonales de las matrices W

peso que cada sujeto da a las diferentes di
mensiones.

Existen dos teoremas que caracterizan la -
realizacidn euclfidea de los métodos INDSCAL
e IDIOSCAL /25/. Indiquemos por Bj=HA.H la

J
matriz asociada a Gj’ como en el teorema 2.

Teorema 3. Los espacios (I,Gj),j=l,...,q,
admiten una realizacidn euclfdea en R™ por
el mé&todo IDIOSCAL si y sblo si

a) By 20 i=l,...,q

b) rang( z B. ) =m
3 J

Teorema 4. Los espacios (I,6j), j=l,...,q9,
admiten una realizacién euclidea en RV por

el m&todo INDSCAL si y sdlo si

a) B, 20
J

b) rang (B,) = m, siendo B, = z Bj
J

i=l,...,q

c) BiB*Bj = BjB*Bi para todo i,j=1,...,q.

4, GFOMFTRIA EUCLIDEA,

Si la matriz B del teorema 2 tiene algGn -
valor propio negativo, no existe una reali-
zacién de I sobre R". Entonces diremos que
la geometrfa sobre I no es euclidea, o que
la distancia § no es euclfdea. Para repre-
sentar (I,§) en R™ debemos recurrir enton-
ces a una realizacidn mon&tona, es decir,
encontrar una funcién mon&tona no decrecien
te que transforme § en una distancia euclf-
dea. Podemos hablar de dos tipos de trans-
formaciones: algebraicas y numéricas.

4,1, TRANSFORMACIONES ALGEBRAICAS,

La transformacién mis simple consiste en -

afladir wuna constante c a dij’ Observemos

que cualguiera que sea éij’ si tomamos

c= max { 6§, . - 8, . - §,.. }
1,3,k k3 ki ij
entonces 6ij + ¢ verificard la desigual-
dad triangular. En general, el problema de
hallar el minimo c* tal gue la distancia
Gij(C)

(c) = §,. + c(1-g1d) (32)

°13 3

(donde §%J indica 1a delta de Kronecker)
tenga realizacidn euclidea, se conoce como

"problema de la constante aditiva" /11/.

De (32) deducimos

2 . cz(l—éij)

1
(ST
(o]
[¢]
N
It
|
Nl —
o
+
Q
O
+

y la matriz B(c) asociada a Sij(c) (teorema
2) es

~ 2
B(c) = B(o) + 2cB + % H

donde B es la matriz asociada a la "distan-
4 n
cia v%ij’

Se verifica entonces /25/.

Teorema 5. Existe una constante c¢ tal que
Gij(c) admite realizaci®én euclidea en dimen
sidén (n-1).

Teorema 6. Supongamos que Gi no admite rea

3
lizacién euclidea. Existe entonces una cons
tante ¢ tal que Gii(c) admite realizacién

euclidea en dimensién (n-2).

El teorema 6 nos dice gue si (I,8) no admite
realizacién euclidea, entonces admite reali-

zacién monétona euclidea en Rn—2-

El problema de encontrar la mfnima constante
c* tal que Gij(c*) sea euclifea, es decir,
5ij(c) no es euclidea si c<c’ , mientras que
6ij(c) es euclidea si cxc” , ha sido resuel-
to recientemente /8/. Se demuestra que la --
constante ¢” es el mayor valor propio de la
matriz

0 2B (o)
A = ~
: ~-I -4B
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Estudiemos ahora la llamada transformacién

aditiva en 6.%
ij
2 _ 2 _ i3
Gij(a) = 5ij 2a(l §7-) (33)

La matriz asociada a Gij(a) es
B(a) = B~aH

Se demuestra que B(a) = 0, rana(B(a)) = n-2

para alguna a /43/.

La llamada solucidn de Lingoes consiste en

tomar a = An, siendo kn el minimo valor
propio de B(0) (que es negativo). Entonces
L. 1/2
= 2 _ _si3
éij(kn) = (Gij 2 kn(l §77)) (34)

representa la solucidn 6ptima para la cla-

se de distancias transformadas (33).

Mardia /45/ observa que, aunque (34) propor
ciona una realizacidn euclidea exacta en di
mensién (n-2), Gij(kn) puede representar -
una distorsidén considerable respecto a Gi..

Propone entonces tomar la constante

~ n-1
a = ( E

A.)/(n~m-1) (35)
i=msl T

media aritmética de los n-m-1 menores valo-
res propios de B(o), siendo m la dimensidn
de la representacidn euclidea. Para ciertas
medidas de distorsidn entre 6i. vy Gi.(a), -
la solucidn (35) aplicada a (33) es 6ptima,
aunque la representacidn euclidea no sea
exacta.

Seguidamente estudiemos la transformacidn
lineal

- _sij
éij(a,b) = asij + b(1-67-) (36)

que tiene la matriz asociada.

2 ~ 2
B(a,b) = a“B(0) + 2abB

NIU‘

H

donde B{(0) y g son las matrices asociadas
a Gij v /E;;. La solucidn exacta para la -
clase de transformaciones lineales (36) es
andloga a la del problema de la constante
aditiva, asi que es alcanzada también en di
mensidn (n-2). En /23/ se propone un algo-
ritmo iterativo que permite obtener una so

lucidn aproximada para una dimensidn eucli-

dea m dada. El algoritmo puede generalizarse
a una transformacidén polindmica en Gij de
grado k.

~

|
o
P
(=)
—

ij k'°ij A3
pues el proceso descrito en /23/ es el mismo

para el caso no lineal.

Como una consecuencia de los tipos de solu-
ciones algebraicas comentadas, podemos enun-

ciar

Teorema 7. Supongamos que (I,§) no admite
realizacidén euclidea. Entonces (I,8) admite

una realizacidn mondtona en (Rn_z,d).

Es importante observar que no se ha podido
encontrar hasta el presente una solucidn ana
litica exacta al problema de hallar £ tal

A

que § = f(éij) sea euclidea, mientras B

i
se trgn;forma en B, con la propiedad de que
rang (B) = minimo. En otras palabras: determi
nar la minima dimensidn euclidea m para la
cual (I,§) admite realizacidn mondtona en

(R",d) .

4,2 TRANSFORMACIONES NUMERICAS.

Entendemos por transformacidn numérica a una
aplicacién £

dij = f(dij) (37)
que transforma sij en una distancia euclidea
dij’ donde f puede tener cualquier expresidn
no necesariamente algebraica ni pertenecer a
ninguna familia determinada de funciones. --
Shepard (/60/, /61/)

las distancias euclideas deben conservar la

propuso la idea de que

preordenacién asociada a (I,8), es decir

A
y =» di. < di,.,

v i,j,i',3!
i 1) r]

(38)

La condicidén (38) significa que tanto (I,§)
como su imagen euclidea (R™,d) deben tener
asociadas la misma preordenacién /17/. En
otras palabras: los elementos préximos (ale
jados) en I deben seguir estando prdximos
(alejados) en rR™.

Como en las aplicaciones debemos representar
en dimensidn reducida, deberemos hallar una

realizacién mondtona euclidea aproximada en
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el sentido (4), de modo gque la preordena-

cidén se conserve aproximadamente.

El algoritmo propuesto por Shepard /60/ con
sistia en ajustar directamente una distan-
cia euclidea dij a una transformacidn mondé-
tona f(dij). Sin embargo, se ha impuesto el
método de Kruskal /67/, /68/, gque ajusta -~
una distancia euclidea di. a la transforma
cidn aij = f(dij), donde f se debe buscar
entre la clase no paramétrica de todas las
funciones mondtonas, junto con una configu-
racién euclidea X para una dimensién dada
m, que define una distancia euclidea di. ’
tal que la medida de distorsién

~ 1/a o

Ad = ig'dij‘dij (39)
2 di- 1/0
i<y

sea minimé. Cuando o= 1/2 esta medida se
llama STRESS se indica por S y se suele ex
presar en forma de porcentaje. Para una m
dada, una realizacién mondtona de I en RV
se califica de buena o excelente si S < 5%.
Si 8§ = 0 tenemos una realizaci®én mondtona
exacta de (I,$) en (Rm,d). Obsérvese que mi
nimizar S es un problema de regresién mond-
tona: ajuste por minimos cuadrados conser-
vando la relacién de monotomia entre las --
distancias.

Leeuw y Heiser /25/ exponen una relacién
sistem8tica de los alooritmos.de MDS ("Mul-
tidimensional Scaling"), estudiando sus pro
pledades. En todos los casos se trata de mi
nimizar una funcibn por el criterio de los
minimos cuadrados, haciendo intervenir la
configuracién euclidea X, Gij

cia euclidea dij(x)'

y la distan-

&. MInimos cuadrados sobre la matriz B
(teorema 2).

a.l : MDS métrico.
La funcidn a minimizar es
L, (X) = tra(B - X.x")? (40)

S1 la distancia sij es euclidea,
es el mismo criterio que da lugar
al an8lisis de coordenadas princi
pales,

a.2 : MDS no métrico.

En el problema de la constante adi
tiva la funcién es

L (X,0) = tra(B(c) - X.x)°  (41)

b. Minimos cuadrados sobre las distancias
al cuadrado.
La funcidn de ajuste es
2

LX) = §} (8%,
2 155 ij

2 2
- dij(X)) (42)

y recibe el nombre de SSTRESS /64/.

Minimos cuadrados sobre las distancias.

la

La funcidn de ajuste es
2

LX) = § w,.(8.. - d, .(X)) (43)
3 1<5 ij i3 ij

donde wij es un peso o carga. Si wi.i 1,
minimizar (43) equivale a minimizar (39),
para o= 1/2, es decir, el STRESS de -
Kruskal. La introduccién de los pesos -
wij se hace para obtener distribuciones
ji-cuadrado para (43), y para realizar

comparaciones entre el STRESS y el SSTRESS.

Finalmente, digamos que el problema de encon
trar una realizacién monétona de (I,8) en

(R", d) estd numéricamente resuelto para de-
terminadas funciones de ajuste, aunque la re
alizacibn exacta en dimensién minima es un
problema todavia no resuelto. Incluso, en al
gunos casos el problema no tiene solucidn.

Lew /42/ comprueba dos contraejemplos:

1) (I,8) no tiene realizacién monbtona eucli
dea para I=L? con nz2, es decir, los ele
mentos de I son n-tuplas (xl,...,xn) = X

con la métrica definida por la norma "ciu

dag"

iy = 5 1yl

2) (I,6) no tiene realizacién monStona eucli
dea para I = LE , con n22, donde ahora la
métrica viene definida por la norma "domi
nante"

lixll, = suplixg [ ,eens x|

Sin embargo, Lew /42/ demuestra gue en am-
bos casos existe realizaci®n mondtona sobre
un espacio de Hilbert separable H con la nor
ma cuadritica Hx2 ll, aunque también encuen-
tra un contraejemplo de conjunto con una mé-
trica gue tampoco tiene realizacién mon&tona
en H.
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En el apartado 7 comentaremos realizaciones

en variedades de Riemann.

5. GEOMETRIA ULTRAMETRICA.

Diremos que (I,§) es un espacio ultramétri-
co si la distancia Gi. verifica ademids 1la
llamada desigualdad ultramétrica

iv) Gij < max{dik, .} ¥V i,j,kel (44)

jk
Es inmediato que se verifica entonces la -
desigualdad triangular. Una propiedad fun-
damental de una distancia ultramétrica es

Teorema 8. En un espacio ultramétrico todo
tridngulo {i,j,k} es isdsceles, siendo la

base el lado menor

Es sabido /70/ que puede asociarse a I una
jerarqguia indexada (C, H), donde C es una
coleccidn de subconjuntos ("clusters") de
I, v h es un indice sobre C, univocamente

determinado por éij’ con ciertas propieda-
des de monotonia . La idea principal es

que en un espacio ultramétrico, la no-

cién de proximidad Sijsx define una parti
cidén ("clustering") de I, y que aumentando
x se obtienen particiones menos finas, que
enagloban a las anteriores, formando una es

tructura jerirquica. Se verifica /17/:

Teorema 9. Sea (I,§) un espacio ultramétri
co. Entonces:

a) I tiene asociado una jerarquia indexada
(C, h). Reciprocamente, toda jerarquia
indexada define una distancia ultramé-
trica sobre I.

b) La relacidén binaria en I

lej <~ dij < x

es de equivalencia para todo real x = 0.

La representacidén geomé&trica de (C, h) se

realiza a través de un grafo orientado lia
mado dendograma, que puede ser representa-
do Integramente en R2. Las im&genes de los
elementos de I son los extremos que no son
raices del grafo. Entonces existe una rea-

lizacidn

(I,8)——(G,u) (45)

siendo G un conjunto de grafos conexos sin
ciclos, u la distancia que resulta de conec
tar cada par de extremos. Por ejemplo, en -
el dendograma de la figura 2, las distancias
para el trid&ngulo {1,2,5} son

u,, = 1< U5 =u = 4

Obsérvese gue cualquier tri&ngulo {i,j,k} -

verifica (44).

1]

17 2 3 4 5 6

Figura 2: Ejemplo de dendograma.

Otra propiedad que tiene consecuencias in-

teresantes es que éij es distancia euclidea.

Teorema 10 Si § es ultramétrica, |I] = n,

entonces (I,$) admite una realizacibdn eucli
dea en dimensidén (n-1).

(Diferentes demostraciones en /9/, /20/,

/34/, /39/).

Ademds de la realizacibdn (45), existe pues
otra realizacibn

(I,6) —— (R*1

,d) (46)
gue se describe a través de la descomposi-

cién B = X.X' (teorema 2). Los valores pro-
pios de B y las coordenadas euclideas X re-
flejan aspectos interesantes de la estructu

ra jerérquica (C, h).

Agrupando elementos equidistantes de I tene

mos

I = I +Iy4.. 04T Iian =g i &3 (47)
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siendo
I,=lig,.ei Isi i ,=hl,hl=min{6ij, i#jeT }1
1 TtTt
I=[1i feeesd I8, . =h, ,h,=min{¢,_,i#jeI-I.}]
2 n,+n, n,+n, i i, 2772 ij 1

... etcétera.

Suponemos ademfs que son iguales los elemen
tos de las filas de la matriz de distancias
(Gij) que resultan de eliminar los elementos

[ = h_, para i,jelg, es decir,

ij q

si i,i'elI JEI (48)
q

iy

Resulta entonces que

sl (48) se cumple, y en caso contrario

Expresaremos entonces la reunién (47) asi

I = Il+...+Ir+Ir+l+...+Ik
.| = ny>l 13sT ompz...eng o (49)
I.| =1 >r
1151 , j

De modo que (49) expresa la reunibn de r -~
clases o "clusters" con (k-r) elementos ais
lados de I. Por ejemplo, de la figura 2, te
nemos

I =1{1,2,3}+14,5}Y+{6}

Ohsumi y Nakamura /46/ demuestran (con la -
ilustracidn de diversos ejemplos), que la
formacidn de "clusters" sobre (¢, h) se pue
de expresar como una combinaci®n lineal de
las distancias (al cuadrado) hf,...,hi que
se relacionan directamente con algunos valo
res proplos de B..

Otro resultado es el siguiente /22/:

Teorema li. Sea u el mayor valor propio de
B. Sea hj = Gii' ’ i,i'te,
deremos

l<j<r y consi

Se verifica:

a) Cada X, es valor propio de.B de multipli-
cidad (nj—l). Ademés:

pzxz...le
siendo A, = min{ % &2 i#jeI} el menor
1 2 %1547
valor propio de B.
b) La igualdad u = Aj se cumple si y sdlo si
todos los elementos de I son equidistan-
tes (I es isométrico a un simplex regular
en dimensién n-1).

Sea ahora B = X.X'. Indigquenos

X = (XO, Xr""’xl)

donde X _son las coordenadas euclideas que

definen los (nq—l) vectores propios de valoxr
propio Aq. Por xo indicamos las restantes --
coordenadas principales euclideas. La distan
cia euclidea d. definida a través de las ---

coordenadas X., define una reduccién de 1la

dimensién
n-1 n.—1
(1,8) ——(R" ~,d) —(R J 145) (50)
r -
siendo n.=|I.|, lgj<r, ng=n-1- } (n.-1)=m-1.
J J j=1 J

Se tiene (/19/, /22/):

Teorema 12: Las distancias euclideas gque re-
sultan de la proyeccidn (50) verifican:
l<gsgk

a) do(ilj)=0 si irjEIq

do(i,j)>0 si 1ielqg jqu' 1<g'#gq"<k
donde k es el nfimero de clases construidas
en (49). i

hg si ifjelg lsgsr

1,3
b) dq( 3)

d,(1,3) =0 si 1,341q 12gsk

La interpretacién del teorema 12 es clara. A
través de las coordenadas XO representamos -
las clases Il""’Iq' que gquedan diferencia-
das entre si, y a través de cada matriz de
coordenadas xq(15qsr), quedan representados

exclusivamente los elementos de Ig (figura 3).

Holman /39/ observa que mientras una ultramé
trica puede ser representada en un plano a
través de un dendograma, la dimensidn exacta

en representacibén euclidea es n-1, luego no
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se adapta bien a una reduccidn de la dimen-

sidén. Lo que ocurre en realidad es que deben
realizarse varias representaciones euclideas,
que seglin el teorema 12 tienen diferentes in

terpretaciones y sianificados.

* (6}

* (1,2,3)

* (4,5) -2L

Figura 3: Pepresentacidn euclidea bi-
dimensional del dendograma

de la figura 2

6. GEOMETRIA ADITIVA.

Sea (I,8) un espacio métrico Y supongamos
que §, ademds de las propiedades i), ii),
iii) verifica

v)Gij+6kmsmax{6ik+d ;8. +8..}

jm’ "im "3k (51)

para toda cuaterna (i,j,k,m). (51) se cono
ce como desiqualdad aditiva o como axioma de
los cuatro puntos. Diremos que (I,8) es un

espacio aditivo.

Supongamos que Gij+6km es el menor de los ~--

sumandos en (51). Entonces es fAicil verifi-

car gue

(6, <8, +8§ =8, +6

6i3 km™ "ik "jm im “jk (52)

Se puede dar a (52)

misma linea del teorema 8. Se verifica:

una interpretacidén en la

Teorema 13. En un espacio aditivo todo te-
traedro (i,j,k,m) tiene dos pares de aristas

opuestas cuyas sumas de longitudes coinciden,

Y ademds son > que la suma del restante par.

Se comprueba también que la desigualdad ul-
tramétrica es més restrictiva que la aditi-
va, la cual implica también la desigualdad

triangular, es decir
Desiq. ultrametrica-desig. aditiva - desig.triangular

Asi pues, un espacio ultramédtrico es un caso

particular de un espacio aditivo.

Una distancia aditiva viene a ser la distan-
cia natural en un grafo simplemente conexo,

con n extremos. La representacifén de un espa
cio aditivo la consequiremos a través de una

realizacién

(I 15) _) (Gld)

donde G es un conjunto de grafos simplemente
conexos con n extremos, llamados &rboles adi
tivos, con una métrica en la que la distancia
entre dos extremos {(que estdn conectados por
un @inico camino) es la longitud 4 del camino
que los une. La imagen de cada uno de los in
dividuos de I es un extremo del arbol aditivo.
Por ejemplo; dada la matriz de distancias so-
bre I = {1,2,3,4,5}.

se comprueba ficilmente la desigualdad aditi-
va. Entonces, una posible representacidn de
(I,8) seria el &rbol aditivo de la figura 4.

2

0.2
$(8)

f13)

FAC))

Figura 4: Ejemplo de &rbol aditivo.
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Un dendograma es un caso particular de &rbol
aditivo. Exactamente es un &drbol aditivo con
un nodo distinguido (llamado raiz) que es -
equidistante de todos los extremos. La geome
trfa aditiva nace al considerar el axioma ul
tramétrico demasiado restrictivo, sustituir-
lo entonces por la desiqualdad aditiva, més
flexible, y que permite adaptarse mejor a -
una distancia experimental §. La representa
cibn, en lugar de un dendograma, se hace a
través de un &rbol aditivo, usualmente re-
presentado en forma paralela (ver figura 5).
Las diferencias entre ambos tipos de repre-
sentacilones son:

1) En el caso ultramétrico, las n(n-1)/2 in
terdistancias entre los individuos vienen
determinadas por al menos n-1 valores in-
dependientes. En el caso aditivo son nece
sarios al menos 2n-3 valores independien-
tes.

2) Una ultramétrica define una jerarquia in-
dexada (C,h). La distancia entre indivi-
duos del mismo cluster (distancia intra-
cluster) es siempre menor que la distan-
cia entre individuos de distinto clus-
ter (distancia inter-cluster).

3) Una distancia aditiva no ultram&trica no
define ninquna jerarquia indexada. La dis
tancia intra-~cluster puede superar a la
distancia inter-cluster.

4) Supongamos que mediante sendos alooritmos
adecuados, ajustamos una distancia ultra-
métrica u y una aditiva d a una distancia
experimental §. Entonces la distorsidn --
(medida mediante correlacibn cofené&tica,
stress, etc.) es menor para d que para u.

Los siguientes teoremas exponen tres resulta
dos tedricos de notable inter&s e importan-
cia.

Teorema 14. El espacio (I,§) se puede repre-
sentar a través de un &rbol aditivo si y s6-
lo si § verifica la desiqualdad aditiva /5/.

Teorema 15. La representacidn de (I,§) es
Gnica /66/.

Teorema 16. Si § es una distancia aditiva,

existe entonces una distancia ultramétrica
u y una funcién y :I— R tal que

§ =u

i3 i3 + (1) + ¢{(3) (53)

(véase /71/).

La expresibn (53) permite estudiar y clasi-
ficar las distancias aditivas. Destacan en-
tonces tres tipos simples de &rboles aditi-

vos:

a) Ultramé&tricos: 6ij = uij

yi) + ()

b) Singulares: Sij
En este caso, el drbol aditivo tiene un

inico modo interno.

c) Lineales: Si todos los puntos pueden re-
presentarse a lo largo de una linea recta.

Otras clases de &rboles aditivos se pueden
construir combinando estos tres tipos. Asi
se demuestra que si Yy es positiva, el &rbol
aditivo es suma de un ultramétrico m&s un
singular y esto ocurre si ninguna distancia
entre nodos internos excede a las distancias
entre extremos. Finalmente, la condicidn pa-
ra gue un &rbol aditivo sea suma de uno sin-
gular mis otro lineal es que a lo sumo hayan
dos aristas internas partiendo de un nodo -
interno /71/.

Existen diversos algoritmos de construccién

de &rboles aditivos a partir de una distan-

cia /24/, /26/, /71/.

Uno de los aspectoé interesantes a plantear
es la conveniencia de realizar una represen-
tacidn euclfidea o una representacidn median-
te un &rbol aditivo. Diversos autores, /55/,
/71/, sefialan que cuando los individuos se
pueden describir en términos de alguna es-
tructura factorial, es preferible la repre-
sentacibn espacial. Pero si los datos refle
jan un esquema de clasificacién o una estruc
tura evolutiva, la representacién debe hacer
se mediante un dendograma o un &rbol aditivo.
Pruzansky et.al. /55/, como medidas objeti-
vas, seflala que el sesgo (momento Central de
tercer orden de la distribucidn de distan--
cias) y la elongacién (proporcién de tridn-
gulos tales gue la suma de las 2 caras extre

mas es menor que el doble de la intermedia)
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pueden describir aproximadamente la conve-
niencia de uno u otro tipo de representacidn.
Mientras la representacidén en arbol tiende a
alta,

la representacién espacial (particularmente

producir sesgo negativo y elongacidn

en el plano), produce sesgo positivo y elon-
gacidn baja (resultados gue obtienen por si-
mulacidén). De todos modos, es un problema -

abierto el estudio espacial de los arboles -

donde dM es una distancia definida a través
de una métrica de Riemann. Si ademds la cur
vatura de Riemann es constante, podemos re-
presentar los elementos de I como puntos de
un espacio hiperbdlico, eliptico o esférico,
sealn el signo de la curvatura. Si la cur-
vatura es nula, entonces tenemos que I admi
te una réalizacidén euclidea. También ha si-

do estudiado e interpretado el caso de cur-

aditivos y de los criterios para decidir en- vatura no constante /75/.
tre uno u otro tipo de representacidn, /1/,

/2/.

elefante

altos jirafa

_l._———— cebra
] caballo

camello

herbivoros ; asno
equipos .
antilope
| ciervo
- vaca
ganad cabra
cerdo
perro
canino

cachorro de lobo

[ lobo

ledn
car :
tigre

felino

leopardo

gato

0S0

mono

antropoides gorila

chimpancé

mapache

castor

cone jo

jroedores ardilla

ardilla listada

rata

ratén

Figura 5: Representacibén de diversas especies de animales
a través de un &rbol aditivo en forma paralela
g2glin /71/).

En las aplicaciones, 4, se aju= . a § med’ n

M
te algfin criterio de minimos cuadrados /7¢/

7. GEQMETRIA RIEMANNTANA,

. . Como (M, d.) tiene una estructura mas amplia
Una realizacibén de (I,§) en un espacio eucli M P

. , que la de un espacio euclideo, cabe esperar
deo se puede generalizar a una variedad rie-

. una realizacién méds aproximada de (I,§) sc-
manniana

bre una variedad riemanniana que sobre 'n

espacio euclideo.
(I,8) —>(M,d " P
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Un caso importante en el cual la representa-
cibén riemanniana es natural, se presenta ---
cuando I puede ser identificado con una dis-
tribucién de probabilidad paramé&trica

p(xl,...,xk; el,...,en)

Consideramos entonces la variedad paramétri-

ca

M= {8erR” i k
€R |p(x,08) es f, densidad de =xeR"}

Yy a continuacidn tomamos como tensor métrico

fundamental (Rao /73/) la matriz de informa-
cibén de Fisher

= l_ 8 a 1 2 -
gij E ( 5 ;Ef ;53 ) i,j=1,...,m

Kej

La distancia entre dos distribuciones es,
en general, la longitud de la geodésica que

las une, interpretadas ambas como puntos de
M.

En las secciones siguientes nos proponemos
llegar a esta distancia partiendo de cier-
tos argumentos heuristicos y de cuatro con
diciones deseables gque deberian verificar

una distancia, que a continuacién concreta
remos para algunas distribuciones cl8sicas.

Z, CARACTERIZACION Y CONDICIONES GENERALES
PARA_UNA DISTANCIA,

Cuando se utiliza el concepto de distancia
en Anélisis de Datos es para expresar de -
forma cuantitativa las analogfas y diferen
clas entre los objetos que se distancian,
de forma qgue objetos geométricamente préxi-
mos sea sindnimo de objetos semejantes vy
a la inversa, objetos geom&tricamente ale-
jados debe corresponderse con la idea de ob
jetos muy diferertes.

En otras palabras, la distancia entre dos
objetos debe ser considerada como una medi
da de la informacidn que poseemos sobre las
analogfas y diferencias de los mismos. Es-
ta informacidn, m&s gue una propiedad de -~
los objetos en si que comparamos, es una ~--
propiedad del proceso de observacién, y pa-
ra su cuantificacién, deberemos basarnos en
las propiedades formales del mismo, atendien

do a la naturaleza probabilistica de las va

riables que observamos y utilizamos para es-
tudiar dichos objetos, antes gue a la natura

leza fisica de los mismos.

El primer problema que hay que resolver es
el problema de la caracterizacibn de los ob-
jetos estudiados, a través de objetos forma-
les adecdados, susceptibles de ser tratados
en términos matemdticos. Con frecuencia efec
tuamos ciertas medidas sobre los objetos es-
tudiados, medidas que pueden ser considera-
das como valores de una muestra aleatoria de
una poblacidén estadistica, resultando enton-
ces til caracterizar a cada uno de los mis-
mos por medio de la funcidn de densidad. de
probabilidad conjunta de las variables alea-
torias observadas sobre cada objeto. En mu-
chos casos, sealin la naturaleza del problema
a resolver, podremos suponer que dicha fun-
cidn de densidad pertenece a una determinada
familia paramé&trica: multinomial, normal, ex

ponencial, etc. ...

Caracterizados los objetos a distanciar me-
diante funciones de densidad de probabilidad
paramétrica p(x,6), deberemos introducir una
distancia entre éstas @iltimas, que introduci
rd de forma natural una métrica o pseudomé-

trica en el conjunto de objetos estudiados.

Serd conveniente exigir gque la distancia de-
finida entre las funciones de densidad para-
métricas verifique las siguientes condicio-

nes:

l1.-La distancia entre dos funciones de densi
dad debe depender del concepto de informa
cién. A su vez, la informacidn asociada a
un resultado x,.podemos definirla como
f{p(x,8)), donde £ es una funcidn cuyo do
minio son los reales positivos y que pode
mos suponexr diferenciable las veces que
haga falta.

2. La distancia entre dos funciones de densi
dad debe ser independiente de la parame-
trizacifén de las mismas, es decir, debe
de resultar invariante frente a transfor-
maciones admisibles de los parametros, -

entendiendo por tales, transformaciones -

biyectivas definidas a través de funcio-
nes diferenciables con continuidad. Ello
debe ser asi debido a gque los par@metros

no son mds que un "sistema de coordenadas"
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en una variedad de funciones de densidad
de probabilidad.

3. Por otra parte, la distancia entre dos
funciones de densidad debe ser invarian-
te tambi&n frente a transformaciones ad-
misibles de las variables aleatorias, ya
que esto no afecta para nada a los obje-
tos que deseamos distanciar, sino que s§
lo es un cambio en la forma con que toma
mos las medidas, por ejemplo, cambios de
escala, etc.

4. Finalmente, la distancia entre los obje-
tos comparados debe aumentar si agrega-
mos variables aleatorias, estocésticameg
te independientes, a las anteriores, vya
que aumentard la informacibn sobre las
diferencias de los mismos /72/ .

Una forma razonable de proceder consiste en
exigir que la distancia al cuadrado entre --
dos funciones de densidad de probabilidad in
finitamente préximas p(x,6), p(x,8+d8) sea
la esperanza del cambio infinitesimal de in-
formacidén al cuadrado. Teniendo en cuenta -=-
que 8 = (el,...,e“) resulta

as® = B[ (af(p(x,6))2] =

n n
=37 3 Et(f-(p))zaeupaevpjae“de“ (54)
=1 v=1

Véase Rao /73/, Atkinson y Mitchell /3/, Bur

bea y Rao /6/, /7/, Oller /47/, /48/, Oller
y Cuadras /49/, /50/, /52/, /53/.

N6tese gue

9,4 (8) = EL(£ (p(x,0))) %3 up(x,0) 3 .vp(x,6) ]

(55)
son las componentes, en coordenadas {ei} '
de un tensor m&trico (o pseudom&trico) sobre
la variedad M (definida anteriormente), es
decir, (54) define una mé&trica sobre M con
la cual tendremos una estructura de variedad
riemanniana (o semiriemanniana).

Dadas dos distribuciones p(x,eA),p(x,eB),
identificaremos la distancia entre ellas con

la distancia definida por la métrica (54) en .

tre eA, eB. Dicha distancia no resulta alte-
rada al efectuar transformaciones admisibles
de los par8metros. Véase Hicks /38/, Spivak
£63/ .

Por otra parte, si X es un vector aleatorio
con distribucién obsolutamente continua,
p(x,8), fijado 8, es una densidad escalar.
Por tanto, al) transformar, de forma admisi-
ble las X en Y , la funcidn de densidad se

transforma seglin:

Bly.0) = p(x.0).] det( 2% ) | (56)
ay

Para que la forma cuadr&tica diferencial, y

por tanto, la distancia riemanniana, resulte

invariante frente a cualquier cambio admisi-

ble X EL Y, deberd verificarse:

E((£'(p)) 20,up3gup) = E((£' (B)) 23,upd vp (57)

u,v =1,...,n

con p(x,8) arbitrarias, y para toda transfor
macién T. Si llamamos A  al soporte de p(x,0)

A al soporte de ply,8) v J = | det(éz) |
Y By
entonces podemos escribir:

L @2 0Gp o, B B oay =
A
y

= .&X

(58)

(f'(pJ))Z(Be“pJ aeva) p dx

Y para que se cumpla (57), es necesario, da-
da la arbitrariedad de T y la generalidad de
p, y tambi&n suficiente que:

£'(p) = £'(p.J).J (59)
derivando parcialmente respecto p obtenemos:
£ (p) = £ (p.3) .32 (60)
y derivando ahora respecto J, resulta:

0 = £'(p.J) + £"(p.J).T p (61)
Combinando (59), (60), (6l1), se obtiene:

pf"(p) + £'(p) =0 (62)

Ecuacidén diferencial cuya integral general
viene dada por:

f(p) = an p + B8 (63)

donde o y B son constantes de integracidn
arbitrarias.
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Por tanto, para satisfacer, en el caso abso-
lutamente continuo, la condicién de inva--
riancia del elemento de linea definido a tra
vE€s de la forma cuadritica diferencial (54),
frente a transformaciones admisibles de las
variables aleatorias, la informacién asocia-

da a un resultado x, debe venir definido por:
I(x,8) = atn{p(x,8)) + B8 (64)

El valor de la constante B no afecta a la --
forma cuadritica (54), vya que desaparece al

derivar. La forma cuadr&tica (54) queda de--
finida salvo una constante de proporcionali-
dad o, que en la prictica resulta recomenda-
ble escoger a= -1, (y g=0 por ejemplo), redu
ciéndose (64) a la definicién de informacién
dada por Shannon /59/.

El caso discreto es menos restrictivo, ya --
que en este caso p(x,8) es un invariante, en
vez de una densidad escalar, frente a trans-
formaciones admisibles de variables aleato-
rias, por tanto independientemente de la fun
cién f que escojamos para definir la infor-
macidn asociada a un resultado, se carantiza
r8 la invariancia de la forma cuadr&tica di-
ferencial (54).

Por otra parte, ni x e Yy son variables alea-
torias, vectoriales, estocisticamente inde--
pendientes, al verificarse:

p(x,y,8) = p_(x,0).p_(y,0) (65)
X v .

entonces definiendo la informacién a través
de (64), obtenemos:

= 1 =g( L
Iy (8 = B pZBOupaevp) = E( pzaeupxaeupx)+
Px

_ {x) (y)
upyaevpy) = 9% (6) + A (6) (66)
v =1,...,n
por tanto:

2 _ .2 2
ds” = ds, +ds (67)

es decir, la forma cuadr&tica diferencial --
que define al elemento de linea es suma de
formas cuadriticas, cada una de ellas calcu-
lada a partir de (54) y (64), considerando -
las variables x e y por separado.

La descomposicién (67) asegura que al afadir

variables aleatorias independientes, la dis-

tancia entre los objetos estudiados aumenta.

Como conclusidn podemos pues asegurar que -
tenemos un procedimiento para definir una
distancia entre las p(x,8), (tanto en el ca
so absolutamente continuoc como en el caso -
discreto), y por ende, entre los objetos es
tudiados, que satisface los requerimientos
exigidos inicialmente 1 a 4. Es la distancia
riemanniana inducida por la forma cuadritica
diferencial (54), definiendo f a partir de
(64) con oo = -1 y 8 = 0. ‘

El campo tensorial métrico puede escribirse
como:

- 1 -
quv(e) = E( giaeupaevp) = E(aeulnpeevlnp)

(68)

Yy bajo condiciones de reqularidad, de forma

alternativa:

g..(8) = -E(3% _ anp)

TRV Budv (69)
u,v =1,...,n

Notese que las componentes del tensor métri
co (68) coinciden con los elementos de 1la
matriz de informacién de Fisher. La mé&trica
obtenida se conoce con el nombre de métrica
informacional.

7.2, OTRAS PROPIEDADES.,

A continuacién veamos algqunas caracteristi-
cas'y propiedades generales de esta distan-
cla, para después discutir algunos resulta-
dos concretos.

Consideremos la variedad funcional definida
por:

S= {f ]| f=2/p peM} (70)
donde, para simplificar, supondremos que --
p(x,8) es una funcién de densidad de proba’

bilidad absolutamente continua (el caso dis

Creto podrfa desarrollarse de forma aniloga) .

Esta variedad est& inducida, de forma natu-
ral, en un espacio de Hilbert H, formado por
funqiones de cuadrado integrable, sobre un -

soporte fijo A, y cuyo producto escalar vie-
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ne definido por:

<f,g> = j' f.g (71)

A

Entonces se sique el siquiente:
Teorema 17

El tensor métrico definido en M a partir de
(68) es el tensor métrico inducido en S por

la métrica de H.

El resultado es consecuencia inmediate de -
que el elemento de linea inducido por el pro

ducto escalar de H, en S, viene dado por:

as’ = [ (2/p(x,8) - 2/p(x,0+@8)° =
A
= ( _dp )2 dx =
A ‘p(xle)

= [ 5oy ¢ 3 9P (x, 0)d6 2ax =
" P(x, NSl

n n
Y Y E(d, &npd, fmp) deVasV (72)
p=1 v=1 by ov

Notese ademds que S estd incluida en una --
parte de la superficie de una esfera de ra-
dio 2 en H.

Otro resultado notable viene dado por:

Teorema 18

Definiendo I(x,8) = - &np(x,6), entonces -
bajo ciertas condiciones de regularidad, el
finico tensor métrico quv(e) que satisface
la ecuacién:

q = E(I,uv)
HY (73)

W,V = 1,...,0
es el tensor métrico definido en (68).
Es consecuencia inmediata de (69).

Este resultado nos sugiere cue podria utili
zarse (73) para definir al tensor métrico -
de la variedad riemanniana M, como el tensor
igual a la esperanza de la segunda derivada

covariante del invariante informacidn.

Otros resultados proporcionan condiciones su

ficientes de variedad riemanniana euclidea:

Teorema 19.

Si la funcidn de densidad p(x,6) puede expre
sarse como producto de funciones de densidad
marginales uniparamétricas:

1 n
p(x,0) = p {x,07) ... p {x ,87) (74)

entonces la variedad riemanniana M, es ecu-

clidea.

Este resultado es consecuencia inmediate de
que, bajo estas hipdtesis, se anula el ten-

sor de Riemann-Christoffel.

Teorema 20.

Si la funcidn de densidad conjunta viene da-
da por:

p(x,8) = Alx)exp( - = || c=6 [ &) (75)

donde A(x) y X(x) = (Cl(x),...,Cn(X)) son
funciones que no dependen de 8y || .|| es
la norma euclidea ordinaria, entonces la va

riedad M es euclidea.

Una de las caracteristicas de una variedad
euclidea es la existencia de un sistema de
coordenadas tal que, bajo el mismo, el ten-
sor métrico es un tensor constante (en par-
ticular igual a la identidad). Entonces, en
dicho sistema de referencia es posible cal-

cular la distancia_entre puntos de M, a par-

tir de

o i 1.2
A(p (x,7,) s Pix,Yp)) izl (vx-vg) (76)
La transformacién de coordenadas 6 + vy ,

viene definida como es bien sabido, /62/, -

por el sistema de ecuaciones diferenciales:

n m
2r -y oo (77
38736 a=

donde los ng son los simbolos de Christof-

fel de segunda especie.
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/.3 DISTANCIAS RIEMANNIANAS PARA ALGUNAS

DISTRIBUCIONES.

Se ha calculado explicitamente (Atkinson y
Mitchel /3/, Burbea y Rao /6/, /7/, Oller
/47/, /48/, Oller y Cuadras /49/, /50/, /53/)
las distancias entre distribuciones de alqu
nas familias paramétricas importantes, asfi
como la curvatura riemanniana asociada a la
variedad paramétrica. Citemos alcunos de los
resultados mis remarcables.

7,3.1, DISTRIBUCIONES UNIPARAMETRICAS.

La variedad M es unidimensional, y por tanto
euclidea, (curvatura cero). Veamos la distan
cia entre algunas distribuciones concretas:

Exponencial.

La expresifn de la distancia riemanniana en-
tre dos distribuciones exponenciales de pard
metros X y p viene dada por:

d = |lné |

m (78)

Poisson.
Dadas dos distribuciones de Poisson de pari-
metros A y u , la distancia riemanniana ven-
dr& dada por:

d=2| /% - v | (79)
Bernoulli.

La distancia riemanniana entre dos distribu-
ciones de Bernoulli de parfmetros » y q ven-

Adr& dada por:

d =2 | arc sen

/p - arc sen Vg | (80)

Z.3.2, DISTRIBUCIONES MULTIPARAMEIPICAS

En estos casos la variedad funcional M no es
en general euclidea, por lo que la expresién
de la distancia serd compleja de hallar. Ha-
brf gque resolver en general las ecuaciones
diferenciales de las curvas geod&sicas da-
das por:

Q

o133

Tr
LRI 0w

Yy posteriormente determinar las constantes de
inteoracidn para que la geodésica una dos pun
tos dados de la variedad. Veamos algunos ca-
s0s concretos:

NORMAL UNIVARIANTE.

La curvatura gaussiana asociada a la variedad
M, es igual a:

1
K=—'§ (82)

y la distancia riemanniana entre dos distribu
ciones normales univariantes de parametros
(upr0px) v (ug,0g) , medias y desviaciones ti

picas respectivamente), viene dada por:

1 + 38
d= VZn | 52 (83)
' AB
siendo:
' 1/2
2 2
_ (uA-uB) + Z(OA-GB)
§ = (84)
AB (u,-u )2 + 2(o,+0 )2
A "B A'"B

NORMAL MULTIVARIANTE ( ) constante).

Este es un caso particular del Teorema 4. La
variedad paramétrica M es euclidea,

K=20 (85)

y la distancia riemanniana entre dos distri-
buciones normales multivariantes de vector de
medias Hp ¥ Mg (covarianza fija Z) viene dada
por:

= J —y 3¢ 51 -
d = Wlup=ug) 17" (uy=up) (86)
gue coincide con la distancia de Mahalanobis,

/44/.

MULTINOMIAL.

Sean las funciones de densidad paramétricas:

(x 404X 3! X X
=2 Gh L™t e
e % T

p(x,g)

con x1+...+xn = N, fijo. Entonces la variedad
M tiene por curvatura:

1

K=w

y la distancia riemanniana entre dos distri-

buciones multinomiales de par&metros
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1

(yeeesp™ v (ql,...,qn) viene dada por

n —
d= 2V¥N cos_1<‘2 ijqj > (88)
j=1

que salvo constantes coincide con la distan

cia de Bhattacharyya.

MULTINOMIAL NEGATIVA.

Consideremos las funciones de densidad para

métricas:

(X, +...+x +r—-1)! X
1 n 1 1
p(x,6) X teo. x H(r-1)! (65 ...
® 1
R T G T R L (89)

para una constante positiva r. Entonces 1la
variedad paramétrica M tiene curvatura igual

as:

K=-— (90)

y la distancia riemanniana entre dos distri
buciones multinomiales negativas de paréme-

tros (pl,...,pn) y (ql,...,qn), si llamanos

n+l _ 1 n n+1l 1 n
P =1l-p'-...-p Yy g "=l-g°-...-g, re
sulta:
T Y33
1- 1 ¥plg
d=2+v/cosnt | 2L (91)

$n+1qn+1.

JANCIA,

En la préctica los par8metros resultan des-
conocidos, por tanto para calcular la dis~
tancia entre dos poblaciones estadisticas
caracterizadas por p(xleA) y p(xleB) habra
que estimar previamente, por mé&xima verosi-
militud, los vectores paramétricos eA Yy eB.
Asi, la distancia estimada D, ser& una va-
riable aleatoria que para tamafios muestra-
les grandes tomard valores cercanos a la -
distancia real A, en el sentido de conver-
gér en probabilidad hacia la misma. Bajo -
condiciones de regqularidad (existencia de
geodésicas en el interior de la variedad,
definidas por funciones analiticas, etc.)
es posible obtener la distribucibén asint&-

tica de D, en el siguiente

Teorema 21.

La funcidén de densidad de probabilidad asin-
tbtica del estadistico D (distancia estima-

da), dada la distancia real , viene dada -

por:
n2 n
-i\-2 NN, 3
_ AB 2 _ 1 AB 2,2
f(D,A)—<—> N+NBD exp{ 5 7. (D A)}
J N,N
n22 (1 NA+§ DA D=0
A"'B

donde n es la dimensidn de la variedad M,
NA y NB los tamafios muestrales en las pobla-
ciones A y B respectivamente, i = V-1 y

J

-2 X :
37— la funcidn de Bessel de argumento ima-
; . . n-2

ginario puro e indice 5

Como consecuencia, se tiene, para A = 0, el

sigquiente resultado:

Teorema 22,

La funcibén de densidad asintdtica del estadis

NANB
tico U = D" es una distribucidn ji-cua
NAPNB -

drado con n-orados de libertad.

Ambos teoremas pueden utilizarse para contras
tar Ho: A=0 frente H1:A>0, mediante la prueba
ji-cuadrado.

8. UN FJEMPLO DE APLICACION,

El siguiente ejemplo nos va a servir para ilus
trar algunos de los métodos geométricos de re-
presentacidén de datos, pertenecientes a geome-
tria euclidea, ultramétrica y diferencial. En
el primer caso utilizaremos una representacidn
euclidea por andlisis de coordenadas principa-
les, en el segundo caso un dendograma y en el
tercero una distancia geodésica entre modelos

lineales.

El estudio se realizd sobre una poblccidn dé
nifios sospechosos de padecer Diabetes Melitus
a los cuales se les practicd (en el H.S.J. de
Dios de Barcelona) un TTOG, gue como es sabi-
do consiste en medir la Glucosa y la Insule-

mia del nifio a los 0 (basal), 30, 60, 90, 120,
150 Y-180 minutos de haber ingerido 1.75 grs.
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de clucosa por Kg. de peso, hasta un méxi siendo Yir Wy los logaritmos de las determi-
mo de 75 ors. naciones de glucosa e insulina en el tiempo
ti’ y ei,e; las variables aleatorias de los
Los datos que proporcionaban estas observa- errores de las medidas de glucosa e insulina,
ciones nos permitian conocer el funciona-- que, tras la transformacién efectuada, se -
miento del p&ncreas endocrino, asi como -- ajustan a variables normales de media 0 y va—
diagnosticar o clasificar a un individuo de rianzas 012,022, siendo 022 = 4012. Supone-
diab&tico o no sigquiendo los criterios esta mos ademds que Y;» w, son independientes.

blecidos por el National Diabeth Data Group.

Por otra parte, como de la variable insuli-

Los criterios de diagndstico generalmente - na se tomaban 2 réplicas por cada t;, se ---
usados en la pré&ctica clinica, aun aceptan- adopt8 como variable dependiente la media
do que son cbjetivos, creemos gue no aprove muestral de las dos réplicas.
chan en su totalidad la informacién gue so-
bre la curva de glucemia/insulina nos pro-- z, = (wi(l) + wi(2))/2
porciona el TTOG, ya que se refiere Gnica--
mente a observaciones puntuales de las cur- Por consiguiente, el modelo (92) queda
vas y no hacen una valoracién global de las
mismas. y; = ao+a1ti+a2ti2+u3ti3+ei
2 3, % (93)

Ahora bien, si podemos definir una distan-- 2y = BptB bty vBytyTeBat Trey
cia haclendo uso de toda la informacién de
las curvas, nos seréi posible mediante los - donde e, es N(O, 012), e; es N(O,chz).
métodos geométricos de andlisis de datos, -
llegar a una clasificacién objetiva y siste La expresidn matricial de (93) es
mitica de la poblacién de nifios estudiada.

y = Xa + e z = XB + e (94)
8.1, METODOLOGIA, siendo:
Los datos corresponden a las N=33 curvas de

y = (yo,yl,...,yn) z = (zo,zl,...,zn)

glucemia/insulina de N=33 nifios después de
practicar un TTOG.
X = (Xij) es la matriz de disefio, con

Dado que el error de las determinaciones de

= ¢371 1954
glucosa y de insulina no eran constantes, - X35 T i1 3
es decir, las variables observadas no tenfan l€isn+l
igual varianza para distintos valores de t *
e =-(e0,...,e ) o ev= (eo,...,e !
(tiempo) , se aplicd la transformacién loca- n n

ritmica. La transformacién elegida se justi
ficd por el hecho de que el coclente entre
las medias muestrales de las determinacio-
nes y sus derivaciones tipicas eran constan
tes, exactamente 5 para la glucosa Yy 2.5 pa
ra la insulina.

&y B son los vectores de parimetros
o = (ao,ul,uz,u3)' 8 = (80,61,82,83)'

Expresando conjuntamente el modelo (94) te-
nemos

8.2, MODELO EMPLEADO,

Se supuso que las 2 curvas se ajustaban a -
un polinomio de tercer arado. El modelo es
pues

= 2 3
yi = u0+a1ti+a2ti +u3ti +ei

= 2 3 %
wi = Bo+81ti+82ti +B3ti +ey
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VALORES MEDIOS POR GRUPOD

GRUPO 1
INDIVIDUG NU4,

GRUPO T1A
INDIVIDUU NUMS,
21-22

GRUPO 11IB
INDIVIDUO Num.

GRUPO 111
INDIVIDUO NUM,

20

14

20

GLUCOSA
GLUCUSA
GLUCUSA
GLUCOSA
GLUCOSA
GLUCUSA
GLUCUSA
INSULINA
INSULTNA
INSUL INA
INSULINA
INSULINA
INSUL INA
INSUL IHA
GLUCUSA
GLUCOSA
GLUCGSA
GLUCUSA
GLUCOSA
GLUCQSA
GLUCUGSA
IMSULINA
INSULINA
INSULTNA
INSUL INA
INSULINA
INSULINA
INSUL INA
GLUCOSA
GLUCOSA
GLUCUSA
GLUCOSA
GLUCOSA
GLUCOSA
GLUCGSA
INSULINA
INSULINA
INSULINA
INSULINA
INSULINA
INSULINA
INSULINA
GLUCUSA
GLUCOSA
GLUCDSA
GLUCOSA
GLUCOSA
GLUCOSA
GLUCUSA
INSUL INA
INSULINA
INSULINA
INSULINA

T2
T3
T4
TS
T6
T7
Ti

T2
T3
T4
TS
T6
T?
T1i

T2
T3
T4
T5
T6
T7
T1

T2
T3
T4
TS
T6
7
Ti

T2
T3
T4
TS
T6
T7

T1

T2
T3
T4

TABLA 2

96400
202.0
253.0
177.9
131.0
67.00
60.00
1180,
2814.
4000,
3808.
3428,
2060.
1233,
231.0
364.0
425.0
459,5
455,0

390.0

354.0
17.65
21.70
19.60
25460
21410
15455
16+ 00
301.0
485.0
517.0
519.0
558.0
534.0
522.0
S.700
S.000
S5.000
S5.000
5.000
5.000
S.000
139,.0
252.0
331.0
365.0
392.0
385.0
32t.0
107.0
112.0
108.0
104,0

GRUPO IVA
INDIVIDUGS NUMS,
4-11-13-19-25

27-29-30

GRUPQ 1v8
INDIVIDUO NUM.9

GRUPD 1VC
INDIVIDUOS NUMS,
1+2«3=-5-6~7-8-10

12-15-16-17-18~23

24-28~31-32-33

INSUL INA
INSULINA
INSULINA
GLUCOSA
GLUCOSA
GLUCOSA
GLUCOSA
GLUCOSA
GLUCOSA
GLUCOSA
INSUL T HA
INSUL INA
INSUL INA
INSULINA
INSUL INA
INSUL INA
INSUL INA
GLUCOSA
GLUCOSA
GLUCOSA
GLUCOSA
GLUCOSA
GLUCOSA
GLUCUOSA
INSUL INA
INSULINA
INSUL INA
INSUL INA
INSULINA
INSULINA
INSUL INA
GLUCOSA
GLUCOSA
GL.UCOSA
GLUCUSA
GLUCOSA
GLUCOSA
GLUCOSA
INSULINA
INSUL INA
INSULINA
INSULINA
INSUL INA
INSUL INA
INSULINA

TS
To6
T7
T1

T2
T3
T4
TS
T6
T7
T1

T2
T3
T4
5
T6
T7
T1
T2
T3
T4
T5
T6
T7
Ti
T2
T3
T4
TS
T6
T7

T2
T3
T4
T9
T6
17
Ti
T2
T3
T4
T5
T6
T?7

109.0
112.0
115.0
F2.84
143,1
139.9
123.4
120.7
109.2
102.0
33451
185.8
201.6
14647
144.6
121.7
95459
82400
131.0
197.0
249.0
205.0
152.0
111.0
16.20
21.20
22.40
22,80
86.00
63.00
26420
88.55
132.9
118.3
104.6
99.71
96,02
88.09
19.22
89.02
72.40
57,59
48.84
42,84
31.48
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DENDROGRAM
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Y = XB +E (95)
siendo
2 3
zO 1 t0 to tO
z 2 3
1 1 tl tl tl
Y = : X = . .
z 2 3
1
n tn tn tn
o R *
0 0 ey ey
@ By e eI
B = o 8 E =
2 2 : .
a B *
3 3 e, e,
En nuestro caso es n = 6, ti = 30i (0<i<6).

Ambos disefios son de rango maximo

rang X = 4

8.3, DISTANCIA ENTRE DOS MODELOS,

Supongamos que tenemos 2 modelos distintos

e independientes

Ya = XBa + Ea Yb = XBb + E
Aplicando las té&cnicas descritas en el apar
tado 7, una estimacién de la distancia2 en
tre ambos modelos es /56/,

2

= - =l _ -1
D" = traza ((Ya Yb)'X(X'X) X(Ya Yb)S

) (96)

donde S es la estimacién insesgada de la ma
triz de covarianzas (supuesta comiin) obteni
da por el procedimiento usual en modelos 1i
nedles multivariantes /17/. 52 permite com—
parar los 2 modelos, representando una gene
ralizacién multivariante al problema de com

parar curvas experimentales /14/.

Pero, al suponer las variables y, z indepen

dientes, tenemos en nuestro caso

f2 N2 r2
Do =1, + Iy (97)
donde Lf en la estimacién de 1la distancia2

entre los modelos correspondientes a la va

riable y (glucosa),

cuya expresidn es
2 1 _ ' vy =1, B
L] = 515 ((ya yb) X(X'X) 7X (ya yb)) (99)

Andlogamente, Lg es la distancia2 para z

(insulina), cuya expresidn es andlogamente

)X (X'X) T Exe (z -z)))  (100)

Por otra parte, se sabe como dato de labora-
torio, que el cociente entre media m y des-
viacién tipica o(y) de la determinacién de -

alucosa, es

mo_ g

o(y)
Se obtiene entonces /56/ que

b2 -1 o2 =2

1 5 2 5

Luego, en (99) y (100) las varianzas son co-

nocidas.
8.4, RESULTADOS OBTENIDOS Y DISCUSION.

Una vez obtenida la matriz de distancias, se
construydé un dendograma, aplicando el método
UPGMA. La correlacidn cofenética resultd ser
0.92, lo que indica que la jerarquia construi

da reproduce bien la distancia inicial.

La fiag. 6 representa el dendograma de la po-
blacién de nifios a los cuales se les realizd
el TTOG. De este dendograma, cortando a dis-
tancia 4, se obtienen cuatro grupos que deno
taremos con los nlmeros I, II, III, 1V, Yy

que pasamos sequidamente a describir.

El arupo I estd formado por el nifio niimero

26. Este nifio, como se ve en la tabla 2, tie
ne una oran insulino-resistencia, pues tiene
valores altos de glucosa mientras dura la --
prueba y sin embaroo, los valores de insuli-

na son extremadamente altos.

El grupo II estd formado por tres nifios, con
los nGmeros 14, 21, 22 (ver tabla 2). Estos

nifios son diabé&ticos insulinopénicos que ya
en ayunas tienen valores de glucemia superio
res a los 200 ma/100 c.c. Al cortar a distan

cia 2.5 en este grupo se distinguen dos sub-
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grupos: el ITa formado por los nifios con

los nlmeros 21 y 22, cuyas curvas de gluce-
mia-insulina corresponden a individuos dia-
béticos insulinopénicos, y el aruno IIb for
mado por un solo individuo con el nimero 14.
Como puede observarse, no hay pr&cticamente

respuesta insulinica.

El grupo III esté& formado por un solo indivi
duo con el nimero 20 (ver tabla 2). Este es
un caso tipico de diabetes diagnosticada a

través del TTOG. Su glucemia en ayunas era

de 139 mg/100 c.c. y tras la estimulacidn se
alcanzan en todos los tiemnos observados va-
lores de glucemia sureriores a los 200 mg/k.c.
Finalmente el grupo IV, al que pertenecen

la mayor parte de los nifios, son nifios con
una curva de glucemia normal salvo‘en un ca-

sO que ahora analizaremos.

Al cortar a nivel de distancia 2.5 en el
grupo IV se distinguen tres subgrupos. EI1
subgrupo IVa estd formado por 8 individuos
que presentan una curva de glucemia normal,
sin embargo, presentan valores de insulina
sensiblemente m&s elevados gque los normales
(ver tabla 2). El grupo IVb estd formado por
un solo individuo con el niimero 9 de la ta-
bla 2, cuyos valores de alucosa en los tiem
pos 90 m. y 120 m. son mayores que 200 ma/
100 c.c. por lo que, seglin el National Dia-
letes Data Group se diaanostica como diabé-
tico.

El subarupo IVc estd formado por 19 indivi-
duos con curva de glucemia e insulina norma-
les.

La clasificacifén se ha completado con un and
lisis de coordenadas principales, partiendo
de la matriz de distancias entre los N=33 ni
fios, calculada a partir de (97), (99), (100).
La variabilidad explicada por los 2 primeros
ejes fue del 92% . La fig. 7 contiene los re
sultados de este andlisis. Vemos reflejados
los cuatro grupos obtenidos por taxonomia nu
mérica.

9. CONCLUSIONES.

Los diferentes métodos geométricos para re-
presentar un conjunto I provisto de una dis
tancia d, a través de un espacio geométrico
modelo (V,§), pueden ser clasificados en fun
cidén de las propiedades de la distancia § .

Tales propiedades pueden ser:

1) 6(i,3)20

2) 8(i,3)=6(3,1)

3) 8(i,1)=0

4) 8§(i,3)=<8(i,k)+8(]3,k)

5) 8(i,j) es distancia euclidea

6) 6(i,3)=<max{é(i,k);8(j,k)} .
7) 8(i,3)+8k,m) <max{8(i,k)+8(F,m);8(i,m+8(3,k)}
8) &(i,j) se cbtiene a partir de una métrica de

Riemann.

Cualquier distancia verifica 1), 2), 3).
Existen diversas implicationes entre las de
mis propiedades. Por ejemplo:

6) =+ 5) = 4) 6) = 7) = 4)

La representacidén de (I,d) a través de (V,8)
puede ser exacta o aproximada. La estructura
de una representacidn vendr&d condicionada a
la estructura de (V,8). Asi hablaremos de
representacién euclidea si § verifica 5),
de representacidén ultramétrica si § verifi-
ca 6), de representacidn aditiva si § veri-

fica 7) y de representacidn riemanniana si

§ verifica 8).

Finalmente, el caso no euclideo se resuelve
mediante realizaciédnes monStonas en espacios
euclideos o de Riemann, conservando la pre-

ordenacibén asociada a la distancia d.
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