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ALGUNOS ASPECTOS ACERCA DE LA CONSTRUCCION DE DISTRIBUCIONES

MULTIVARIANTES CON MARGINALES DADAS
PEDRO SANCHEZ-ALGARRA
UNIVERSIDAD DE BARCELONA

Este trabajo discute el problema de la construceidn de distribuciones multivariantes donde
las distribuciones marginales han sido fijadas. Se estudian dos casos. En el primer caso se
analiza la construceidn y propiedades de la clase general de Fréchet de las distribuciones
multivariantes. En el segundo caso, se describen algunas familias paramétricas de distribu—
ctones que dependen de ciertos pardmetros de asociacidn estocdstica. Finalmente se proponen

algunas extensiones.

Keywords: MULTIVARIATE DISTRIBUTIONS; FIXED-MARGINALS; FRECHET BOUNDS; STO-
CHASTIC DEPENDENCE; FARLIE GUMBEL-MORGENSTEN DISTRIBUTIONS.

I, INTRODUCCION.

Las interesantes interpretaciones experimen-
tales de la distribucién normal y su buena -
manejabilidad en contraste paramétrico de -
hipStesis, han propiciado que la hipbStesis -
de normalidad haya dominado en la Inferencia
Estadistica hasta aproximadamente 1930. Pos-
teriormente, en Economfa, Teorfia de la Fiabi
lidad, An&lisis de Datos de Supervivencia, -
Fisica, Biologia, Medicina, Psicologfa, etc.
se han ido introduciendo y aplicando distri-
buciones no normales como modelos probabilis
ticos para describir variables contfnuas ob-
servables. A menudo, la expresifn matemitica
de la distribucién se obtiene postulando --
ciertas condiciones razonables desde un pun-
to de vista experimental. La mayor parte de
las distribuciones no normales (uniforme, ex
ponencial, Laplace, gamma, Cauchy, logfistica
log-normal, Weibull, Gumbel, Gompertz, ...,
etc.), se ajustan bien a una variable obser-
vable contfnua X que cumple ciertas condicio
nes experimentales.

El panorama es muy distinto en el caso multi
variante. No existe una variedad tan amplia
de distribuciones. De hecho, nos encontramos
como ocurriera antes de 1930 en el caso uni-
variante, con un claro predominio de la dis-
tribucidn normal multivariante. Son varias

las causas:

a) Se reproducen en ella la mayorfa de

las propiedades de la normal univariante.

b) Se pueden describir sus caracterfsti-
cas utilizando los recursos del &lgebra 1li-

neal, que son muy bien conocidos.

¢) Las distribuciones condicionadas y

marginales son también normales.

d) La asociaci6n estoc8stica entre las
variables queda perfectamente descrita utili
zando el coeficiente de correlacibn de Pear-
son.

Tales propiedades convierten a la distribu-
cidén normal multivariante en una distribucién
manejable, de caracterfsticas muy bien conoci
das y de f&cil interpretacién geom&trica. Co-
mo una consecuencia, se conocen interesantes
resultados en el problema de encontrar distri
buciones exactas en el muestreo de ciertos es
tadisticos que aparecen en Inferencia Estadis
tica Multivariante. Incluso, en algunos mode-
los multivariantes (An&lisis Factorial, Mode-
los causales, LISREL, correlacibén canénica ,
etc.) la normal multivariante juega un papel
fundamental, hasta el extremo de gue es casi
imposible abordar ciertos problemas partiendo
de otra distribucidn distinta.

Debido a todas estas consideraciones, la nor-

mal multivariante ha sido la distribucién pre
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dilecta en las aplicaciones, sobre todo des-
de que a principios de este siglo, K. Pearson
la incorporara a la Biometria, y desde cue se
tomara como distribucidn bisica en Psicome-

tria (Lawley, Maxwell, Jb&reskog).

Las alternativas a la distribucién normal mul
tivariante como modelos probabilisticos que
se ajusten a un conjunto de variables observa
bles continuas Xl""’X
Pr&cticamente, sblo podemos sefialar algunas -
generalizaciones bivariantes del sistema de
Pearson, los desarrollos de Gram-Charlier-Ed-
geworth, y algunas distribuciones exponencia-
les multivariantes /1/, que, en general, se
asimilan a tiempos de vida de los componentes
de un sistema. Si consideramos el caso de que
las distribuciones univariantes de cada Xi -
sean de familia distinta, apenas se conoce -
nada acerca de las distribuciones conjuntas
(salvo el caso trivial de independencia esto-
céstica).

Existe un procedimiento para ajustar una dis-
tribucidn multivariante a n variables observa
bles, que goza de gran operatividad y genera-
lidad. Supongamos que hemos podido ajustar --
una funcién de distribucidn Fi a cada varia-

ble Xi (partimos de que no hay problema en --

conseguir este ajuste en el caso univariante).

Se trata entonces de construir la distribu-

..,Xn) compatible con las

i=1,...,n. Este procedimiento

cién conjunta F(xl,.
marginales Fi,
es eficaz si conseguimos que el camino a se-
guir para construir F no dependa de las ex-
presiones funcionales de Fl""’Fn’ de mane-
ra que la distribucifn conjunta obtenida sir-
va para todo tipo de distribuciones margina-
les. Este método de construccibén ha dado pie
a numerosos trabajos tebricos, y a ciertas
aplicaciones en simulacién estadistica /2/ y
mec8nica cuéntica /3/, /4/.

En este trabajo se hace una exposicidn gene-
ral del problema de construir distribuciones
multivariantes conocidas las marginales ---
Fl,...,Fn y que expondremos en el contexto
de dos situaciones diferentes pero relaciona
das.

a) Andlisis de la clase F, llamada cla-
se de Fré&chet, de todas las distribuciones -

multivariantes con marginales Fl""’Fn'

Se trata de una clase muy amplia de distribg

n Son mids bien escasas.

ciones, de la que interesa obtener acotacio-
nes, relaciones funcionales, distribuciones

maximales y minimales, etc.

b) An&lisis de familias paramétricas
S%Cif,donde 0 es un vector de parédmetros,
que a menudo expresan dependencia estocasti-
ca. Una distribucidn de Gb tiene una expre-
sidn funcional conocida. De hecho, el problg
ma no es construir una familia, sino que és-
ta cumpla con ciertas condiciones razonables,
relativas a asociacifn estocdstica, distribu
ciones singulares, manejo operativo, inter-

pretacidén de los par&metros, etc.

CLASE BIVARIANTE DE FRECHET.

Antes de exponer el caso general, es necesa-
ria una breve exposicidn del caso bivariante

n=2,

Fréchet /5/ estudid acotaciones para las pro
babilidades de la unidn y la interseccidn de
sistemas finitos de sucesos, que mejorardn

las cl&sicas desigualdades de Boole y Bonfe-

rroni. Obtuvo la desigualdad
max{P(A)+P(B)-1, 0}<P(AnB)<min{P(A),P(B)} (1)

Independientemente, Hoeffinding /6/ se plan-
ted hallar la distribucién bivariante H(x,y)
que daba correlacifén méxima (o minima) entre
las variables aleatorias X, Y, fijadas sus

distribuciones marginales F(x), G(y). Obtuvo

gque la correlacién mé&xima se alcanzaba para
B (x,y)=min{F(x), G(y)} (2)
y la correlacidn minima para

H (x,y)=max{F(x)+G(y)-1, 0} (3)
Relacionando (1), (2) y (3), vemos que toda
distribucidn bivariante H(x,y), con margina-
les F(x), Gl(y), verifica

B (x,y) sH(x,y)<H (x,y) (4)

A la clase % de tales distribuciones H se --
llama clase de Fréchet, y a las distribucio-

+

nes extremales H , H' se les llama cotas de

Fréchet.

Cuando se verifica H=H' se cumple la relacién
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funcional
F(X) = G(Y) (c.s.) : (5)

que implica que la distribucidn est&@ concen-
trada en la curva creciente de ecuacidén im-
plicita F(x)=G(y). Andlogamente, si H=H se
cumple
F(X)+G(Y)-1 =0 (c.s.) (6)
y la distribucidén estd concentrada en la cur
va decreciente F(X)+G(y) =1 (véase /7/).
Desde luego, H‘, H+ , son distribuciones bi-
variantes, aunque degeneradas, y pertenecen
a F. Ootro elemento destacado de ¥ es

HO (x,y) = F(x).G(y) (7)

que recoge el caso de independencia estocls-
tica entre X, Y.

Fr&chet sugirid que cualquier familia de dis

+

tribuciones debfa contener H , H' , u° y pro-

puso el sistema

H(x,y)=(1-a-B)H® (x,y) +aH" (x,y) +BH (x,y) (8)

o,B=0 at+B<l
Posteriormente, otros autores (Plackett, --
Farlie, Gumbell, Mardia, Ruiz-Rivas, etc.)
propusieron otros sistemas bivariantes uni-
paramétricos, con diversas propiedades, y cu
yas versiones multivariantes, que s6lo exis-
ten en algunos casos, estudiaremos en este
mismo trabajo.

Kimeldorf & Sampson /8/ establecen que todo
sistema bivariante

{Ha(x,y) / —1lsas<l} (9)
dependiendo de un pardmetro o (que mide aso-

ciacibn estoclstica) debe verificar las si-

guientes cinco condiciones:

1) H (x,y) = H (x,5)

2) Hy(x,y) = H(x,y)

3) H_j(x,y)= H (x,y)

4) Fijado (x,vy), Ha debe ser continua en
fof<1

5) Fijado «ae(-1,1), Ha debe ser una distri-

bucifn absoclutamente contfinua cuando F,G

lo son.

Las condiciones de Kimeldorf y Sampson son
bastante razonables. Las tres primeras con-
cuerdan con las recomendaciones de Fréchet.

La condicidn 4) impide afiadir arbitrariamen-
te H+, H_, HO a una familia gque no contenga

tales elementos. Para |al =1, H, es singu-

lar, pero para |o|<l la condicién 5) elimi-
: . +
na combinaciones convexas que contengan H ,

H

Un primer ejemplo de familia uniparamétrica

/9/ es

He(x,y)=F(x)G(y){l+6[l—F(X)].[1—G(y)]}

- 1<6¢<1 (10)

que s6lo verifica las condiciones 2), 4),5).

Verifican las cinco condiciones los sistemas
de Plackett /10/, la traslacién de la normal
de Mardia /1l1/, y los sistemas de Kimeldorf

y Sampson /8/ y -Ruiz-Rivas /12/.

5. CLASE MULTIVARIANTE DE FRECHET.

Sea F la clase de distribuciones multivarian
tes cuyas marginales son Fl,...,Fn La gene

ralizacidn de (1) al caso de n sucesos es

n
n
max{ } P(A,)-n+l, 0} P( n Ai)s
=1t i=1
< min{P(Al),...,P(An)} (11)

(11) sugiere que la generalizacién de las co

tas de Fréchet para n>2 consiste en definir

+ .
H (xl,...,xn)—mln{Fl(xl),...,Fn(xn)}

_ n (12)
S (xl,...,xn)=max{.2 Fi(xi)—n+l, 01}

i=1

Entonces se verifica, para toda FeF,

- +
S (xl,...,Xn)sF(xl,...,xn)sH (xl,...,xn)(13)

Sin embargo, S~ es tan s6lo una pseudo-dis-
tribucidn de probabilidad (por tal motivo no
hemos utilizado la notacidén H_, aunque

n=2 es S =H ).

para

Si indicamos por ¥ el conjunto de las pseu-

do-distribuciones, es decir, las funciones
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S:R"»R tales que

a) lim S{(x
X, -

.,xn) =0 i l1,...,n

17

b} 5 es creciente en cada variable,

c) F,(x.,)=1lim S(xl,...,x ),

1 1 n

X,
=09
IF5#1
entonces, con la relacidén de orden parcial

SlsS2 o Sl(xl,...,xn)ssz(xl,...xn)

¥(x ..,xn)eRn (14)

17"
se cumple que (Y¥,<) tiene estructura de re-

ticulo distributivo no completo /13/.

Como (13) se cumple también para las pseudo-
distribuciones (las cuales no definen una -
distribucidn de probabilidad en Rn), tenemos
que 8™ y " son los elementos minimo y mé&xi-
mo del reticulo (¢,<).

Consideremos ahora la clase de Fré&chet Fed
Excepto el caso n=1, F no tiene estructura
de reticulo. Sin embargo, para la relacidn
de orden (14), el elemento miximo de ¥ es
la distribucién

+ s
H (Xl""'xn)_mln{Fl(Xl)""’Fn(xn)} (15)
Cuando una distribucidén alcanza H+ , se veri

fica la relacidén funcional
Fl(Xl)=F2(X2)=...=Fn(Xn) c.s. (16)

Entonces hay dependencia positiva total en-
tre cada par de variables Xi’ Xj’ y la masa
de la distribucién est& totalmente concentra
da en la curva de ecuacidn implfcita
Fl(xl)="'=Fn(xn)'

Sin embargo, no existe un elemento minimo,
salvo el caso n=2, sino que existen diversos
elementos minimales. Podemos entender esto
desde el punto de vista de la dependencia es
tocé;tica. Simbolicemos por —lseij =
=9(Xi,Xj)s+l un Indice de asociacifn esto-
cdstica cuyos valores extremos correspondan
a dependencia funcional negativa y positiva
respectivamente. Supongamos n=3. Entonces la
cota mixima de Fréchet H' se alcanza en el

caso

912 = 813 = 0y3 =1 (17)

Sin embargo, los casos de dependencia néga—

tiva son

812 7 933 = -1 023 = *1

12 = 833 = 71 013 = +1 (18)
813 = 623 = -1 612 = +1

Obsérvese que 812 = 613 = 1 implica 623 =1,
Y que es imposible que 612 = 813 = 623 = -1,

(18) sugiere que existen tres cotas minima-
les de Fréchet. Veamos como pueden encontrar

se, analizando el caso

912 = 913 = -1 923 = +1 (19)

que implica asociacibén positiva absoluta en-
tre X2, X3, de modo que su distribucién con-
junta es la correspondiente cota bivariante
de Fréchet

F23(x2,x3) = min{Fz(xz), F3(x3)}

Utilicemos ahora de nuevo la desigualdad (1)
para definir una distribucién trivariante -

conjunta a partir de Fl y F23

HZ(xl,xz,x3)=max{Fl(x1)+F23(x2,x3)—1, 0}(20)

Entonces Xl estd asociada negativamente con

X2 Yy X3.

Este razonamiento nos lleva a que las cotas
minimales trivariantes de Fré&chet son /13/

Hy(xy,%5,%5) =

=max{F1(xl)+min[F2(x2),F3(x3)]-l, 0}

Hz(xl,xz,x3)=

=max{F2(x2)+min[Fl(xl),F3(x3)]-l, 0} (21)

H3(x1,x2,x3)=
=max{F3(x3)+min[Fl(xl),Fz(xz)]—l, 0}

La propiedad minimal de Hi queda reflejada

en la siguiente implicacién, donde F ¢ F :
F(xl,xz,x3)sHi(xl,x2,x3)=:F(xl,X2,X3)

= Hi(xl’XZ’x3) (22)
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Ademés, si las cotas (21) son alcanzadas, -

se verifican las relaciones funcionales /13/

1 - Fl(Xl) = F2(X2) = F3(X3)
1 = FylXy) = F (X)) = Fa(Xy) (23)
L= Fa(Xg) = Fi(X)) = Fy(Xy, (c.s)

Las relaciones (23) no son necesariamente
lineales, indicando cémo deben ser las cur-
vas para plantear regresidn entre las va-
riables X X X,

17 727 73
Pasemos ahora al caso general n>2. Sea

il""'ik’ik+l”"’in una permutacibén de

(1,2,...n).

superior, tomando Fi

Teniendo en cuenta que la cota
F, es
LA ’
1 1n

min{F, (x, ),...,F, (x. )}
i,y iy

aplicando de nuevo la desigualdad (1), lle-

gamos andlogamente a las cotas minimales de

F

H;...ik(xl,...,x ) =

n
= max{minl[F, (x. },...,F. (x. )1 +
i, ! ! IV
+ min[F, (%, )yee Fy (%, )1-1, 0} (24)
ks lk+1 ' ' *n *n '

R n-1 . . . A
Existen entonces 2 -1 distribuciones mini-

males distintas tales que, si F es una dis-
tribucidn
F(XyyeeerX )SH, vuui (Xyyeee,X)

1 n 1l lk 1 n
aF(xl,...,xn) = Hil...ik(xl""'xn) (25)

donde (il,...,ik) es una permutacidn de k<n
elementos de (1,...,n).

La cota minimal HJ se alcanza si y s6-

ool
lo si se verifica ia reEacién funcional /13/.

Fi (Xi )=...=Fi (Xi )=1—F(Xi

1 1 k k k+1

)=...=

= 1-F(X; ) (26)
n
(15), (24) y (25) nos da la solucibn defini-
tiva para las cotas de la clase ¥ de Frs&-
chet de distribuciones multivariantes dadas

las marginales F ,Fn.

1ree

Dall'Aglio /14/ estudia una generalizacidn

de la clase F . Sea A4 una familia de sub-

conjuntos de N=(1,2,...n). Consideremos el

conjunto de distribuciones dadas
(Fa(Xy), Redt y uA =N}

Definimos la clase de Fréchet & (A) como la
clase de todas las distribuciones cuyas mar-
ginales son las distribuciones fijadas pre-
viamente FA' La clase ¥ corresponderia al ca

so |a|l = 1.

Un aspecto importante es el de la compatibi-
lidad. Se dice que FA(XA), Ae A son compati
bles si F (a) es no vacia. Dall'Aglio /14/
estudia el caso n=3, Pagani /15/ da algunos
resultados para n=4, y Kellerer /16/ da cier
tas condiciones de compatibilidad. También
se ha estudiado (/13/,/14/) el caso siguien-
te: dadas Fl""’Fn , en qué condiciones las
(g) cotas de Fréchet max{Fi(xi)+Fj(xj)—l, 0}
son compatibles. Véase tambié&n /17/.

Otro elemento destacado de la clase F que

se construye s6lo con las distribuciones mar

ginales es

H® (x x ) = F.(x.) F_(x_) (27)
IEEEEFE N (XD e oo WF R

que corresvonde al caso de independencia es-

tocdstica entre las n variables.

Finalmente (/13/, /14/) combinando convenien
temente HY , H y u° podemos construir pseu-
dodistribuciones y distribuciones partiendo
exclusivamente de las marginales Fl""'Fn'
Indicando Zi = Fi(xi)’ son pseudodistribucio
nes

Sk(xl,...,xn) =

=min{méx[Z1+...+Zk—(k—1),0],Zk+l,...,Zn}

*
Sk(xl""’xn)'=

=méx{min[Zl,...,Zk]+Zk+ +...+Zn—(n—k), 0}

1
verificandose
§=8¥<...<8=g" S=s_<...<s. =H"
1 n n 1

An&locamente, son distribuciones
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F (%, ,xn)=
s 1+

Zl .Zk makaln[Zk+l,...,ZJ]
+minlz,  ,..0,2 0 1, 0}

*
rk(xl, ,xg L=

=2y el 22y min{Zk+l,. ,zn}
siendo
F;_l = Fn_1 = 8° . En general
Fk(xl,...,xn) = e el T G(Xk+1" X))

Ge F (FipqreerF)

es también una funcidn de distribucidn que

cumple que las variables Xl,...xk
te independientes y cada Xi(isk) es indepen-

diente de (X ..,Xn).

son mutuamen-

k+1"°

Se pueden obtener funciones andlogas para
cualquier permutacidn (il,...,ik) de orden

k obtenida de (1,2,...,n).

4, SISTEMA FGM

Pasemos a estudiar ciertas familias paramé-
Foc F

blema de encontrar distribuciones multiva-

tricas gque concrete mis el pro-

riantes cuyas distribuciones marginales --

Fl""’Fn sean dadas. Como veremos, en rea-
lidad s6lo se conocen tres familias distin-
tas.

El llamado sistema de Farlie-Gumbel-Morgens-
tern es el mds estudiado. Su historia comien
za con un trabajo de Eyraud /18/, que da una
versidn para marginales uniformes de la fami
lia de Morgenstern /9/ (véase (10)). Gumbel

/19/ introduce la primera generalizacién mul

tivariante
n n
F(Xyeeeex. = (I F(x.)).(1+a T G, (x,)) (28)
1 n jop 1% j=p 101
siendo Gi(xi) =1 - Fi(xi)

Farlie /20/, considera, para el caso bivarian

te, la siguiente generalizacién

F(xl,x2)=Fl(xl).F2(x2).[1+G§(xl).cg(x2)] (29)

; * * *

si A L) o= =F. (x, 3 )
endo Gl(xl) 1 Fl(xl), donde _i(xi, es

una distribucidn que puede ser distinta de

Fi(xi).

Johnson y Kotz Cél//22/) generalizan (28),
introduciendo y estudiando el sistema

F(xl,...,xn) =

n n-1 n

=TF (x).[1+ ] Ja Gy (% )G, (% ) +

i=1 i, f1t271 1 T2 2
n-2n-1n
+3 3 Y o ;G (% )G, ()G, (x, )+ .
i<di<i, fitotzty Iy 1 iy i3y
17 72703
n
Y. .0 TG %)) (30)
i=1

donde los coeficientes o son niimeros reales.
(30) (28)

iguales a cero excepto o

se reduce a haciendo todos los

12...n.

El sistema FGM tiene diversas propiedades y
caracteristicas que describimos a continua-
cidn.

1) La funcidn de densidad, en el supuesto de

que las variables Xy tengan distribuciones

absolutamente contfnuas, es:

f(xl,...,xn) =

n n-ln
=i£lfi(xﬁ[l+ ) oy (1—2Fi (=, ))(1_2Fi (xiz))+"‘

i1<i2 172 1 1 1

n
+ o J-2F, (%)) ]

i=1

12...n (31)

2) La distribucién marginal k-variante to-
mando k variables de Xl""’Xm' pertene~

ce también al sistema FGM.

3) La definici6én (30) puede expresarse en

términos de las funciones de superviven-

cia
n
G(xl,...,xn) = P['ﬂ (Xi>xi)]
i=1
Gi(xi) = P[Xi>xi] =1 - Fi(xi)

Lo mismo ocurre con las distribuciones

marginales.

4) Las restricciones sobre los parimetros o
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resultan de imponer qgue (30) sea no nega

tiva para todo (xl,...,xn). Para n=2 es

oo l<t

En general, las condiciones son
n-1n
1+i2<12ci
172

n-2 n-1 n

Ci ., . +
1 T2 ate

+ 3 )Y Yoo c.c,ay .. He..t
il<iz <i

>0 (32)

F(Leay,

i=1

donde ¢, = + 1.
i

5) El sistema FGM es F-ortante dependiente

positivamente, es decir,

\'2
"=
&
[

F(xl,...,xn)
para valores de los parametros a verifi-
cando ciertas restricciones. En tales ca
sos, ciertas medidas de dependencia (co
rrelacidén de Pearson, correlacidén de Ken
dall, grado de correlacidn) son positivas
y la independencia queda caracterizada

por la incorrelacién. An&logamente se es-

tudia el caso negativo.

6) Mixturas de distribuciones FGM con Fi(xi)
comunes pero diferentes o , tienen ‘am-
bi&n una distribucidn FGM, con los mis-
mos Fi(xi) y como valores de o los prome
dios correspondientes.

7) Si los par&metros o en (30) valen 0, ve-
mos gue el sistema FGM contiene el caso
de independencia estocéstica

o
H (Xl"'

.,xn) =F. (x.). ...

1'71 Fn(xn)

Sin embargo, no contiene ninguna de las
cotas de Fr&chet H , ni tampwoco H'. De

hecho (30) e=s un sistema Gtil en el caso
de dependencia dé&bil entre las variables.

8) El coeficiente de correlacidn entre Xi'

Xj tiene el mismo signo que o;. Y es pro-
porcional a Oy 5- N6tese que la distribu-
cién de (Xi,Xj) es FGM con parémetro 0 s
No existe una interpretacién aniloga pa-

ra los demds parémetros.

Por Gltimo, Johnson y Kotz /22/ estudian --
otras propiedades relativas a momentos, re-
gresidn, distribuciones condicionadas, y par
tiendo de una idea de Farlie /20/ proponen -
generalizaciones bivariantes y multivarian-
tes del sistema FGM. En otro trabajo poste-
rior /23/, estudian ciertas modificaciones
del caso bivariante a fin de conseguir aumen
tar el grado de dependencia maxima entre las
variables, considerando distribuciones del
tipo
F(x;,xy)) = F (x)F

(xz)[l+as(x1,X2)] (33)

2 2

donde S es también FGM con marginales Fl(xl),

F2(x2), que se sustituye iterativamente en

(33) . Consideran también la distribucién
F(xl,xz)

= Fl(xl)Fz(xz)[l+u min{Gl(x ) 1G4 (%) 1]

1 272

siendo G, (x,)=1-F, (x,) y obtienen también -
it i 71

cierto aumento del grado de dependencia.

Otras contribuciones al sistema FGM.

Shaked /24/ define las distribuciones PDM
(positivamente dependientes en mixtura) como

aquellas que admiten la representacién

n
FX),eeerx)) = ~4: it F(w)(xi)dH(w) (34)

i=1

donde {F(w); weQl}

buciones univariantes y H es una medida so-

es una familia de distri

bre QcR". Las distribuciones PDM tienen apli
caciones en teorfia bayesiana de inspeccibén -
por muestreo y en teorfa de la fiabilidad .
Por otra parte, una distribucifn se llama in
tercambiable si

F(xl,...,xn) = F(X, ,ee0,X, )
para toda permutacién (il""’in)' Esta con-
dicién implica que todas las marginales sean

iguales. Luego, esta condicién aplicada al
sistema FGM nos da

1 2 n

12 - = n-1,n B2
%123 T -+ n-2,n-1,n B3
%12...n ~ Bn
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Shaked /24/ da entonces condiciones necesa-
rias y suficientes para que distribuciones
FGM intercambiables sean PDM, y analiza cier
tas aplicaciones, especialmente en teoria de
la fiabilidad cuando la distribucién multiva

riante es desconocida.

Carbanis/25/ encuentra el intervalo

(o que contiene a o para que el

min’ oLméx;
sistema FGM bivariante sea una distribucidn.
Halla también condiciones necesarias y sufi-
cientes para los pardmetros o en el caso mul
tivariante y la forma general de las distri-
buciones condicionadas, que no resultan ser
FGM. Introduce entonces una extensidn del --
sistema FGM introduciendo el término

n

izl aiGi(xi)

en la expresién (30). Sin embargo, las margi

nales ya no son Fi (salvo que ul=...=an=0),
sino
Si(xi) = Fi(xi)[l+ui(l—Fi(xi))]

Esta extensibn se justifica por el hecho de
gue contiene todas las distribuciones condi-

cionadas del sistema FGM.

Finalmente, Cohen /26/ introduce una densi-
dad de probabilidad

f(X,,...,%X. ,X y++.,%X_), siendo n=n.+n,,
1 n, Ny n 1772
conocidas las densidades f. (x,,...,x_ ),
1'71 nl
f2(x ),...,xn), que puede considerarse --

n
1+1
una extensidn del sistema FGM. Sea h una den

sidad cualquiera sobre el cubo unidad n-di-

mensional, con marginales h,(u.,...,u_ ),
1'71 nl
h,(u 7e..,u). Sea
2 7m0 n
pluyseeeyul) = h-h,-h,+1

La clase de densidades con marginales fl’f

2
es
f(xl,...,xn) = flf2[1+cp(ul,---,un)] (35)
donde
ul = ui(xl' ,an) i=1, Inl
uJ = uj(xrl METERRYE ) j=n1+l, ,n

son transformaciones de las variables x ta-
les que los jacobianos verifiquen J1 = fl’
J2 = f2. La constante ¢ se halla imponiendo
la condicidn de que f sea positiva. La dis
tribucién (35) se utiliza en mecénica cudnti
ca, especialmente en el caso bivariante

n, =n, =
cio-fase, con distribuciones marginales cuin

1, para hallar densidades de espa-

ticas de posicidén y momento (/3/, /4/}.

5, FAMILIA TRASLADADA DE LA NORMAL MULTIVA-
RIANTE.

Kimeldorf y Sampson /8/ introducen el concep
to de traslacidén de una familia con margina-

les F G a otra familia bivariante con

ll 1[
marginales F2, G2. Sea {Ha,—lsas+l} una fa-
milia bivariante uniparamétrica con margina-

les F,, G

1 B Entonces la familia trasladada

- -1
3 (x,y) = H (F]'F(0,6]

LF1Fy G, (x)) (36)

es una familia bivariante con marginales F2,
G2. Ademéds, si HOL verifica las cinco condi-
ciones de Kimeldorf y Sampson, entonces Ja
tampién las verifica. Tiene especial interés
la traslacidn uniforme de Hu en UH tal gue
sus marginales son uniformes en (0,1), pues
ciertas propiedades de dependencia gquedan in

variantes /27/.

(36) sugiere un método para construir siste-
mas bivariantes. En efecto, si conocemos Ha

(que determinan F G1 y Fz, GZ)’ entonces

ll
basta aplicar (36). Si Hu es la normal biva-
riante, entonces se llama m&todo de trasla-

cién normal de Mardia /11/.

La generalizacién multivariante de la tras-

lacidén normal consiste en definir

- -1
%) =N_ (0 1F1)x1),...,<1>

17 X)) =Ng Fo(x ) (37)

donde C es una matriz de correlaciones semi-

definida positiva, N, es la funcidn de dis-

C
tribucién normal multivariante N(O,C) y ¢ es
la funcidén de distribucidn N(0,1). Fc es la
funcidén de distribucibén de las variables

donde cada Yi es N(0,1), y por tanto tiene

como distribuciones marginales F .,Fn. La

17
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familia (37) tiene una expresién funcional
complicada debido a que no se conocen las
expresiones explicitas de NC y ¢ , pero tie-
ne interesantes propiedades, que han sido

estudiadas por Ruiz-Rivas /13/ .

1) La funcién de densidad, en el caso

rang (C) = n, Xi es absolutamente conti-

nua con densidad fi’ es la siquiente

fc(xl,...,xn) =
1
32 1 -1
[c] I £, (x;)expl-3P'(C "-I)P] (38)
i=1 *
donde
-1 1
P! = (& "Fy(xy),...,0 Fn(xn))
2) Sea C = (6,.), -1<8, .<+1 Entonces
ij ij
Fo = 5" si 8;9=1 ¥i,5=1,2,...n

es decir, FC contiene la cota méxima de
Fréchet, y se verifica (16).
3) Sea rang(C) = 1 y consideremos cualguier
otro caso distinto de ei. =1, w%i,j. En-

tonces F = H , es decir, F,. contiene las

C
20 l—l cotas minimales de Fréchet y se ve
rifica (26).
4) 8i C = In (matriz identidad), entonces --
FC = g° y las n variables son estocésti-

camente independientes.

5) |corr(Xi,Xj)|s|corr(Yi,Yj)| =|8i1!
verificlndose la igqualdad sélo en el caso de

que la distribucién de xi,xj sea normal biva
riante.

6) Las marginales k-variantes de FC constitu
yen también una distribucién trasladada -

de la normal multivariante de orden k.

Ruiz-Rivas /13/ estudia los casos degenera-

dos en que rang(C)=k<n, analizando ampliamen
te el caso n=3.

El método de traslacién a la normal multiva-
riante se puede generalizar contando con el
apoyo de cualquier otra distribucién. Supon-

gamos que H es una distribucidn multivarian-—

te conocida, con marginales G.,,...,G_. Enton
pe l n -_—

ces

F(xl,...,x ) =

-1 1

1 Fl(xl),...,G; Fo(x)) (39)

= H(G

define otra distribucién multivariante con

marainales Fl,...,Fn.

6, SISTEMA DE CUADRAS-AUGE.

En esta seccibn expondremos el tercero y més
reciente método de construccién de familias

multivariantes con marginales dadas.

Cuadras y Augé /28/ introducen la siguiente

familia bivariante

= (1-9) ]
F(xl,x2) = Fl(xl)FZ(XZ) si
P <F,(x,)
(40)
= (1-8) .
= Fl(xl) F2(x2) si
Fl(xl)ze(xz)
donde 0<8<1 es un par@metro que mide depen

dencia estoc8stica. El sistema (40) se ex-
tiende al caso de dependencia negativa defi-

niendo
G(xl,xz)

- 1
= 7, () ~Imin{F, (x,) , 1=F, (x,) 1700, () - (1F, (3,)) 7+*°

(41)
donde -1<6<0.
F y G, gque coinciden vara 6=0, definen un
sistema bivariante {He, -1<6<1} , con margi-
nales Fl, F2. Se verifica

De hecho, H verifica cuatro de las cinco

[¥]
condiciones de Kimeldorf y Sampson /8/. La

distribucidén H no es absolutamente conti-

8
nua, pero puede estudiarse sin problemas uti
lizando una densidad generalizada utilizando
la teoria de distribuciones de Schwartz. La

densidad generalizada para F(x,y) es
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-8 .

2 (1-8) £, (x) £, (x)F, (%)) ~ sl
3TF(x,y) _ Fl(x )sz(x )
3 3y ' -0 1 2

(l—e)fl(xl)fz(xz)Fz(xz) si
Fl(xl)<F2(x2)
1-6
+0f. (x,)F, (x,) § _
11 1 {Fy(x)) =Fyix))}
(42)
siendo la distribucidén de

§ _

{F) (%)) =F,(x,) }
Dirac de dimensifn uno sobre la curva crecien
te Fl(xﬂ

= F2(x2). Andlogamente se obtiene

la densidad generalizada para G(x,y).

Ruiz Rivas et _al. /29/ prueban que en el sis
tema Hy , el pardmetro 0 es una funcidn cre-

ciente del coeficiente de correlacidn.

Cuadras /30/ encuentra dos interpretaciones

probabilisticas de p. La primera es

I P

=2 - {pix —x')(xz—x

17%¢ >0

L} )
donde (Xl,X2) es independiente de (Xl’XZ) ,
ambos con distribucidn He . La segunda es

_ _ - 1 _ n __l
f= 4 2{p[(xl X.) (X, xz)]}

donde (xl’X2)’ (Xi,X;), (Xl’X;) son indepen
dientes con distribucidn He . Se prueba en-
tonces que 6 es una medida de asociacibn es-
tocdstica invariante por transformaciones mo
n6tonas de las variables, que se relaciona -
con la correlacién T de Kendall y con el ara

do de correlacidn pg a través de

T = _e__ o] = _3_6_ -1<6<1

2-19] g 4-lg]
La versién multivariante de I-Ie yutiliza una
matriz simétrica (eij) tal que eii=1, y las
marginales Fl""’Fn‘ La funcién de distribu
cifén multivariante de Cuadras y Augé /28/ ,
con marginales Fl,...,Fn, y matriz de asocig
cién (eij), para el caso positivo 1zeij =

= ejizo es

1 ih ih (43)

si Fi (xi )3.LEF, (x, )

-b) 2 representa el signo = o el signo > se-

gGn el criterio

El sistema se extiende al caso negativo me-
diante traslacién, que implica sustituciones

adecuadas de l-eij por l+eij y Fi(xi), en

(43), siendo ‘ahora -lseijso.

El sistema multivariante de Cuadras y Augé

verifica:

1) Cualouier distribucién marginal k-varian-

te pertenece también al sistema.

2) si eij = 0 las variables Xi,X. son inde-

pendientes. En particular, si (eij) = In’

. . o
el sistema contiene H (xl,...,xn).

3) S8i 6.
ij ; M
la cota superior H (Xl’x2""’xn)'

=1, ¥i, j , el sistema contiene -

n-1

4) El sistema contiene tambidn las 2 -1 co-

tas minimales H expresadas en (24).

5) El sistema es contfnuo para cada parémetro
eij. Sin embargo, la distribucién no es ab
solutamente continua.

Finalmente, Ruiz-Rivas /13/ prueba gue una --
condicibn necesaria v suficiente para que (43)
sea intercambiable es

F, =F,= ... - F

1 2 ) n

6.. =6€[0,1]

i3 ¥yi#3j=1,...,n

y demuestra también que (43) no es PDM (posi-
tivamente dependiente en mixtura). Sin embar-
go, es facil ver que (43) es F -ortante depen

diente positivamente.

CONDICIONES DE
MA MULTIVARIANTE.

GULARIDAD PARA UN -

Sea Ere un sistema multivariante dependien-
te de 6 , gue usualmente es una matriz que
informa sobre la dependencia estocdstica en-
tre las variables. Supongamos 6 = (eij),
—lseijsl. Cuadras y Ruiz-Rivas /31/ proponen

seis condiciones deseables gue deberian veri



Qtestiid - V. 9, n.o 3 (setembre 1985)

ficar una familia ?b Sea F, la distribu-

8
cidén multivariante con marginales Fl,...,Fn.

Las condiciones son:

1) FS = H si eij =1, ¥ i,j =1,...,n

2) FS = H

rang(®) = 1, es decir, F

para los demds casos, tales que

8 debe contener

las 2n—l—l cotas minimales.

3) F, =8 si 6 =71_-

4) Fe es absolutamente continua si
rang(8) = ny Fl,...,Fn también lo son.
5) Fijado (xl,...,xn), Fe debe ser conti-

nua para cada parémetro ei_.

6) Las marginales k-variantes deben perte-
necer al mismo sistema. En particular,
la distribucidn de (Xi,Xj) constituyen
una familia bivariante del mismo tipo,
en el que eij es una medida de dependen

cia estocdstica.

Estas seis condiciones son dificiles de veri
ficar simulténeamente. En realidad, deben en
tenderse como un modelo ideal que sirva de

marco para construir distribuciones multiva-

riantes con marginales dadas.

Solamente la familia trasladada de la normal
multivariante verifica todas las condiciones
El sistema FGM verifica 3), 4), 5), 6) si --
consideramos s6lo los parémetros o;5 Y pres-
cindimos de todos los demés.

El sistema de Cuadras-Augé verifica 1), 2),
3), 5, 6).

8. ALGUNAS GENERALIZACIONES.

S4nchez /32/ estudia ciertas extensiones de
los sistemas FGM y Cuadras-Augé. Sean

X = (Xl,...,Xm) Y = (Yl,...,Yn)

dos vectores aleatorios, con distribuciones

F(xl,...,xm), G(yl,...,yn).

Definamos la distribucién m$n-variante

H(Xl""xm’yl’yl""yn) = FG[1l+a(1-F) (1-G) ]

que tiene como marginales F y G, en absolu-
tamente continua si Fy G lo son, y X es es-

tocdsticamente independiente de Y si o = 0.

Definamos también la distribucién

g (1=0) g

J(xl,...,xm,yl,...,y ) = si F2G

n

(1-8)

=F G si F<G 0< 6 <1

cuyas marginales son tambi&n F y G. Si 8 = 0,

X, Y son estocdsticamente independientes.

Sin embargo, H y G no son, en general, dis-
tribuciones, sino tan solo pseudodistribu-
ciones. En efecto, en ciertos casos, las

funciones de densidad pueden ser negativas.

En /32/ proponemos entonces un nuevo siste-
ma m + n -variante que da lugar a una ver-
dadera familia de distribuciones de probabi
lidad.
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